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e 1. ARITMETICA
>

I.1. Sisteme de numeratie

Sistemul de numeratie in baza zece, Orice numitr natural z % 0 se poate
(e in mod unic sub forma:

bt 1)m _ “ V-1 A
n=@n: 10" 4 a, 10 -

e aps 10 = oag, ag # 0, me N*,

= Qg Gp_y . Ay

LU g, @peg,een, @pbee 40, 1,2, 000, 9%, numite ¢ frele numdrului n.

Numerele 1, 2, ...,9 se numesc cifre semnificative.

Fxemplie. 3987 = 5108 - 9+ 10* - 8§+ 10 - 7.

Sisteme de numeratie in baza B, Be N, B > 2. Orice numir natural n

nenul se poate scrie in mod unic sub forma:
= apyB"™ - ap_ B"! 4 . - @B <+ @ ap # 0, meN,
s
T8 == i Ay A ysss ooe By,
0 A, @pey, e, Aag €40, 1,2, 0., B — 1}, care se numesc cifrele numiruluin,
Numerele 1,2, ..., B — 1 sint cifrele semnificative.

Sisteme de numeratie utilizate. Alituri de sistemul zecimal se utilizeaza:
ilemul binar (B = 2, cu cifrele 0, 1), sistemul ogtal (B == 8, cu cifrele
0 1,2 .. 7), sistenul hexazecimal (B = 16, cu cifrele: 0, 1, 2,...,9, 4, B,
C, D, E,°F) si sistemul sexagesimal (cu baza B = 60).

Frecvent, baza unui sistem de numeratie se asociazi numirului respectiz,
uh forma unui indice inferior, scris intre paranteze rotunde.

y"'.'(lll‘l?lll. 100(")) =616 -+ = 64“0); 1”(2) = [1-2% -+ 1-2 =+ =

= Tqgy =23+ 1= 2Ly.
1.2. Teorema impartirii intregi

Teorema impartirii intregi pentru numerele naturale, Dacd ae N si be N+,
funci exista ge N si #e N, astfel incit @ = bg + r, cu 0 < v < b, ¢ 51 r fiind
e determinati cu aceastd proprietate

Exemplu. Pentru a = 41 si b= 13 existd ¢ =3 si r = 2, astfel incit
i1 133 4 2.

Teorema fmpdrtiri’ numerelor intregi. Daci ae Z si be Z\ {0}, atunci
(vt geZ, re Z astfel fncit a =8¢ + 7, cu 0 < v << | b}, ¢ si r fiind unic
Jdeterminati cu aceastd proprietate.

Numerele a. b, g si ¥ se numesc respectiv: delmpdrtit, tmpdrtitor, cft si rest.

* Pentru notatiile folosite pentru submul{imi importante ale numerelor reale, a se vedea
§ W1.1., pagina 379




1.3. Divizibilitatea numerelor naturale

D:finitie. Numdrul natural b # 0 divide numdrul natural a, dacd existd
un numdr natural ¢, astfel tncit a = be.

Se spune cd a ce divide prin b (sar a este un multiplu al lui b ), respectiv
b divide pe a (sau b este un divizor al lui a }; proprietatea b divide pe a se
noteazi b | a.

Criterin general de divizibilitate: un numdr natural b % 0 divide numirul
natural a, daci $i numai dacd restul impirtirii lui @ la b este egal cu zero.

Algoritmul lui Euclide. Se numegste algoritmul lui Euclid al mumerelor naturale
asib, a>=b>0, tabloul de relatii
a=1bg +r, 07 <o,
be=rige 76, 0 S, <y

7y = Yoy + 1y, 0 <1y <7,

Tr-g = Fp_n = Tn, 0 K 1y <9y,
Tney = "ndnis + T Tap =0
Numerele ¢y, ..., qpoy Se numesc c¥uri, iar 7, ..., gy, resturi.
Citeva proprietdti. 1) Daci a|b si ble, atunci alc¢ (tranzitivitate).
2) Daci b | a sic # 0, atunci b | ac.
3) Daci b|a si b|c atunci b | (a == ¢).
Teoremd. Produsul a n numere naturale consecutive se divide cu n!.
Teoremd. Orice numir intrcg a se divide cu —a, —1, 1 si a.
D :finitie. Divizorit —a, — 1, 1 si a ai waui numdy intreg a se numese divizori
improprii. Ocice alt divizor al lui as Z se numzsle divizor propriu.
D:finitic. Numerele Tatregi diferite de — 1 st 1 care au numai divizori impro-
prii s¢ numesc numere indecompozabile.

D:finitie. Numezrele tntregi care au divizori proprii se numesc nitmere compitse.

1.4. Criterii de divizibilitate a numerelor naturale
scrise in baza 10

1) Un nwmir natural este divizibil cu 2 (saw cu 5) dacd si numai dacd
cifra unitdgilor este divizibild ci 2 (sau cu 5 ).

2) Un numir natural este divizibil cu 4 (saw cu 25), dacd si numai dacd
numiru! format cu cifra zecilor st a unitdtilor, liuate tn aczastd ordine, este divi-
zibil cut 4 (sau cu 25).

G:zneralizave. Un numidr natural esle divizibil cu 2P (sau cu 5P ) peN-,
dacd si n:mvi dasd numirul format cu ultimzle p cifre este divizibil cu 2P {sau
ctt 5P ).

3) Un numir natural este divizibil cu 3 (sanw cw 9), dacd si numai dacd
sumaz cifrelor sale este divizibild cu 3 (saw cu 9 ).

4) Un numdr natural este divizibil cu 7 dacd si nwmai dacd <uma pro-
duselor. obtinute prin fnmulfivea cifrei unitdtilor cu 1, a cifrei zecilor ¢ 3, a
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frel tutelor cu 2, a cifrci miiler cu 6, @ cifrei zecilor de mii ¢ 4, a cifrei
Loy de omit et 5, a cifrel milicander cue 1, a cifrei zeciloy de milioane cie 3

le duvizibild prin 7. Redtul nppdotivii unui numdr natural prin 7 esle”
eit veslul Tmpdrtinii accitci e frin 7.

| Un numdr nalural ete divizibil ¢ 11 dacd si nwmai dacd diferenta

Lo sumee cifrelor de rang impar 5t suma cifreloy de vang tarv este divizibild

'

0) Un nwmdr natural eite divizibil cie 13 dacd si nwmai dacd diferenta
e nomdrul format cuw ultimele trei cifre si numdrul format cu toate celelalte
[re eite divizibild cu 13.

reafie. Acest eriteriu este valabil si pentru divizibilitatea cu 7 sau 11, dacd diferenta res-

pectivd este divizibild cu 7 sau 11.

1.5. Cel mai mare divizor comun §i cel mai mic
multiplu comun*

ape - a8 ~
Dfinitie 1. Se numzste cel mai mare divizor comiin (emand.c.) al nume-
Loy natwrale a si b numirul natural d care ave proprictdtile: 1) d | a si d b

adicd d este un divizor comun); 2) dacd 8 |a si 8| b, atunci 8§ |d (adicd d

‘e cel mai mare dintre toti divizorii comuniailuiasib ). C.m.m.d.c. se noteazi,

u (a, b) st se determind cu ajutorul algoritmului Iui Euclid (d = ry).

Definitie 2. Numezrele naturale a 516 se numzsc prime intre ale, dacd (a,b)=

D:finitie 3. Se numeste cel mai mic multiplu comun (c.m.m.m.c.) al nume-
lor naturale a i b numdrul natural m care are proprietatile: 1) a|m si b |mn
dicd m este un multiplu comun); 2) daci a| psibd |, peN, atuncim | @

licd m este cel maimic dintretofi multiplic comuniai lwi a 5i b), C.m.m.m.c

noteazd [a, b].

Proprietati comiite ale commd.c. St c.nm.am.c.

(a, a) = a; [a, a] = a (indempotentd)

(&, b) = (b, a); [a,b] = (b, a] (comnutativitate)

(ac, be) = c (@, b); lac, bc] = cla, b]

(a, (b, ¢)) = ((a., b), ¢); [@,[d,cl]l = [[a, b], ¢] (asociativitate).
)

= a; [a, (a, b)] = a (absorbtie).

leorema lui Gawss. Dacd un numir intreg divide produsul a doudl numere

intregi si este prim cu unul dintre factorii produsului, atunci acest numir
divide celdlalt factor al produsului.

1.6. Numere prime

Definitie. Se numeste numdr prim orice numdr natural p, p = 2, care are

drept divizori pe = 1 si = p.

Ezemplu. Numerele 2, 3, 5, 7, 11, 13 sint numere prime. In tabela 1.3

sint date numerele prime de la 1 la 10 000.

* Aceste concepte se definesc corespunzitor pentru ¢, b Z sau pentru un numdr {init de numere

Totregi.
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Teorema luwi FEwchid. Multimica numerelor prime este infinita.
Teoremid. Numirul natural p > 2 este prim<> VY a, be Z astfel incit
din p divide produsul ab si rezulte cid p | a sau p | b.

Veoremd. Daci 2® 4- 1 este un numir natural prim mai mare decit 3,
atunct A cste o putere a lui 2.

Ohseyvalie. Reciproca acestei teoreme nu este adeviratd., De pildd
29 4 1w 641.6 700 417 (Euler) i 238 -k 1 a= 274,177.67 280 421 310 721 (Laxdry):

ia lui Ewler, @(n), este definitd pe N, cu valori in N, astfel: (n)
n! nomerelor naturale mai mici decit # si prime cu z#. Se mai
imdscalorul numdrulei n sau indicatorul lui Euler.

Fusc,

}a. Pentru » = 30, numerel2 1, 7, 11, 13, 17, 19, 23 si 29 sint mai
mici de ccit 30 si sint prime cu 30. Deci ¢(30) = 8.

Teoremd. Daci numdrul naturzl n are descompunerea 1 = pit- p3t... pEk,

atanct
cp(n):n{l—_l_.}(l— l]...(l—._l_].
1 Pa Pk

Exempiu. Fie m = 30, Deoarece #' = 30 =2-3-5, avem p, =2, 9,

1
$i £3 = 3. Prin urmare ¢(30) = 30 [1 — —}-) (1 — —)(1 - —1-] ==

If
(Y

2 3 5

Teoremd. Dacd a, be N si (a, b) = 1, atunci ¢(adb) = o(a) ¢ (b).

Exemplu. Fie n = 21; pentru el avem a=3 si b= 7. Deci @(2l) =
Q(3) p(7) =26 = 12+,

Proprieigti ale indictorului lui Fuler.

l. Indicatorul unui numdr natural mai mare decit 2 este un numir
natural par.

2. Daci » > 1, atunci @(n) <n — L

3. Daci n — 1 se divide cu @(n), atunci » este prim.

4. Suma indicatorilor tuturor divizorilor unui numdr natural este egal cu
numdirul natural considerat.

5. Suma numerelor naturale prime cu ne N si mai mici decit », notatd
p(n), este dati de formula

eln) = -El- no(n).

Mica teoremd a Iwi Fermat. Dacid p este un numéir natural prim, iar ¢ un
intreg oarecare, atunci
a? —a=0 (mod p), (1)

adici a? — a se divide cu p.
Daci a ou este divizibil cu numirul prim p, atunci relatia (1) se mai
SCrie
a?1t — 1 =0 (mod p), 2

adici, de aceastd dati, a®! — | se divide cu p.

* Am oneit proprictates cd dacd b este un numir natural prim, atunci Q(p) = p — iz



Fyemplie. Dacd p = 7 si a = 2, atunci 28 — 1 = 63 este un multiplu de 7.
leorema lui Euler saw teorema lud l'ermal generalizata. I'ie n un numir

patural dat, @ (#) indicatorul Iui » §i (a, #) = 1, cu ae Z; atunci avem
a®™ = 1 (med n),

{
Exemplu. Pentrua = 7sin = 10,aveme(10) = 101 — —1]1 — -l ik
2 5

pectiv a®® = 74 = 2 401 = 1 + m 10;

Feorema Tur Wilson., Numdaral nataral p este prim, dacd si numai dacid
f I)! 4+ 1=0 (mod %), adici numairul (p — 1)! 4 1 se divide cu p.

Fxemplu. Fie p = 7 (numir prim). Atunci (7 — I)! 4+ 1=721=7-103
¢ste un multiplu de 7.

Siruri de numere prime. Din sirul de numere pp = n* 4 n 4 41, cu n =
0, 1, 2,...,29 rezultd 40 de numere prime (Euler): 41, 43, ..., 1601

De asemenea, din sirul de numere naturale ¢, = »* - n + 17, cu n =
0, 1, 2, ..., 15 rezultd 16 dumers prime 17, B, 23,5257

1.7. Teoreme de teoria numerelor

leovemd fundamentald. Orice numir intreg diferit de zero si de + 1 se
poate descompune intr-un produs de factori primi. Aceasti descompunere
unicdt, abstractie ficind de ordinea factorilor. Un asemenea numdr intreg #

. t X 2L xk -
crie sub forma: 2z = = pfpSe ., fr s cu oy, ..., 2x numere naturale nenule,

/

< ... < Pp numere prime

Accasta se mai numeste feoresmu fundamentald ¢ aritmeticii.

Dack un numir natural # are descompunerca canonicd n = o®-68. ¢¥, atuanci
Jivizorii sii naturali sint termenii produsului:

(14 4 a4 o a®e (L4 b - ... B <l + ¢+ ... + oY)
Numdirul divizorilor un:i numdr natural n. Dacd numdirul natural n are
ompunerca canonicl

,....4“-‘ ]

X 2040 s Hieta

ytunci numarul divizorilor naturali ai lui n, 6(n), este dat de produsul
o(n) = (2 + 1) (ag + 1) ... (g + 1).

Suma divizorilor unui numdr natlwral %, Dacd numdirul natural » are
compunerea canonicl

tunci suma tuturor divizorilor naturali ai lui n, T(n). este dati de formula

T i S e e Ly ]
T(")= s o2 ".'?k .

p—1 g =) 2e— 1




1.8. Ecuatii remarcabile

Ecuatia pitagoricd x* 4 1% = 2. Accastdi ccvatie are drept colutii mul-
timea de numere naturale x = 21y, y= 1% — 1% r=u®+ ¢3 u, ve N*,
u > v.

Exemplu. Pentru u = = 1, gisim solutia raturald x= 4, 2 = 3,

=0 ‘Penfro. % = J 51 olLfinem x =

FEcuatia diofanlicd ax - by = ¢. Accastd ccuvatie cu a, b, ce Z are solutii
intregi daci si numat daci c.om.an.d.e. al numerdor a si b, respectiv (a, b),
este divizor al lui ¢. Solutiile intregi ale ecvatici sint ¥ = x5 - mb, ¥y = 1, —
— ma, me Z, unde xy, 3, este o solutie intrcagd, rarticclara.

Exemplu, Ecuatia 3v — 10y = 2 are c.mm.d.c. (3, — 18) = 1, rcspectiv
= o= 1. Dect ¥ = 4.— 1049, 9 ="1.—3m, Hie Z.

Xp

Lcuatio lui Pell-Fermat x* — k3% = 1. Aceastd ecuatie, urde k este un
numdr natural, diferit de un pitrat perfect, admite un $ir de soletii, numere
maturale (xp. ¥nl,en. definite recurent astfel: xp.; = X% -+ F¥,Vn; Yngy =
= y1xpn -+ X ¥a cu (x, ¥} ceca mai mica solutie.

Exemplu. Fcvatia?) 2* = 32 = l are 2, =2, 5, = 1; deci

¥pey = 2Xg + SVp. Yasy = Xp + 2¥n 0> L

1.9. Alte rezultate din aritmetica

Definitie. Se numereste fractie ireductitild erice mwmdr ralional —, m,
Yl

neZ n#0, cu (mn)= 1

Teoremd. O fractie ireductibild se transformd intr-o fractie zccimald perio-
dici simpld dacd numitorul ei nu are nici factorul 2 si nici factornl 5. Fa se
transformd in fractie zecimald periodicd mixta, dacd numitorul sdu pe lirgd 2
sau 5 contine si alti factori primi. Partea nepericdicd are un numair de cifre
egal cu cel mai mare dintre exponentii lui 2 si 3.

Teoremd. Dacd a, a’, b, V', neZ si ab' — a’b= £ 1, atunci {ractia

4

&n + a

bn + b’

este ireductibild.

1.10. Extragerea rdddcinii pdtrate

Numirul dat, de exempln 53 824, se imparte in grupe de cite doud cilre,
de la dreapta spre stinga, ultima grupdl putind avea si o singurd cifri: 5 38 24.
Se cautd numirul al cdrui pdtrat se cuprinde Iin prima grupd din stinga
(in exemplul dat, numirul clutat este 2); el va {i prima cifrd 2 rddécinii
pitrate a numdrului dat. Patratul respcctiv se scade din prima grupd si
restului gisit, adicd lui 1, § se aliturd a dova grupd, respectiv 38. Cu numirul
astfel obtinut, adick cu 138, se procedeazd astfel: se separd ultima cifri din
dreapta si apoi grupa din stinga, adicid 13, se imparte cu dublul primei cifre
a rddicinii, in cazul nostru 4; citul 3 se scrie lingd dublul radicinii, 43,

cbtinindu-se un numar care se inmulfeste cu ultima sa cifrd, 43 ¥ 3 = 129.

%! A sc vedea Gazeta Matematick nr. 5/1979, pg. &7,

19



i acest produs se poate sciddea din numirul format de primul rest si de

dpee alituratd lui, 138, atunci numirul cu care s-a inmultit, 3, este a doua
cilrn o radicinit numirului dat. Dacd nu, se schimbda cifra  inmulfitoare.
loate celelalte cifre ale riddcinii se afla prin acelagi procedeu.

Itestul  fiecdrei scitderi trebuie sa fie mai mic decit dublul numédrnlui
[ormat de cifrele respective ale rddicinii plus unu.

Dach numirul dat este zecimal, desparctirea in grupe de doud cifre se face
pocnind de la virguld., spre stinga pentru partea intreagd si spre dreapta
pontra partea zecimald (completind c¢u un zero ultima grupd din dreapta,
in cazul cind are o singurid cifrd).

I xemplat,

33824 232
4 2% 2= 4| 43% 3= 129
i;; 23 % 2 = 46 [462% 2 — 924
=924
0924

1.11. Extragerea rdddcinii cubice

wumirul dat, de exemplu 13 3120353, se imparte in grupe de cite trei
ire, de la dreapta spre stinga, ultima grupd din stinga putind avea doui
{ro sau chiar o singurd cifrd: 15 312 053, Se cautd numdrul al cirui cub

caprinde in prima grupd din stinga (in exemplul mentionat, numérul
Cautat este 2) siocare constituie prima cifrd a cdddcini. Se scade cubul,
Clict 8 din prima geupd, 13, $i restului 5 i se aliturd prima cifrd a grupei
vrmitoare, adicd 3. Numddrul astfel format, 33, se imparte la intreitul pitra-
tulni primei cifre a riadacinii, adicd la 12. Citul astfel obtinut este sau a
(oan cifri a rddidcinii clutate sau un numdir mai mare si atunci, prin incerciri
weasive care sd parmitd efectuarea scideril. se ajunge Ta cifra exactd (in
roemplul dat, rezultatul implrtirii 53:12 este 4; acesta este prea mare si
atunci se incearcdt cu 3. care este cifra cantata), Numdrul format de cele
doud cifre ale radacinii, 23, s2 ridicd la cub si s¢ scade din numirul format
(» prim=le doud grupe din stinga ale numirului dat, adicd, din 13 312, Lingd
postul obtinut, 11430, se coboard prima cifrd a grupei a treia, 0, §i ope-
ratia se continud in mod assmdndtor.
Restul trebuie si fie mai mic decit iatreitul sumei dintre rdddcind si

pitratul rddacinii plus unu.

Exemplu:
Vi3 312¢(
33:12 == 4
13312
12 167
11450:1 387 =7
13312 053
13312 053

11




1.12. Folosirea tabelelor 1.1.—1.3.

Tabela 1.1, Puterile numereler 2, 3 si 3

Aceastd tabeld contine puterile de la [ la 40 ale numarului 2, de la 1
la 30 ale wumarului 3 sidela tla 24 ale numarului 5. Ea se foloseste astfel:
se cautd in coloana Ex (exponentul) si se merge, pe acorasi linie orizontald
spre dreapta. in coloana P, unde se giscste puterca; de exemplu, pentru
a afla puterea 2'* se cautd in coloana IEx numadrul 12 si se giscste in
coloana P rezuhatul 4096 = 212,

Tabela 1.2. Puterile 4 si 5 ale numerelor de la 1 la 100
i 43 A % e 2 4 e
Procedenl de utilizare al tabelei este nrmitorul. In prima coloani si in

cea dea patra se gaseste numirul u, iar in celelalte puterile numarului 2 de

30 625, iar n® ="759 375.

exemplu dacd n = 13, atunci st =
Tabela 1.3. Numerele prime de la 1 la 10000

Aceasti tabeld contine numerele prime in ordinca marimii; pentru usu-
rinta citirii, numirul sutelor n-a fost trecut decit o singurd datd si cu cifre
grase; de exemplu 307, 1601, 6 007 ctc.

Tabela 1.4.Cei mai mici divizori ai numerelor naturale e la 169 la 10000

Aceastd tabeld serveste la descompunerea numerelor mari o factori primi;
ea nu contine numercle divizibile prin 2, 5, 3, 7 si 1l din motive usor de
inteles.

Pentru utilizarea tabelei se imparte numarul — care interesecteazd — pe rind
prin 2, 3, 3. 7 si 11; cind nna din impirtiri se face exact, se cautd citul iu coloa-
na N ; daciacest cit se afliin coloand, atunci cel maimic divizoral siu se giseste
in Loloana aldturatd D. Impéhtlm citul prin acest cel mai mic divizor a.l sau
st cautim noul cit in rabeld. Continudm ca mai inainte, pina cind obtinem
un cit care nn s¢ mai giseste in tabela §i care este, in consecintd, numdr prim
{ceea ce se poate verifica usor cn ajutorul tabelei L3).

Exemplu: H = 43615; se vede usor ci I este divizibil prin 5 si prin 11;
gasime 43015 = 9 o LL ¢ 793 795 se afli in coloana N ; aldturi
in coloana DD, citim c¢el mai mic divizor al siiu. numirul 13. Tmpﬁ.rtim Fe
793 prine 13 avem: 795 = L3k 61, Asadar A3615i= 3 11 3 15 %61

)

Tabela 1.5. Pirti proporticnale pentru interpoldri liniare ale numerelor
1151

naturale de la la S0

Dacii se cunose dounit valori ale vnei mirimi, =o poate calcula cu o pre-
cizie suficientd, uneori, pentru nevotie practice, « valoare intermediari,
admitindu-se¢ o crestere san o descrestere proportionald cu difcrenga dintre
cele doud valori cuncscute, \

Exempli. Se cautd valcarca \“(H 3, cunoscind valoarea ~/901 30,017
Si \/902 = 30,033. La diferenta de o unitate intrcagd a numdirului corespunde

@ cresterc de 16 miimi a radicalului. Admitind proportionalitatea dintre

cresterea radicalulni §i cresterea numérului se va adduga la cea mai micad

; 1655 3 0 2 ) 2 d e

dintre cele douvid valori, ——— miimi, adicd 4.8 respectiv 3 miimi, valoarea
10

aflatd Ja intersectia liniei 3 cu coloana 16 din tabeld. Valoarea ciutatd cste

cdeci 30,022,

12



TARELA -1

1. Puterile numerelor 2, 3 si 3

Puterile lut 2

{ I 34 Ix P Ex P ‘ Ex P
| byt
I 1 201 11 2048 || 21 2.097 152 | 31 2 147 483 648
40 12 4096 || 22 4194 304 [} 32 4294 967 296
S 13 5192 | 23 8 388608 || 33 8 589 934 592
i 16 || 14 16 384 || 24 16 777 216 || 34 17 179 869 184
i 3241 15 32768 || 25 33554432 || 35 34 339 738 368
0 | 04| 16 05336 || 26 67 108 864 || 36 68 719 476 730
IR 17 131072 || 27 134217 728 || 37 137 438 953 472
L2560l I8 | 202 144 || 28 | 268433456 || 38 | 274 877 906 944
g 312 0119 524 288 || 29 536 870 912 || 39 549 755813 888
(00 1024 1) 20 1 1048 576 || 50 | 1073741824 |1 40 | 1099 511627 776
| { |

Puterile lni 3

\
[ P [| Ex P l Ex | P
|
\ |
3 11 177 147 21 10 460 333 203
9 12 531441 22 313810359 609
27 13 1 5394 323 23 04 143 178 827
81 14 + 782 969 24 282 429 336 481
) 243 15 H 348 907 25 847 288 600 443
0 729 f 16 43 046 721 26 2 341865 828 320
2187 || 17 129 140 163 o7 7 623597 484 987
6 561 18 887 420 489 26 22 876 792 434 96 1
4 19 683 19 1162261467 | 29 68 630 377 364 883
10 | 39049 || 20 3486 784 401 30 205 801 132 094 649
Puterile lui 5
@
| 1 |
I I 1 ‘\ Ex P “ R r
g :
I . 5 9 | 1053 125 17 762 939 453 123
A 25 |1 110 9 765625 18 3814697 265 625
l 125 | 11 48 828 125 19 19 073 486 328 123
{ | 625 || 12 244 140 625 20 03 367 431 640 625
- 3712541813 1220 703 125 21 476 837 158 203 125
15625 || 14 6 103 515625 22 2384 185791015625
78 125 1 15| 30517 578 123 [ 23 11920928 955078 125
8 290 625 || 16 | 132 387 890 625 24 | 59604 641 775 390 633
l !




TABELA 1.2. Puterile 4 si 5 ale numerelor de 1a 1 Ia 100

14

f ud n® " nt ns
I
1 1 1 25 390 625 9765 625
2 16 32 26 156376 | 11881376
’ 27 531441 | 14 348 907
3 81 243 28 614656 | 17210 368
4 256 1024 29 707231 | 20511149
5 625 3125 30 810 €00 | 24 300 000
S 1296 71776 3t 923521 | -28629 151
7 2401 16 807 32 1048 576 | 33554432
8 4096 32 763 33 1185921 | 39135393 .
9 6561 59 049 34 1336336 . | 45435424
10 10 000 100 000 35 1500625 | 52521875
11 14 641 161051 36 1679616 | 60 466 176
12 20 736 248 832 37 1874 161 | 69 343957
13 28 561 371293 38 2085 136 .| 79235 168
14 38 416 537 824 39 2313441 | 90224 199
15 50 623 759 375 40 2560 000 | 102 400 000
16 65 536 1048 576 41 2825761 | 115836 201
17 83521 1419 857 42 3111696 | 130691232
18 104 976 1889 568 43 3418801 | 147 008 443
19 130 321 2476 099 44 3748096 | 164916 224
20 160 000 3200 000 45 1100625 | 184 528 125
21 194 451 4084 101 16 1477456 | 205962976
22 234256 5153 632 47 1879681 | 229 345007
23 : 279 §41 6 436 343 48 5308 416 | 254 803 Y68
24 | 33177 7962 624 49 5764801 | 282 475 249
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Tabela 1.2 (continuare)

|

50) fH 2350 000 312 500 000 75 31640 625 2 373046 875
1 6763201 345025 251 76 33362 176 2 535 325 376
: 7 2116106 380 204 032 TL 33 153.()-!1 2706 784 157

} 7 890 481 418 195493 78 ; 37015056 2 887 174 368
i & 305 036 439 165 024 79 E 38 959 081 3077056 399
55 9 150 623 503 284 375 80 40 960 000 3276 800 000
10 9 834 496 550 731776 81 43 046 721 3486 784 401
) 10 556 001 601692 057 82 45212 176 3707 398 452
S 113516 496 636 356 768 83 47 458 321 3 939 040 643
) 12 LIR26] 714924 299 54 49 787 136 4 182 119424
00 12 960 Q00 777 600 000 85 52 200 625 4437 053 125
0l 13 845 841 844 5396 301 86 l 34708 816 4704270 176
0. 14 776 336 916 132 832 87 57 289 761 4 984 209 207
03 13752961 992 436 543 88 | 59 969 336 5277 319 168
(5! 16 777 216 1073 741 824 89 62 742 241 i 5 5384 059 449
65 17 830 625 1 160 290 625 S0 . 63 610 000 | 5 904 900 000
6O 18 974 736 1252 332,516 i 91 ' 68 574961 : 6 240321 451
67 20 151 121 1 350 125 107 ; 92 * 71639 296 ‘ 6 590 815232
08 21381 376 14535933 568 | 93 74 805201 ? 6 936 8§83 693
69 22 667 121 1564031 349 94 78 074 896 1‘ 7 339 040 224
70 24 010 000 1 680 700 000 935 81430 625 ‘ 7 737 809 373
96 84 934 636 ‘\ 8§ 153726 976

71 25411681 1804229351 97 88 529 281 ; 8 587 340 257
72 26 873 856 1934 917 632 98 92 236 816 ' 9039 207 968
3 28 398 241 2073071593 99 96 059 601 l 9 509 900 499
74 29 986 576 2219006614 100 100 000 000 | 10 000 000 00@
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1.3. Numercle prime de la

1 la 10 OO

O SS0d e= STn o B

3

PO s pa it 3

61
67
i
73

‘o
83
Y]
97
101
03
07
09
13
27
31
37

{ 06

ESIEN Fe We W& I N SR SPRSFE SO S I8]

<

—AT L) N = O Ls O sl

L3 L o I
Gd o

o

[EN
(9%

91

91
701

E3 O 00w}
LSS RO B Y

(5]

o

b

P

0o !
o W

1t
21

23

7
2
29
R{Y]
33

D
59

03

41

67
71
G
83

91

o LON Un
5o T U

h o 0 o B
~J

£
LI -

> 190 -
L O s i

—
N~

SN LIV = TS

VN0 0 e D Bd Sl Ko b Ld ] e e Tad Co2 pe

1 00
oo

91
97
1301
03
07

21
=
61
67
73
81
99
14 09
23
27
29

~a
e ]

14951
N3
57
N
03

99

15 11

79
83
97
16 01

09

15

21
27

a7
63

&9
1801

NSt
0
51
47
01
67
71

/3

T
79
80
1901

37
89
39
2111
13
29
31

]

-
(o¥]

thn
(¥

28

24

89

11

39

49

67
VAT
89
91
97
2801
03
19
33
37
13
51
57
61
79
87



Tabela 1.3 (continuare}

19

03
09
17

')
51

00

Ul

1

34

(2]
“

36

ele g formuls moiematice ~— ¢.1/ 313

13
17
23
31
37
43

36 59
71

-1

3

91
97

©w
~
(=]
—

19

3803

[0 $5)
—

3
2

(o200 R Ro W ST S N )
= RS RIS N

3907
11

19
23
29
31
43
47,
67

89

40 01
03
07
13

2

4111

73

97
44 09
21
23

41
47

48 01

13
17
31
61

39

59

&b
81
87
99

5101

19

[

L LY L

~

5261
73
79
81
97

5303
09
23
33
47
a1
81
87
93
99

5407
13
17
19
31
37
41
43
49
71
77

5623
39
41
47
51

56 53
57

57 01

60 07
11
29
37
it
47

G0 53
67




Tabela 1.3 (continuare)

6449 | 6863 ) 7283 | 7687 | 8117 | 8563 | 8963 | 9377 | 978l
51 69 97 91 23 73 69 91 87
69 71 99 47 81 5 97 91
73 83 | 7307 6.1 97 99
81 99 09 | 7793 67 99 - | 9403 | 9803
91 21 17 71 90 01 13 1t
— | 6907 31 23 79 | 8609 07 19 17

11 33 27 91 23 11 21 29

6521 7 49 41 27 13 31 33
29 47 51 53| 8209 29 29 33 30
47 49 69 57 19 41 41 37 51
51 59 93 39 21 47 43 39 57
53 61 89 31 63 49 ‘61 | 59
63 67 | 74'11 93 33 69 59 63 71
69 71 17 37 77 67 67 83
71 i) 33 | 78 17 43 81 91 73 87
73 83 51 23 63 89 79
81 91 57 29 69 93 | 9103 91 | €901
99 97 59 41 73 99 09 97

e 43 77 53 87 27 = 07

66 07 81 67 91| 8707 33 23
19| 7001 | - 87 73 93 13 37 | 9511 29
37 3 89 77 97 19 51 21 31
53 19 99 79 31 57 33 41
59 27 — 85| 8311 37 61 39 49
61 39 7 41 3 47 67
73 43| 7507 | 7901 29 . £ 81 51 73
79 5% 17 07 33 53 87. 87
89 69 23 19 63 61 99
91 79 29 27 69 79 96 01

37 33 77 83 | 9203 13

6701 | 7103 41 3 87 09 19
03 09 47 49 89 | .88 03 21 23
09 21 49 51 07 27 29
19 27 59 53 | 84 19 19 39 31
a3 29 61 93 23 21 41 43
37 51 73 1L 29 31 57 49
0l 59 i T 3 37 77 61
63 77 S3 | 8009 43 39 81 77
79 87 89 11 47 49 83 79
81 93 o1 17 61 61 93 89
s 39 67 63 = 97
93 1 7207 | 7603 53 = 67

i1 07 59 g7 | 9311 [ 9719

68 03 13 21 69 | 8501 93 19 21
23 19 39 81 13 ‘ 23 33
27 29 43 87 21| 8923 37 39
24 |5 < a7 49 32 27 29 41 43
33 43 69 ' 37 33 43 49
41 47 73 | 8101 39 41 49 67
57 53 81 11 43 51 71 69
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79 13]  79f23)  83|37] 41|19] 39(43| 11]28
s1)23]  sij41;  97|13] 69|17 49|47] 2019
91 19 51(23] 49|41
3l 1121419 2201|31|2701[37| 61}29] 53|13
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o1| 13| 53|61l 83|19 29|73 77|3536227| 13 47117
e 6o laal o] 67 319 331 23] 496l
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Tabela 1.4 (continuare)

L]
(1)

sl
"

i1
6l

! a |
pl| & [P W n| B [RGB & D ’ N |D
| o
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47 71] 3 43| 13|  41] 19 73] 31 93|29/ 9607|113
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Tabela 1.5. Pirti proportionale pentru interpoliri liniare ale numerelor de

11 1a 90

11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
1 1,1 1,2 155 1,4 1,5 1,6 1.7 1,8 1.9 2,0
21 22 24 2.6 2,8 3.0 3,2 32 3,6 3.8 4,0
5 Ui 3,6 3,9 4.2 4.5 4,8 5,1 5,4 5.7 6,0
4 4,4 4.8 9,2 5.6 6.0 6,4 6,8 7.2 7.6 8,0
5 3.5 6.0 6,5 7.0 79 8.0 8.5 9,0 9,5 | 10,0
6 6,6 7:2 7.8 8.4 9,0 9,6 | 10,2 | 10,8 | 11,4 | 12,0
7 TS 84| 91 98 | 10,5 | 11,2 | 11,9 | 12,6 | 13,3 | 14,0
8 8.8 96 | 104 | 11,2 | 12,0 | 12,8 | 13,6 | 144 | 152 | 16,0
9 99 {108 | 11,7 | 12,6 | 13,5 | 144 | 153 | 16,2 | 17,1 | 18,0

21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
1 2.1 252 PAES 2:4 2,5 2.6 2.7 2.8 2,9 3
2 4,2 44 4.6 4.8 5,0 S 2,4 5,6 5.8 .
3 6,3 6.6 6.9 7,2 Ted 7.8 8,1 8.4 8.7 9,0
4 8,4 8.8 9,2 9.6 { 10,0 | 10,4 | 10.8 IE2 0 K6 | 12.0
S (el I 1 B0 30 0 8 s 8 M O B9 5 L) e o 10 1 e s IS , ol 501 AR, oo (50 6w )
61126 1320 | 158" 1A 15,0 | C15:6 1 16,2 16,8408 e 18,0
7 T84 Gl a8 W 17 5 1| 8 28t 18,07 S 10620 58 21,0
8o 168 146 184 192 1°20.0 20,8 [ 21,6 § 22,3 [[23.2" 1124,0
D189 5 1 19,8 20T 2 60 |1 22,5 u123. 40 12243 W25, 281226, 5 552 7.0

31 32 33 34 35 36 37 38 39 40
1 3,1 3,2 3.3 3.4 3.5 3.6 L 3.8 3.9 4,0
2 6,2 6.4 6.6 6.8 7,0 7.2 7,4 7.6 7.8 8.0
3 9,3 9,6 Q190 1072 L0 SRS 0.8 T 1l 4 AL 120
ALl 12,4 AS12, 13,2 (1306 [ 714,01 B304 5 | W48 IS 5,2 508 15,67 1416,0
5155 | 16,0 | 16,5 | 17.0 | 17.5 | 18,0 | 185 | 19,0 | 19,5 | 20.0
6 [ 186 1519,2, || 19,80 | (2045 21,01 216 [:22.2 (/22,8 1 23(4 | 24,0
2 L Z o 22 40523 00 238 (824 HU 2520 1250 0 26,614 2735 28,0
SINE4E (1256 o 2604 [h27.2 | 28,00 1288 | 29,6 ;| 304, (r31L251432.0
SllR79 128,81 2070 1 30,6 | 3154|3245 33,3 /) 34,2 11 33, 104536;0
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Tahela 1.5 [continuare)
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il 1 42 43 44 46 47 48 | 49 50
{ |
i
L1 | 42} 431 44 46 | 47| 48| 491 301
.2 54 | 86 | 88 G2 e 9,6 | 9.8 | 0.0 [2
| b6 [N 13,8 | 4,1 | 144 | 147 | 150 |3
64 | 168 | 172 | 17.6 184 | 188 | 192 | 19.6 | 20.0 14
TN AR B e CT e 23.0 | 23,5 [ 240 | 245 | 250 |5
16 | 252 | 258 | 26,4 576 1282 | 288 | 29,4 | 30,0 16
20,4 | 30,1 | 30.8 ool a3t 1356 (Vs Bs0 e
8 | 336 | 354 [ 352 368 | 37.6 | 38.4 | 39,2 | 400 |8
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| .
i { |
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18 | 260 | B6s b2z | 2750 2Ry |F28 5 | 20.00 |:29:5 {30055
0.6 12 | 31.8 | 32,4 | 33,0 | 336 | 342 | 34.8 | 354 | 36,0 |6
1 | 36.4 | 37,8 | 378 | 3851 39,2 | 39,9 | 40,6 | 41,3 | 420 |7
08 | 416 | 42,4 | 43,2 | 44,0 | 44.8 | 45,6 | 46.4 | 47.2 | 48.0 |8
(3.0 1 46,8 | 477 | 486 49,5 | 50,4 { 543 [l522 ] 53,10 O4.05 8
6l 62 63 64 ¢ 66 67 68 69 70
61| 62| 63| 64 66 167 681 69 | 70 |1
32 | 12:4 126 128 1320 K13 AN 6l 13 8RN ORI
18,3 | 18,6 | 189 | 19.2 19,8 | 20,1 | 20,4 | 20,7 | 21,0 |3
(4 | 2488 2588050 26,4 | 26.8 | 27,2 | 27.6 | 28.0 |4
0.8 | 31 0% at5(E32ia 33.0 | 33.5 [134:0. | 34,5 1°35.90 (3
66 | 372 | 3.8 | 38,4 39,6 | 40,2 | 40,8 | 41,4 | 42,0 |6
02 43.4 | 44,1 | 44.8 462 | 46,9 | 47.6 | 48,3 | 49.0 |7
8.8 | 49,6 | 50.4 | 51,2 52,8 | 53,6 | 54,4 | 552 | 56,0 |8
,9 | 55,8 [ 56,7} 57,6 59,4 | 60,3 | 6L2 | 62,1 | 63,0 |9
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i

|
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|
i
i 7.1 7,2 i) 7.4 el 7.6 757 7.8 Z ARG | 1
2 14,2 1.4 14,6 14,8 15.0 {2 15.4 15,6 158 | 16,0 |2
2 B 216 21,9 22 2205 22.8 23,1 23,4 23,7 240 |3
4 1°28,4 | 28,8 | 29,2 | 29,6 30.0 30,4 30.8 3.2 31.6 S0 4 4
51 335 | 36,0 | 36,5 | 37,0 3500 4380 38,5 39,0 | 39.5 | 40,0 |5
0 | 42,6 43,2 43.8 44,4 43,0 45, 46,2 46.8 47,4 48,0 |0
71 49,7 | 50,4 S B S8 52200 532 13 90| -T56-] 598 56,0 |7
8 ‘ 56,8 57.6 58,4 59.2 60,0 60,8 | 61.6 62,4 63,2 | 640 |8
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ALGEBRA

Elemente de logicd matematica
2. 1.1, Notiunea de propozitic

Definitie. Se numeste propozitic wun cnunf despre care se poate spune cd esle
wlevdrat saw fals, dar nu 5i adevdrat 5i fals simdtan.
Se noteazd cu p, q, P. Q.
ve m/'J:‘:

) = ¢ Q; acesta este un enunt care exprimi un adevar. deci cste o pro-
porific ade mta,

i) x4 5=3, N este o f)rof.o:i;’z'v falsd, pentru cd nu existd nici un
numir natural astfel ca x 4 5=

i) x v, x, 3 €N este un enunf despre care nu se poate spune nimic,
Docl nu este o [Jm,ho ifie.

Valoarea logicd saw valoarca de adevdr a unet propezifii. Daci o propozitie p

¢ adlevirati se spune cd are valoarea logicd sau valoarea de adevir: adevdrul ;

Ant /.llu.u'v de adevar se noteazd cu simbolul 1 sau a i scriem v (p) = 1
uuv(p) . Dacd o propozitie g este falsd, se spune cé are valoarea de adevir:

falvul ; ,w.mt.L valoare de adevir se noteazd cu simbolul 0 sau f si scriem
) = 0'sau v () =1.

) ' )

2. Conectori (operalori) logici

Negatia. Negatia unei proposilii p este propciitia care este falsdé cind P
e adevaratd si este adevdratd clud p este falsd.

S¢ noteazd non p, ~|p, P-

lubela de adevdr * a propozitici non p se intocmeste pe baza relatiel
¥ (non p) L —ovip):

b l non p
1 0
Q) i

Fvemplu. Dacd p este propozitid ,.d i d” sint doud drepte paralele”, atunci

Won  este propozitia ,d §i d” au un punct comun” sau ,d si d° nu sint para-

Wle | dacl p este propozitia ,,| ¥ { = x, x € RY, atunci non p este propozitia
e 0, yeR%

Conlunctia. Co;r]unclla a doud gropozitii P §1 g este propozitia care este
d i nuwmal dacd fzccah propozitie p si q este adevaratd.

oteazd: p A g; P sigt: p&ig.

ol rald d

\jia poate fi iuterpretat& ca o functie definiti pe {0, 1} cu valorila {0, 1}, dati de ta~
‘ deviar. Analos pot fi interpretate disjunctia, conjunctia ete,

| 3]
o




Tabela de adevdr a propozitiei ,,p si ¢ cste
b l q ‘Pr’\

1 1 1
W IR E 0
: 0 1 0
0 0 0

Prepriciafi. Conjunctia propozifiilor este comutativd si asociativi.
Asociativitatea conjunctiei rezulti din urmitoarea tabeld de adevir:

? q 7 PAe gAr |(PAQAT| PAlGAY)
1 1 1 1 1 1 1
1 1 0 1 0 0 0
1 0 1 (] U} 0 0
1 0 0 0 0 0 0
0 1 1 0 1 0 0
0 1 0 0 0 0 0
Q 0 7 | 0 0 0 0
(4] (] 0 0 0 0 0

WDisjunctia. Disjunctia a doud propozitii p si g eslte propozitia care csic
adevaratd dacd si numai dacd cel pufin una din propozitiile p, q este adevdrald.

Se noteazi p V/ ¢; ,,p sau ¢".

Tab=la de adevir a propozitiei ,,p sau ¢ este

P | q ]qu
1 1 1
1 0 1
0 1 1
: 0| o [

'
Preprictdli. Disjunctie. propozitiilor este comutativi si asociativi.
Implicatia. Implicatia propozitiilor p si q este propozitia care este falsd dacd

-5t numai dacd p este adevaratd si q falsd.

Se noteazéic (non p) sau ¢, p — ¢ si se citeste: ,,p implicd ¢ san ,dacd 2,
atunci ¢“. Propozitia p este ipoleza. iar propozitia g concluzia.
Tabela de adevir a propozitiei ,.(non p) sau ¢“: este

? ; q , non p l (non p) sau ¢
1 1 4] 1
1 0 0 0
('] 1 1 1
(] [} 1 1



Fxemplu. Dacd p este propozifia ,triunghiul 4 BC este dreptunghic in A

) N
ol g este propozitia ,triunghiul 4 BC are B = 20° si € = 70°", aturci g — p
cute o propozitie adevdrati. In schimb p nu implici g.

Proprietdti. Implicatia propozitiilor nu este comutativi: (p — ¢) si (¢ — p)
1 au aceleasi valori logice, oricare ar fi valorile Togice ale propozitiilor p si 4.
lusi (p— q) si (non g — non p) au acelasi valori logice.

Dacd p st (p — g) sint adevdrate, atunci si ¢ este adeviiratd. Aceasti pro-
prictate se numeste modus ponens.

Echivalenta logicd. Propozitiile p si q cint echivalente logic, dacd si mumai
dacd p, q sint adevdrate sau sint false simultun.

Se noteazd: ,(non p) V ¢ si (non ¢) V p'; . (p— q) 5i(g— ) .p ¢
¢ citeste: ,,p echivalent cu ¢” sau ,,p dacd si numai dacd ¢“; ,p este conditie
necesard st suficientd pentru g¢*.

Exemplu. (x> 4 si x> 6)«> x> 6, *eR.

Tabela de adevidr corespunzitoare propozitiei compuse # < ¢ este:

p I 7 |n0n,‘)in0nq|p~hq|f1—>f>] (p>q) 2 (g5

1 1 0 0 I 1 1

0 0 1 0 1 0
0 H 1 0 1 0 0
0 0 1 1 1 1 L

Proprictati. Echivalenta este comutativi i asociativi.

Incempatibilitatea. Tncompatililitatea a doud propozitii  §i ¢ se exprimi
puntr-o propozitie care este adevdratd cind cel putin una din ele este falsd
este falsd cind si p si ¢ sint adevirate.
Se noteazd p | q.
Tabela de adevir pentru p | g este:

ﬁl qlﬁ}q

S D =
S = ©
—_ . - O

2.1.3. Expresii in calculul propozifiilor

Propozitiile $, ¢, #... fiind date. cu ajutorul conectorilor logici ~], V.
/.. —, ©, | putem forma diferite asamblaje, care se numesc fermule ale
caleullui cu propozitii sau expresit logice. Ele se noteazid a sau & (p. ¢, 7....),
[4 sau .3 (p. q. J’,...).

Inlocuind in & pe p. ¢. 7,... cu diferite propozitii obtinem: o altd propozitie,
adleviratd sau nu, a cirei valoare de adevir se numeste valoarea expresier a,
obtinutd pentru propozitiile p, ¢, 7.... respective.

Asupra unei expresii logice se pot efectua transformiri logice, cum sint:
transformarea prin inversiune, reciprocitatea, corelatia sau transformarea
ilenticd,




Taula’ogie. O expresie logicd « care se reduce la o propozitie adevirata,
ericare ar i propozitiile p, ¢, 7,... se numeste fautologie.

Unele tautologii se pot lua drept axiom:, adicd drept propozitii adevirate
prin definitie, si cu ajutorul acestor axiome se pot da demonstratii ale unor
teoreme sau leze, folosind anumite reguli sau criterii (de swubstitutie si deductie)
dirire care mentiondm regula de inferenta.

Expresii echivalente. Doud expresii logice z §i 3 se numesc echivalente
daci si numai dacd pentru orice propozitii p, ¢, 7,... cele doud expresii repre-
zimtd propozitii care au aceleasi valori de adevir. ln scris se noteazd « = 3.

Exemplu o = non (pA 4) §i 3 == non p V non ¢ sint expresii logice echi-
valente.

2.1.4. Nojiunea de predicat

Definitie. Se numeste predicat saw propozitic cu variabile un enunt care
depinde de o variabild saw de mai sulte variabile si are proprietatea cd pentri
erice valori date variabilelor se obline o propozitic adevdratd saw o propozitie
falsd.

Predicatele se noteazi # (¥, ¥, z....), ¢ (¥. %, z,...) si pot {i unare (de o
variabild), binare (de doud variabile), ternare (de trei variabile) -etc., varia-
bilele x, v, z,... luind valori in multimi date.

Echivalenta a doud predicate. Predicatele p (v, 3.2,...) §i g (x, 3, 2...) se
numesc echivalente dacd, oricare ar {i ~alorile pe care le iau x, ¥, z,... ia
unul §iacelasi domeniu, propozitiile corespunzétoare au aceleasi valori de adevar.
Scriem p (x. ¥, 2....) = ¢ (%, 3. z,...). Evident, p (%, 3, 2....) < ¢ (%, 3, 2,...) dacd
PUZ, 7 8 )= @ (e Gl ShE0R 96 Ben) =20PU(A 9 £en)s

2.1.5. Cuantificalori

Cuantificatorul existential. Fie p (x), cu x € 3/, un predicat. Dacd existd
(cel putin) un eclement x” € M, astfel incic propozitia p (x) este adevaratd,
atunci scriem 3x p (x), [Hx ) (x) sau (Ix e M) p (x). Simbolul 3 se numeste
cuantificator (\z\!m_lml si se citeste exista‘.

Exemplu. (AxeZ) x> — 1= 0.

Cuantificatorul universal. Fie p (x), cu xe M, un predicat. Dacd o (&)
este o0 propozitie adevaratd pentru orice x € M, atunci scriem Yxd (x), (V&) p (x)
san (Yxe M) p (x). Simbolul V se numeste cuantificator universal §i se citeste
nericare ar fit.

Exemplu. YVxeR | x| = 0.

Proprictatea de comulativitale a cuantificatorilor:

Lo(Va) (Vy) p (2 5) <= (V) (VX) P (x.3) 5

2. (3x) (3y) P (% 3) <= (Fy) (33) p (2 3)

Reguli de negare:
TLEx1p ()] e [(V)T1p (¥)); T1H3#) (I x 3 = (V) (V) 72(% v
TH(Va) p (2)] = H(30) T ()] THH(YR) (V) ) (%, 3)] = [(3x) (3y) 7 1o(x 7))

Exemgle: 1) Propozitia ,,(Jx € Q) x> = 2 este falsd. Negatia ei este pro-
pazitia ,(Vx e Q) x® % 2 si reprezintd o propozitie adevirati.
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2) Este cunoscutd definitia convergentei unui §ir de numere reale citre
un numar a:

,JaeR, YeeR*, INeN. Vu> N, |an —a | < <"
Negatia acestei propozitii este
»YaeR, JzeR;. YNeN, In> N, |ap —a | ="

Astfel se vede clar ¢il pentru a obtine negarea unei propozitii este suficient
«4 inlocnim un cuantificator prin altul sisd transformam concluzia in negatia sa.

2.1.6. Metoda de demonstrafie prin reducere la
absurd

Accastd metodd se bazeazi pe tautologia
(p— q) = (non ¢ — non p),

care ne aratd cd pentru a demonstra ¢i p — ¢, este totuna cu a demonstra
¢4 non g — non p.

2.1.7. Proprietdti fundameniale ale conectorilor
(operatorilor) logici

Oricare ar fi propozitiile p, g, #, ..., avem
1) non (non p) = ¢
2) (P A g9 = (g A p) (comutativitatea conjunctici).
D[P Ag ArI=[p A (g A7) (asociativitatea conjunctiei).
1) (p V q) = (g V p) (comutativitatea disjunctiei).
NPV Vr=pV (¢gV 7) (asociativitatea disjunctiei).
0) [(p—4q) A (g— 1] — (p— ») (transitivitatea implicatiei).
/) nen (p A ¢) = (non p) V (non ¢
non (pV q) =

) legile lui de Morgan
(non p) A (non g)
: . conjunctia este distributivd in
bADV (pA)] } raport cu disjunctia si de ase-

Vi \ oy menea disjunctia este distri-
@ yaade ) butizd in raport cu conjunctia.

8) [P AlgV 7]
[PV (g AN

il

2.2. Multimi

Moduri de definire a multimidor. Multimile se definesc fie prin indicarea
¢lementelor lor (de pildd {0, 1. 3} sau {x 3, =z}), fie prin specificarex
unel proprietati caracteristice a elementelor lor (de exemplu {xeR | x* —

v + 2 = 0}.

Multimile se noteaza cu litere mari: 4, B, C, ..., X, Y. Z, iar elementele
lor cu litere mici: a, b, ¢,...

| partenenta unui element la o muld{ime. Daci un element a apartine unei
mulfimi A4, aceasta se noteazd a € 4 si se citeste ,a apartine lui 4.
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Excmplu. Dacd M = {a, b, ¢c. v, x. y, 2}, atunci putem scrie aelM. De
asemenea 4 € N.

Negatia acestei relatii, neapartenenta lui b la multimea B, se scrie b & B.

€ N.

¥

De pildd

19 |

Multimea vidd este multimea care nu are nici un element. Se noteazi (.
Egalitatea multimilor 4 §i B: (4 = B)<« (Yred=>x€e B) si (Vye B=
=yed).

e

Exemple. {1, 2, 4, 8} = {n €N | neste divizor natural al lui 8§} ; {1, 7, 3} =
03,47}

Proprietitile egalitdtii: 1. ¥4, A = 4 (reflexivitatea)

2. (4 = B)= (B = A4) (simetria)

5.(4=B si B=C)= (4 =C) (tranzitivitatea)

Incluziunea multimii A in multimea B: (4 < B) <« (YVxe d) = (x€ B).
Multimea 4 se numeste o parfe sau o submultime a lui B.

Exemplu. {12} = +{1, 2,/ 3}.

Proprietdtile incluziunit. 1. V4, A < 4 (reflexivitatea)

2. {d< B) si (B< 4)= (4 = B) (antisimetria)

3. (1 <« B si Bc C)=> (A4 < C) (tranzitivitatea)

ESVA s A,

Kelatia de neincluziune se noteazi 4 & B si se citeste .4 nu e o parte
a lui B,

Reuniunea multimilor A si B: 4 U B = {z# |xed sau x € B}.

Eampin: {1 2530 U2, 3, 4y = 1.2, 13, 4%

Proprietatile veuniunii: 1. Y4, B: AU B= B U 4 (comutativitatea)

2. ¥4, B, C:-(4U BYu C=4 U (BU C) (asociativitatea)

3, YA 10 4 =4 [idempotenta)

4 V4, AU P =4

S, ¥Yid. BE: A <4y B B4y B

Intersectia multimilor 4 §i B: 4 N B= {x}xe 4 ¢i xe B}.

Eeniple- 11,02, 030 [t 2, =L 24

Proprietdtile infersectiei: 1. VA4, B: A N B= B n A (comutativitatea)
V4, B, C: (A n B)n C=4n (Bn C) (asociativitatea)
V4, 4 N 4 =4 (idempectenta)
Vd, oA 0 TF=O

N4 B 4 0 BieTA, A B B,

6. V4, B, C: (4 U B)nC=(4n C) Yy (Bn C) (distributivitatea
intersectiei fatii de reuniune)

7.¥4, B, C:(4n B uUuC={4 U C)n (B Y C) (distributivitatea reuni-
unii fata de intersectie)

8. V4, B: 4n (A uUuB)=4 44 (4 n Bj=4A (absorbtia)

okt W



Multimile 4 si B care nu au nici un clement comun se numesc di:jiocte.
'enten ele avem A N B = (7).

Exemplu. Multimile 4 =[1, 2] si B = [3, 4] sint disjuncte.
Diferenta multimilor 4 i B: A\ B = {~ | xe d si x € B}.
Lxemplu: {1, 2, 3}\{2, ek =01 3}
Proprietatile diferengeiz 1. YA ; AN A = SO
. VA, B Ca(ANIB) A C. (4n GI B='(4.n C)N (B G
. YA, By ANCB =4 SO (A NEB)
4V A B A= B AN B,
Diferenta simetricd a multimiler 4 i B: A A B = (d\ B) U (BN )
Exemplu: Pentru A4 = {1,.2, 3} siB = {l, 4, 5},;avem 4 A B={2, 3§,
51
Proprictatile diferenter simetrice: 1. YA, A A A4 = @.
. ¥4, B, 4 AB=BA 4 (comutativitatea).
. YA, A A@ —QPAA=A
4. v4, B {({AB)AC=AN(BAC) (asociativitatea).
V~Ib' 4n(BAc) (AABA(4n C).
A8 -!AB =4 U.B\ (4 1 B).

Complementara unei multimi .4 in raport cu multimea £ (A fiind o parte
i £, adicd A < kY

= {x|7eE §i x & 4}.
Exomplus E = {1,2,3, 4}, A= {1,3}); Cpd = {2, 4}.
Proprietdti: (¥4, B < E): 1. Cg(Cgd) = 4 {principiul reciprocitéitii)

CpAd = E 2\ 4 5.40 CFI = E (principiul excluderii ter-
Ce)) = E tiului)
4. CpE ='0j. 6. 4 n Cgd = & (principiul necontradictici)

7. 4 ¢ BeCrB < Cpd
Formulele lui de Morgan (Y4, B < E)
g(A U B)=Cgd  CegB; Cg(4 A B) =Cgd U CgB.
non (pY gd=non p A non ¢; non(p A ¢g) =non p '/ non q.
Produsul cartezian a dond mulfimi A4 si B:
A4 3 B {(a,b)lae A 5i be B}

Exemplic. - $102% 2400 3 e== L1201, 0 (1 3V (251050 (2, 5}
Proprietitile produsului cartezian (V4. B, C. D avem): L A4 % B #
B A, dack 4 %-B, ¥4. B, C;, D avem
(4 x B) U (4 x C) =4:x (Bl C)
(4 Yy B) 2 C=(d4 ()u(BvC)
(4 n0B)*xC= (.~l x Q€N (B
(A nB) XAC N D)= (4 x C) n n D)
Vultimi echipotente. Multimile 4 si B se numesc echipotente dacd existd
Lijectie de la A°la B.
Exemplu: 4 = {1, 2, 3} si B = {a, b, ¢} sint mulfimi echipetente.
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Multimea N si multimea numerclor pare sint multimii echipotente.

" Multime finitd. Fie E o multime. Accasta se numeste finitd daci E =
san dacil existd n € N, astfel incit E este echipotentd cu multimea {1, 2, ..., n}

Mulfimea infinita. O multime E se numeste infinitd dacd ea nu este finitd
Exemple de multimi infinite sint: N, Z, Q, R.

Multime numdrabild. Fie I ¢ multime. Aceasta se numeste numdrabild
dacd este echipotentd cu N. Exemplu: Multimea numerelor rationale.

Multime cel mult numdrabild. O multime £ se numeste cel mult numié-
rabild dacd este {initd sau numdirakbild.

Cardinalul unei multimi. Fie E o multime. Se numeste cardinalul acestei
multimi un simbol asociat ei, notat | E| sau card E, astfel incit | E| = | F |
daca si numaidacd £ este echipotentd cu J7; cardinalul multimei vide se noteaza
cu 0, cardinalul multimei {1, 2, ..., #}, cu ne N, se noteazi cu =, iar cardi-
nalul multimei N se noteazi cu 8, (alef zero).

Muitirnea tuturor pdrtilor unei multimi I, notata P(Z). Daci:

=07, atnaliBIEN= T Ceard C PR =1 — 28

E = {a}, atunci P(E) = f@, {att) eardiVP(E)i=2 =21}
= {a,, a,}, atunci P(E {@ fanl i daslotia gl R caradn P EIN=N — 22

E = {a,, ay...., an}, P(E) = {@ {a}. {as}, o {an}, {ay, al}.....

it dor st a,.}}, card P(E) = 2"

Multimea P(E) impreund cu intersectia si difcrenta simetrici formeazé
un inel.

Teoremd. 1. Fie A si B doud multimi finite. Atunci |4 Y B| = |A |+
+|Bl—14n B

2. Fie 4, B si C trei multimi {inite. Atunci

JAUBUC ={4 b+ |8 fal =140 B [ 5n o =
—lcnal+|4nBncl

i
!

2.3. Relatii binare

Relatie binard pe o multime. Fie 3 o multime nevidd. Se numecste relatic
binar@a R pe M o parte a produsului cartezian M x M.

Dacéd xe M este in relatia R cu ye M. atunci scriem xRy sau (x, y)e R.
Deci o relatie binard se referd la perechile de elemente din M.

Exemple Relatia ,, <" pe R; relatia ,divide" pe Z; rclatia de paralelism
pe multimea dreptelor din R?; relatia ,.e“; relatia ,,c“ sint relatii binare.
Proprietiti ale relatiilor binare pe o multime:

1. Relatia bi.ard R pe multimea M se numeste reflexivd daci Yae M
avem aRa.

2. Relatia binard R pe multim=a M se numeste simetricd dacd, Va, be M,
eRb implici bRa.

3. Relatia binard R pe multimea .M se numeste anéisimetricd dacd Va, belM,
aRb i bRa implici a = b.

4. Relatia binard R pe multimea M se.numeste tranzitivd daci, Va, b, ceM,
aRb si bR¢ implici aRc.
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Graficul unei relatii R definitd pe M. Se numeste graficul relagiei R defi-
ultih pe M multimea G = {(#, ») | xRy}.

Relatie de echivalentd. O relatie binard R definiti pe o multime nevidd M
0 numeste relatie de echivalentd dach ea este reflexivd, simetricd si tranzitivi.

Exemple. 1) Fie N multimea numerelor naturale si numirul 3 fixat, Pe N
tabilim urmdtoarea relatie R: a si b din N sint in relatia R, dacid a si b
Impirtite Ia 3 dau acelasi rest.

Scricm a = b (modulo 3); de pildd 4 = 1 (modulo 3). Aceastd relatie este o
telafie de echivalentd.

2) Fie Z multimea intregilor (rationali). Pe Z stabilim urmdtoarea relatie R':
# 3 b sint in relatia R’ dacd Jk=Z, astfel incit @ — b = 2% + 1, Relatia
" nu este o relatie de echivalentd fiindcd, desi este simetricld, ea nu are
proprictatea de reflexivitate si cea de tranzitivitate.

Clase de echivalentd, Fie M o multime nevidi, R o relatie de echivalentd
pe M si @ un element fixat din M. Se numeste clasd de echivalend cores-
punzitoare elementului @ multimea Cp = {xe M | xRa}.

In exemplul 1) clasele de echivalentd sint - urmitoarele trei multimis

0 = {0,346, 5.}

~

1={1, 4,7, 10,..}

S
T2 SRR 1

Dovd clase de echivalentd Cq4 $i Cp sau coincid (cind aRb) sau sint dis-
juncte.

Vultimea cft. Fie M ¢ multime nevidd si R o relatie de echivalentd pe M.
o numeste multime cft a lui M in raport cu relatia R si se noteazi M/R
mulfimea claselor de echivalentil.

. . b N I, |
In exemplu 1) multimea cit este {0, 1, 2},
lilatie de ordine. Tie M o multime nevidd; se nuwmeste relatie de ordine

po Moo relatie binard care este reflexivd, anlisimetricd si tranzitivd.
8¢ noteazi ,<' sau ,<“.

Ivemple: 1) Relatia cunoscutdi de ordine naturald ,<“ peZ, N, O si R
#ate o relatie de ordine.

’) Relatia ,,|“ (divide) pe N este o relatie de ordine.

i) Relatia de incluziune ,,c“ pe multimea pédrtilor unei multimi este o
telatie de ordine.

Ielatie de ordine totald. Fie M o multime nevidi si,,<* o relatie de ordiné
po ML Aceastd relatie de ordine se numeste relafie de ordine tolald daci oricare
donn clemente ale lul M sint comparabile, adicdl Va, be M avem sau a< b
M L=< a.

Multimea M inzestratd cu o relatie de ordine totali se numeste multime
fotal ordonatad.

lixemple. 1) Relatia de ordine naturald ,, <" pe Z, N, O si R este o relatie
e ordine totald.

') Relatia de divizibilitate pe N nu este o relatie de ordine totald, ci de
vrdine partiald (fiindcd existd perechi de elemente din N, de pilda 3 si 7, care
wuen comparabile (3 nu divide pe 7 si 7 nu divide pe 3).
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Relatie de buni ordonare. Fie M o multime nevidd. O velatic de ordine pe M

se numeste relatie de bund crdonare dacd orvice parte nevidd & lui M are ws

cel

R g : ¥ ; & ;
mai e element. Multimea M, cie aceastd velatie de bund ordonare, se ric

bine wrdonata.

O relatie de bund ordonare pe M este o relatie de ordine totald pe M

Exemnplie. Multimea N, cu relatia de ordine naturald ,, <", este bine ordonati

Multimile O si R, cu aceeasi 1elatie de ordine, ,, <", nu mai sint bine ordonate.

2.4. Operatii cu numere reale

2.4.1. Puteri naturale ale numereloy rveale

Vit g 1! .
1) (+aj* Fal 2y s g (i]" Tl
D) [ =u)i" = 4 a8, b
] l m
3 (=0 )PP = g iBtL] R (—-—) a™™, a0
’ am a :
m., .0 __ m+n
4) a™-a® =a . 9) (@™ = a™" = (a®".
AR gl = gieT ok () 10) ad =1, a# 0.
G) a™. = (a. S, 1) 0% =0, n # 0, ne N,

Puterile numerclor reale se extind atit pentru exponenti rationali pozitiv.

sau negativi, cit si pentru exponenti reali, puterile reale fiind definite cu aju;
torul sirurilor de puteri rationale. Aceste puteri au proprietafi identice cu cele

nat
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urale.

2.4.2. Identitali fundamentale

Qricarear 0 9,3, @b, ¢ d, By vinsibyi . B RUSE 52€ N, avem:

1) a® — b® = (@ — b) (@ b); dab = (a -+ &) — (a — b)?

2) (a® 4 b®) (22 L 32) = (ax — br)? 4 (bx - ay)?

3) (a2 b B2k G2k d?) (x4 3%k 2 1Y) = (ax — by — oz — dl) +

(bx -+ ay — dz - ¢t)® + (cx +— dy -+ az — bt)* 4+ (dx — cy -+ bz + at)?
@ £ 6% = (a =) (a® F ab -~ b?)

— Jxyz = (x + y 4 2){x® 4= ¥® o+ of

7 ta?

(v + 3 F3)x =y + (¥ — 2+ (2 = 2]

IJI—-3 o
o
|
-
)
ty
@

6) 59k 48+ P = (x4 y+ 2P = 3(x ) (¥ +2) (24 7)

7) at — 1Y~ (a — b) (@ - b) (a® = &Y

8) ad - b — (a® + b2 — ab [2) (a® - L* - abyJ2)

9) a® — & = (a — b) (a® + a%h -+ a*?* - abd - bY) '
10) a® - b5 = (a - b) (@t — a®b -- a*h® — ab’ - bi)
1) (l+-a)(l +a*+a%)=1+a-+a*+ad+ at + af
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12) a® 4 8% = (a® — 2ab?)® -+ (b® — 2a*}* (G. de Racquigny — Adanson j.
15) % a® — 4% — (@ — b) (a1 = a2 - ... - ab"-2 + pA-1)

[4) it — B3 = (a% — B?) (a20-2 L q2n-1p L .. L gen-4 o pin-2)

19) @+l g0+ = (g L B) (a2 — @2P-1p = ... — qbdn-1 .1 pin)

16) (14 a+a?+ ...+ a% (1 4 a®l) = 1 L a4 a2 L .., - @¥h+l

1) (1 a) (1 + a%) (1 + a*) ... (1 + G ol g ol e G

18) (¥ + a) (32 + a%) (14 + a9 oo (PP g0t = 7o T

19) (¥* — ax 4 a?) (x4 — a%4% + a¥) ... (,r'-’" — oA L gt =
(a1 T a4 22

‘w2 -\ ax + a%

J0) Identitatea lui Lagrange:

" n n 2 n
(‘\ ; u?) (E I)'i':) o (2 “ibi) = E ((l,;bj —_ ajbi)g, a;, b5eR, i, j = )TT’&
el

pe=l i=1 el
I 1 1 1 1 1 1
) 1 — — —_—— — ...+ —_———=
2+3 4 2n — -1 2n n+l+n+2+
1
| b = (E. Catalan).
R

12) (1 - 22041 L DY) ([ 4 228N 20D | L 29052 fuyifeuille )
T 2N (asb
2.4.3. Radicali. Proprietdfi** & +dsl DLl
~ 1 o:a-& 7—0}£" a\éz-# &14
1} nSla=a" {a > 0).
m\ : 2y lon-t (3
2) \/‘ ~a ™ (@>0). a &34 30(‘4+3a~f3*¢
m‘/,—

i 1
a e
i e

a)"=a (az0)
1) "™Ja-"Jb="Jab (a, b= 0).

[ -2
a a

6 MJa- m\/g-m\/; = ™Jabe (a,b, ¢z 0).

* Identitatile de la 13), 14}, 15) ne aratd cd- a* — b™ este un mulliplu de a —0b, cd
SO L | pantl este multiplu do @ + b, respectiv cd a2P — b2P este multiplu de a2 — b2, ge=
sullute foarte utile in aplicatii.

** Indicii radicalilor s= considerd numere natwrale, mai mari decit 2 sau egale 2,

| "
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F

g o
7 ™Ja:"o = l/i (@=0, b>0).

8) ”R/F-"«/? = M Jamin (g = 0).
9) Ja: .,/a = ™" ’a" ™ - Aa =0)

10) "\//a”"* =G a ),

.
T PN L g R SR

12) "™ fgme =" faP (a3 0).

13)  ™JaP <R =" Joen @m  (a, 5> 0).

14) m«/":/—a; =" PTE . e O)

15)  ™yfaP (0T = PR apn pmd (050, b > 0).

16) JJa?=|a| (ae R). ;
b e .

15 (AL /g

= — gtent) — 3 5 0),

PPt g (6=0%

19)  Ja - b = \u«ko%..\ab (a,b,>,0).

20) WA £ yB=\dF ORI 02 daci si numai
1B =_C%

daci

21)  Cantitatea sau expresia conj’ng:rati lui JF s \/5- este ‘]E- F \/F

22)  Cantitatca sau expresia conjugati Iui va SRV '-é_étt?.\:’/a".ql

N

2.5. Ecuatii si inecuafii de gradul intii
2.5.1. Ecuatii de gradul inlli sau ecuafii afine

ax'+b=0, aeR, ¥ beR,

-Fie § mulfimea de solutii a acestei ccuatii.

36

b 5
Daci: 1) a# 0; #= — — (solutie unici). S= {_ .IL}.
a a

2) a=0 si b+ 0, ccuatia nu are solutii. S = @.

3) a =0 si'db=0, orice numiir real » este <01utxc a ccuatiei afint
date; S = R.

Semnul functict afine: f:R— R, f(+) = a¥ + b,
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/(x) ' semn contrar lul a 0 acelasi semn cu a
Craficul functiei afine este o linie dreaptd.

2.5.2. Inecuafii de gradul intii sau inecualii afine
Casul 1. ax b >0, a, », b= R. Fie S mulfimea solutiilor.

Dacii: 1) ¢ >0, S:(___Zl, +00)

a

b

2Q)a<0, S=|—w, ——
a

3)a=0, b>0, S=R
)a=0 b<0, S=@,

Cazul 2. ax +-b <0, a, x, be R,

Dacl: 1) e > 0, S=[—oo, ——b-]
a

2)41\/\0, S=[_—b—’ +w] :
a
R

3 g= 0 b0 S—
4) a=05>08S=0)

Iuecuatiile ax 4+ b < 0 si ax + b = 0 se reduc la cele doud cazuri (prim
fumiultirca inecunatiei respective cu — 1 si schimlarea sensului inegalitatilor).
! P ? g t

2 5.3, Modulul unwui numdr real %
—wx dack << 0
el 0 daci x=10
x daci 2 > 0.

Proprietdti:s YV, y€ R avem:

) |x]=0; zl=0==0; Ul |xl'= % signum .
)| — x| =2l 20 &= |z | signum %

II

) 2] = |yle(#=9 sau = — ).
) |*| Kae —a< x<a,co ae Ry,
S —~|x]l<xz< |2l

O |lr+y|<lxl+ 1yl




Nlzx—yl<slx|+ ]yl

lxl =1yl ]a—yl

9glzl=lyllslatylglal+ ]yl
10) fxy|=|x]]y]
| ;
e hEY (y % 0)
y 2
Ecuatii si inecuatii fundamentale, care confin modulul
1) |x—a| =05, (a,b, xe R, S= multimea solutiilor)
b s
b < (%]
b=0 {a}
b >0 {a —b; a+ b}

2 |x=a)>b

b s
b0 R
3 b= 0 R\ {a}
b>0 (—o00,a—=0)U (a+0b, + o)
3) ]x—n.l(b
b S
b<0 (%) >
=0 (%]
b >0 (@ —b; a-+b)

2.6. Numere complexe

Definitie. Se numeste numdr complex orice element z = (a, b) al multimi
R X R= {(a, b) | a, be R}, inzestrate cu doud operatii algebrice, adunarca
Vz={a,b), ¥2'= (a’, b)e R X R, 2+ 2' i = {a+ a, b +:D) si inmulfirea
Yz= (a,0)e R x R, Vi = (a’b)eR x R, 2= (aa’ — bb, ab’ -+ a’b)
Multimea numerelor complexe se noteazi cu C si este un corp comutativ *

2.6.1. Forma algebricd a numerelor complexe

z=a- b, cu a= (a, 0), b= (b, 0y Si ' — (O_ 1), respectiv 2 = — 1
Egalitatea a doud numere complexe z si 2”:
a+1ib=a" -+ ibe>a=a" sib=10.

* A se vedea paragraful cu ,,Structuri algebrice*
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Adunarea numeretot complexe are proprietitile: este asociativi, comu-
fativi, admite ca element nentru pe 0 si orice numir complex @ -~ b admite
Wi Opus - 4 — b,

Iumultirea numerclor complexe are proprietitile: este asociativil, comu-
fulivi, admite ca element neutru pe 1, orice numir complex (@ - b)) nenul

. : a b : et
admite un invers f(a 4 bi)' = ——— — ————— 1f; este distributivi
a% < p? a® - b2

fnjh de adunare: 2(2/ 4 2°) = 22’ + 22, Yz, 2/, "€ C.

Pulerile numdrului-i:

VmeN; A 1, gdm+i — i, ¢imER . 1, 3m+3 — 4,

Nimere complexe conjugate. Daclt = = a -- ib, atunci numirul a — 1b se

nueste conjugatul lui z §i se noteazid cu a — ib = a - ib = 3. Au loc urmi-
fiicle proprietatis

Y, eC:
1) 3=72a 3) 23 = a® L+ U = (a + ib) (a — 1b)
2) 2 — 3 = 2bi el
) ik y="2+%2 7) 2 = (3"
1) 5 =3.% 8) (z— ==.

Modulul vnui numdr complex
VZeC.|2I==\E sau ]:|=Jrz=+62

Avem apoi:

) lal=1351; 2 lz+#l<lal+17]
) 12— 1%l <letal<lel+]2]
e R A T L e R I

J0.2 Forma  trigonometricd a numerelor complexe
¥ b (vos i i sin %), unde ¥ = | 2|, iar unghiul & [0, 27) este solutia ecua-
Jiler trigonometrice 7 cos # = a §i v sin © = b.

— 57
Fvemplu: Dach z= — 1 —4, atunci |z|=42, u= =0
4

SNy

I
.q\].' nn‘._r_«}—isin_s_"_ .
4 4




2.6.3. Formula lui DMoivre

VueR 51 YneN, (cosu - isinu)? = cos (nu) + ¢ sin (nu).
Consecinge ale formulei 1ui Moivre

€0s n1t = cos® u — C2 cos™2 u sin® u - Cicos® 4w sintu — ...

sin i = CLcos™ ! u sin u — C3cos? B u sindu - ...
o Cltgu — Citgdu+ C3tgdu ~ ...
r 1 — C2tg*u+ Citglu —..
2.6.4. Extragerea rdddcinii de ordinul n dintr-un

numdyr complex z=r(cosu -1 sinu)

- 0 2k L. -2k
("\E)k =" [cos——— -~ 7 sin — N ke=40,1, 23, =0k

n n
2k 2k
I\"ﬁ)k =coY -+ ¢ sin s # =10 20 e
n n
— 2k - 1 2k -
(”‘/—- l)k £ COS ————ur 4 1 8 —————, B=10, 1, 2, w1, B — 1¥%
7 7

/ o)

5 < (| 0 )

Exemple. 1) Pentru =3 si 2= 1 (r= 1 5i u=0) ridicinile cubice

—1+iy3

complexe ale unititii sint g, = 1, €, =7, g =7°, unde j=

2
ol et " ; A ! ST ; i
ji= ————* Afixcle g, ¢ §i g, corespund virfurilor unui triunghi echi-
lateral, inscris intr-un cerc de razid 1.
- /2
2y Pentru s=2 5 .7=i(r SR R T) avem z; = ——"—2— 1+ 1),
) = ———"2.-‘ (1 ! i)'

2.6.5. Forma exponenfiald a numerelor complexe

ot = ¢y’ el'(ﬂ+ﬂr;;

e Pentru simplicitate, o continuare, notim (PJT ) = ez

** Pentru acelagi argument, notdm (™ —1)z = ag.

Aan



i{% + 257
1) (n«,/":)k = "J»'_-e Ll 0,1, .is,20 =1,
Lormulele lui Euler.
cos % i sin #; e = cos u — i sin %,

4"":

2.6.6. Ecuatia binomd

" —4 =0, 4eC, A= p(cosg + isinp)
vy =AYt op, k=0 n—1, AeR, 4 <0;

vy =AU k=0, n— 1, AeR, 4>0;
], k=0, n—1, Ae C\ R;

1

it e
I —iz
11 ecuatie in raport cuz, gasim zx = tg(

— + 2k Loal + 2kn
Y ,»».”"/_o costp 31 sm?——.—
n 7
4 A LGSR T BN . T gttt
Lxemplu, Si se rezolve ecuatia T = i. Deoarecei = COSE+1 Sin—
— iz
14 iz 2k 2k A
ke iy +_r: + 1sin it + L Rezolvind aceastd
2n n 2n n
T kr :
— 4 — . 2=0,1,.., (n—1).
n

i 4n
2.7. Ecuatii si inecuatii de gradul al Il-lea

2.7.1. Ecuatii de gradul al doilea
a# 0.

axt--bx +~¢c=0, a,b, ceR,

Formule de vezolvare.
=b= ‘\/A . A=
e ()

bRl A
T BRI e 2t

LB 2a
SHEANE SV A s A=
A 3

a
Formulele lui Frangois Viete.
. 45,0

XX, = —-

a

"1+x2=_'—’
a
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Discutia naturii si semnului vdddcinilor th fuietie de semnele lui A = 1* —
—~ dac, P'= %%, 5.'S—= %+ %,

A B l «f Natura gi semnul radicinilor
A<O — Tl 2 Riddcini complexe
A=0 — — Ridicini reale si egale
B0 8 =0 Ridicini reale pozitive
P>0 S<0 Radacini reale negatize
P S>>0 Ridicini reale si de semnc contrare; «oea
A>0 4 poritivi este mai mare decit. valoarea
4 ) absolutd a celei negative
P () S} Ridicini reale si de semne contrare. Cea
negativd este mai mare in valoarea absoluti.
Rididcinile ecnatici a® - px L g=0, p, geR, exprimate cu ajuterul

functiilor trigonometrice:

. P 4q
:\1,22:—-—2'[13‘:V1—.[’2]

"Relatia de definire
A q a lui ¢ %1 X

A>0 <0 tgq):A%l—Z- 3«/3'@% ——-E\/:—acofg—?—

247 0 L = ®
A>0 g>0 sinzp:——l—%—qr —5\/‘1"13: —c4g rLotg —

| | — —
cosp = ”I—qul_ J7 -et? Vg - eie

V'
=

A<O0 q

€ = signum »
Formule utile in studiul ecuatiei de gradul al I1-lea:
%+ 2% = (% + %) — 2% % =S —-2P
23+ 23 = (3] + %) — 3 x.(% 4 4,)=S3 —3SP

L
bt xd = (a3 L a2)¥ — 24343 = S — 48P L2t

2

Semnul functict f: R — R,f(,r) =ax® +bx~-¢,a,b ceR
A>0:a#k0, 7, <2

x | — % £ + o

I (%) I Semnul lui @ 0  Semn contrar Iui @ 0 Semnul lui @
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] —~ o AR

/ (\)] Semnul Iui @ 0 Semnul lui a

/() [ Semnul Iui a
- [
(oraficul functies f: R— R, f(x) = ax® 4 bx + ¢. a # 0, este o parabold.
Deccompunerea frinomului f (%) = ax®* + bx + ¢
a, b. ceR, a#0, x si x, fiind ridicinile trinomului
A0, 7(x) =a(x — x) (x — x,).
A=0; f(#) = alz — %)%
A <2 0, f (#) este ireductibil (indecompozabil) pe R, f (x) = as? + bx + ¢.
Conslruivea unei ecuatii de gradul al I1-lea cind se cunosc suma si produsul
rdddeinilor ei: .
#2—Sx+ P=0,cu S=x + x5 P=xr.
Conditii necesare $i suficiente pentrn ca numerele veale date o 5i B <d fie tn
mite relatii cu vdddcinile x; si x, ale ecuatiei de gradul al doilea:
f¥)=ax*+bx+¢c=0, a,b,ceR, a#0

Lectin, pentru ca f (%) @ pdstreze un semn constant ¥z, xe R.

f

iy, ort, Relatii intre x,, x5, x $i B Conditii necesare si suficiente

e<y <B< A
| sau 1°, fla)-f(B) <O.

Hn<a<tH<p

a<nsx5np<f§

P.oa<——-
2a
b

F.p>— —

22"
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Nr. ert. Relatii intre #; x,, a2 51 Conditii necesare si suficiente
1° af{z) < 0
2% af(B) <0, ceea ce atrage dupl
sine A >0
<] e < i< o, sail
1% f(:() f(?,) >0
2%, af (o) + af(E) < 0.
4 2 < o< X af(z) < 0.
1% A =00]
ML 2°% af(z) > 0.
5 o< X < X f
b
Y.L — —
2a
Al
2° af(a) >0
6 Hn< 2y <a
P b
3 — < @
2a
15, A =i
i f{x) =0, ¥, 2e R
2% a>0
= RNl
8 f(x) <0, V¥, xe R
2% daenit

Teorvemd. Ecuatiile ax’ + bx 4-¢c=0 si

a'x® = bx -~ =0,

a, b e,

a’,V,c’eR, aa’ # 0, au cel putin o ridicind comund daci si numai dacd:

44
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Qs ‘g by

= 0 sau (ac" — a’c)® — (al’ — a’b) (be’ — b'c) = O.

GoE e A




Teoremd. Doud ecnatii de gradul al doilea ax® -~ bx +

=0 si a’2? +

b'x - ¢ = 0 au aceleasi raddcini dacd si numai dacii au coeficientii pro-

portionalit a@ = ma’, b = mb’, ¢ = mc’, me R*

Observatie. Rezolvarea ecuatiei bxpdtmte ax*® 4- bxt 5 ¢ =0, YneN, n 22

lvarea a doud ecuatii binome de forma a7 = 3, ¥" = ¥,

2.7.2. Inecuapii

= ¥, se reduce la rezolvarea unei ccpatii de gradul al doilea in ¥, anume ay’ + by +e¢

2, prm substntuha
0,51

fundamentale, de gradul al 1I-lca
1) bx+¢>0, a,b ceR, a#0, S= multimea sdlutiilor:
57 3 3
A0 a >0 {— 0, 2) U (%, -+ c0)
A>0 a0 [ )
LG
A=0 a >0 R {Il}
A=0 a =0 @
A<@ a 0 R
A<0 a<D )
2) ai® = by -2 0, a, b, ce R, a#0, S= multimea solutiilor:
A a S
A>0 a >0 {(— oo, %] U [%, + o)
A>0 a <0 £ %yl
A=10 a0 R
A= ai=0 {x;
S a >0 R
A\ 0 a <0 %)
Inecuatiile @a? -+ bx 4 ¢ << 0 siax® - bx <+ ¢ < 0 se reduc la cazurile
precedente (prin inmultirca cu — 1 st lumbarcu sensului acestor inegalitdti)
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2.8. Ecuatii algebrice de gradul III, IV si V

2.8.1. Rezolvarea ecuafiei de gradul al tretlea

Metoda lui Cardan. Ecuatia ax3 4 bx® +cx +d=0,a,b,¢c,deR, a # 0,

. T b il
prin substitutia x =y — —, capitdi forma canonicd
L 3a-

(1
P+ py+¢=0 cu p=——
4 ‘dat st L BlAe 1

Dacd notim
B o~V - TE 6

atunci ridicinile ecuatiei (1) sint

.yl=P+Q-
e I QI S O
e e A S
£ P=0 =
, NG et WERI S
S A LT
Exemplu. y3 —6y+6=0; p= —6, q=6;[.:_) +(_7_] 2 SR
3 %) &
+9=1
Pt e Al J A
Deci

w= ~Z - Vi

— (WD

W

(Vi-+2);

-
|

(Vi - ¥2).

1
LS g \ A3/ .
Y= (V2 +V3) —i-
’ g 23 7\2 ey - w
Obseryafie. Numarul D = (—— + (—;) se numeste discriminantul ecuafies (1),
3

Daci D < 0, atunci ecua.tia.“(l).are toate rddicinile reale si distincte.
Daci D == 0, atunci ecuatia (1) are toate rddécinile reale, dintre care doui

confundate (egale).
Daci D > 0, atunci ecuatia (1) are o singurd rddicind reald si doud com-

plexe conjugate.
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in cazul D < 0, cele trei ridicini reale au ferme complexe si este mai
indicat i se foloseascd alte metode de rezolvare, de pildda cea care utilizeazi
functiile trigonometrice.

Metoda de rezolvare a ecuatier ¥ + py + q = 0, bazatd pe folosirea func-
titlor trigonometrice.

Cazul 1. D-<.0 (p < 0). Daci « este definit de cos ¢ = ——————,

atunci

=2 /‘-——“Osﬁ; Yo — ZV———COS(~—i——]

3 3}
Ekemﬁlu."y — 24y —32=0; p=—21~1; g= —32, D= (—8)3+
(= 160 Ve 2560512 = — 2867 008 B =——in &= oot G
. 2 P
b S5

v, = 44]2€08 —* 3y, = — 4./2 — = — 4,
1 \/_CC‘q 2’ Y2 > cOs 2 Y3

Cazul 2. D = 0 (p < 0). Dacd 9 si @ sint definite de

2 V -
sin 0 = — Y — ﬁ) e e
q 3 2 2
e !
tg ] tgo T s s '
= R SR s
4 2 A
atunci
pri o ? Ll 5 _V p. 1+ iJ3cos29 .
: 3 sin2e O 3 sin 2@

Cazul 3. D >0 (p >0). Daci 0 si @ sint definite de

th=‘—7‘-V(£)3. I8 g S
q 3 2 2

3
6 -—=x i
tgp = tg —')"l —‘<?<—4‘b atunci

y,=-—2V£ +COs 29 ; yn—_v _costh:i:zJ—-
sin 2¢

Cazul 4. D =0 (p < 0).

y,::.'c’.),v..._?; Yo =Va = :EV__%.
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2.82. Ecuafia reciprocd de gradul al treilea
axd4- ba*+br+a=0,a,b,ceR a0
Rezolvarea ei se reduce la aceea a ecuatici

(* £ D[ax*+ (bF a)x + a] = 0.

2.8.3. Rezolvarea ccuatier de gradul al palrulea
Mtaxd -0 cx-d=0, a, b ¢, deR, ¢#0.

Ecuatia se poate scrie:

2 2
% ~'~—£ = L}-— —b |2 —cx — d,
2 i

3

- 2 I Sl x 42
sau, prin adunarca la ambii membri a cantitdfii (x'-" -+ ——) 3= =,

2 2 2
(xz.}.(f_!_i)=[t-z-——b+y]xﬁ+(ﬂ—o)x+——d.
2 2 4 2 B

Alegem pe y astfel ca si partea a dova sd fie un pitrat perfect. Notind

a? Rk ay ),...
cu A42=— —b+y DB*="— —4d,24B =— — ¢ accastd condific se
4 2

scrie 4 - 4282 == (24B)%, ceca ce ne condce la ecuafia rezzivantd
V3 — by + (ac — 4d) y — (d(a® — 4b) + ) = 0.

Dacid y, este o mddcma. a acestei ecuafii, atunci rezolvarea ecuatiei date
se reduce la aceca a ecuatiilor

a ax / 1 ax 4
,1;--{—~—-+j—°=.~1x+B siatd 20 Ax— B
2 2 2 2

Exempli. SLse rezolze ecuatia 43 - 34% — 5x — 3 = 0. Ecuatia fezolva.nti
(avind a = 3b-—()c~—~,(1_.-—_>)s.a{(j,3 3y +2=0, Fiey, = =2

1 . . 1
Atunci 4*= —, B>=4, 24B =2, Deci 4 = —, B = 2; acum avem dé
7 )
> AT F e Y e s T x
rezolvat ecuatiile % - — — 1= — 4+ 2 §i 4* 4+ — — 1= — — — 2 care
2 2 2 2
ne dau
— 14 413 = =S
¥y = )‘j ' gy = ‘)‘\ e (3—1'4:—1
2 2
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8.4, Ecuatia reciprocd de gradul al patvulea

axt £y ex?dbx-a=0, a, b,ceR, a# 0. »#0,

ltezolvarea ei se reduce la aceca a unei ecuatii de gradul al doilea, prin.
; g
titutia ¥y =% + — ¢
X

1 1
u(x"—,!- ——] ib(x—:——)—‘rc:O:;auaﬁ:{:b_v ¢ —2a=0.

% x

2.8.5. Ecuatia bipdtratd
et bt e=0, a, b ceR, a# 0. Cu 2® =y rezulti ecuatia ay® +
by 4 ¢ = 0, deci

—b o b — 4ac
Flean = & V"‘_‘/_'— :

2a

'.8.6. Ecuatia reciprocd de gradul al cincilea

axd+bxt L cad Lt et bxta=0, a,b ceR, a#0.
Itezolvarea ei se reduce la rezolvarea ecuatiei ¥ = 1 = 0 §i a unei ecuatiz
proce de gradul al patrulea.

2.9. Logaritmi

Do finitie. Fie ae Ry, a # 1, si be R} doui nnmere réale. Se numeste
al numdarualui real strict pozitiv b exponentul la cares trebuie ridicat
| @, numit bazd, pentru a obtin® numdirul b.
iritinnl numdrului b in Laza a se noteazd log, b.

logad

Pentru a = 10 obtinem logaritinii zecimali, iar pentrns

{ Y imii natuyali sau neperient.
i1
| 5 logaee>b=¢c(b,¢c>0)
) | 1 = 1
) 10gg 1 'O.
i) logea® = c; log, Zl = — log,sb; logg #°" = 2n loga | #|, # £ 0.

™ 1 5
loga™y/b= — loggb(b >0, me N, m>2)
m
) loggh - logya —= L
log.a

logeh

(Formula de schimbare a bazei logaritmului) logya =
-0 si y > 0=>loggxy = loggx - loggy-.

x
-0 sl y > 0= logg — = loggx — logyy; colcggr = — logg»
3

Lele si forinule maternatice — c¢. 1/ 313 49




10) a > 1 si x€ (0, 1I)=>loggx < 0; a > 151 x> 1= loggy > 0.

11)70 < a < Lsixe(0, Delogery >0:0< ¢ < Lsgix> Vesloggar <08

12) @ > 1 Si D el V= I()ga.l‘ << J0Za ¥} it g | 51 0 <= Y =

2 logax logy,x
13) >0, 920, a>0 >0 a# L b |, 5—-=
logzy  logpy

) >0, a>0, a# 1, ne N*=>loggx = loggn 4™
15) ¥e R, a >0, a# 1= a% = 0%

Operatii cu logaritmi zecimali, 1°. Suma a doi logaritmi: se adund separat
caracteristicile (se adund algebric, Intrucit existd caracteristici pozitive si
caracteristici negative) si separat mantisele (care sint intotdeauna pozitive,
afard de cazul in care intregul logaritm este negativ); apoi cele doud rezultate
se adund algebric.

2°. Scdderea a dot logaritmi: se adunad descizutul cu cologaritmul scézi-
torului.

a0

3°. Inmultirea unui logaritm cu un numdr intrég: cind caracteristica este
pozitiva, inmultirea se face in modul obisnuit; cind caracteristica este negativil
se Inmnlteste separat mantisa si separat caracteristica si se adunid algebric
rezultatele.

a% f;;zfz?r{irea wnwi logaritm printr-un numdr intreg. In cazul cind carac-
teristica este pozitivd, impartirea se {ace obisnuit. In cazul in care este negativil,
se imparte separat mantisa §i separat caracteristica; dacd nu se imparte
exact caracteristica prin numdrul dat, atunci se adaugd caracteristiciiatitea
unitdti negative cite sint necesare pentru a avea un nuurdr divizibil prin impar-
titorul respectiv si, pentru a nu se modifica rezultatul, se adaugd si mantisei
tot atitea unitdti, dar pozitize. .

2.9.1. Ecualii si inecualii logaritmice fundamentale
1) loggx =b, a> 0, a+# 1, beR. Solutia: » = a”

2) loggx > b, beR. Fie S multimea solutiilor. Avem:

a 8
a> 1 {a® -+ o0)
| (0. a®

3) logax < b, beR. Tie S multimea solutiilor. Aveni:

a S
a> 1 (0, &%
0<a-<1 (a% + )
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2.9.2. Ecuapii gi inecuatii exponeniiale fundamentale

1) a2 =8, a> 0, a # 1, b= 0. Solutia x» = logzb eR.

'V a® =b, a> 0, as# 1|, b <0, nu are nici o solutie reald.

i} a® > b. Fie S multimea solutiilor. Avem:

@ b S
a1 o= D (logab, -i- c0)
0 a < b> 0 (— co, loggh)
a > 0
b< 0 R
a ',é 1
I} a® << b. Fie § multimea solutiilor. Avem:
a b S
a> 1 b> 0 (— o0, loggb)
U« a b= 0 (logeb, =+ oc)
i Q0 b 0
i 1 < %)

2.10. Metoda inductiei matematice

101, Axioma de recurentd a lui Peano

I'ie 4 o parte a lui N astfel ca:

I led;

2. (VneN),

ned =>n -+ led. Atunci rezulti 4 =N..

2 10.2. Metoda inductiei matematice

I'ie P(n) o propozitie care depinde de numirul.natural‘n. Dacd aven.

I, P(0) adevirata; y
VneN, P(n) adevirati = P(n -~ 1) adevirati, atunci P(n) este
it pentru orice numdir natural .

5%




In demonstratic prin metoda inductiei matematice (recurentd) poate
apirea in loc de 0, un numir natural ho, dacd in propozifia PP(2) pe care
wrem sd o demonstrdm am cousiderat # = sy,

2.10.3. Varianid & wmetodei inducfiei malematice

Fie P(n) o propozitie care,depinde de numirul natural # = »n, € N. Dacli
avem:

1. P(n,) adeviiratd;

2, (VmeN, ny<m-<k) Plm) adevirati=> P(k) adeviirati, atuncl
P(n) este adevidratd peatru orice numdr natural 2 = 5.

Exemplu. Media aritmetici a # numere pozitive nu este mai mica decit
media Jor geometricd, adicd

YneN, n 2 2 st numercle strict pozitive a;, a,, .., an, avem

Pl et “-“; L HUS K P 1

egalitatca avind loc atunci §i numai atunci cind @ = a, = ... == a,.
Redam demonstratia lui Cauchy:
1. Etapa de verificare: in cazul nostru s, = 2; pentru 22 = 2 inegalitatea
-este adevaratd, intrucit

a; + a, L= e :
! -~ — /ala., =" ( 'al — Na ) > 0, evident; deci
= i For
e —

e SRR S \/,“1“:‘ (2)

Se constatd imediat ¢ (2)-se transformil “in egalitate dacd st numai dacli
oy = -
2) Etupz de demonstrafie. Admitem ¢a relatia (1) este adevdrata pentru

no=25=2 si 54 demaonstrim cit ea este adevidratd $i pentru 2n = "*1 adicl
Ay Gy 4+ v +Gep 9w
: - e e (3)
2n
fn adevir, avem
Gy & g - o + An 4+ Guig oo - Gap-y — Qan S
2y
LA |
Ay + @a < G G @on—q - dan
2 3 2
e - ‘9
n

—

.::‘ \, A ”1"2 o \/asa_,_ BERRY

) —

Ayn—1lan = o N @yty v Qune

<l
o




Cum inegalitatea noastrd este adevidratd pentru 2, urmeazi cd ea este
levrdratd pentru 22 2% ..., 2%, ..., YkeN.
Pentru a ardta cd (1) are loc pentru orice 72, rimine si ardtdim cd (1)
loc pentru orice p care nu e putere a lui 2, p < 2F, In acest scop folosim
utmitorul rezultat:
wDacd p nu este o ﬁuiera a lui 2 §i este wmai mic decit 2%, atunci ZmeN
fel incit p + "= 2%« De aceea vom scrie

ay+an + ... +ap +apy 4 ..apim S pm- /a =
: 145

- Apime
P +m
@y O e il
Alegem apy; = Apig = o = Apipm = — = L
*
\crasta ne permite si scriem
+ .o ta
{ F @3 T e G ———————— S o e pim
P a; -+ ... + ap)’
a1ay . ap | ————
P+ m p
A
"
"
e da L
ay —+ Qg = . T @
B N R e (4}

?

liect (1) are loc pentru orice .
Mai rimine de aritat ci egalitatea in (1) are loc dacd si numai dacid a; =

an-
/ident a; = a, = ... = ap implici egalitate in (1). Pentru a ardta c&
{ a; + ... + ag " 3
——————— = "ya; ... agne conduce la a; = a, = ... = aq este sufi-
n

il a arita* cd a; # a, implicd

a +a; + ... + ap

»

> "\/alaz e dg.

* Adicd noi aritim, de fapt, contrara reciprocei.




: : B i a; + a, —
Tie deci a; # a,, situatie in care avem ———2 > Jaa,.
2

De aceea putem relua (1) sub forma

ay = ay a; — da | : )
L = 4 2 S Uyt v - Opn
ay + s + ... -+ an 2 2 3
g = =
7 7
" 2
n g n AT
= ——) Qg voe Ay > \/(Jalae) 4 ves A == ‘/“x“z“a e R
; &y @y T ers = an A ..
Deci a; # a, ne conduce la —! > ey oty adicd
n
egalitate in (1) are loc dacd §i numai dacd a; = a, = ... = az.

2.11. Progresii aritmetice

Definitie. Se numeste progresie aritmeticd un Sir de numere ay. dy, Uy, vory Opeee
dn cave ficcare teymen, incepind cu a,, se obline din cel precedent prin addugarea
unul numdr constant numit rvatia progresiel.

Se noteazd = ay, Qs ..v, Anuees

Dacd a, este primul termen, ap cel de al n-lea termen (fermenul general
sau fermenul de rang n ), » ratia, n numarul termenilor si S, suma celor u
‘termeni, atunci avem:

ap = ap_y -~ », n > 2 (prin definitie)

an =a; + (n — ) #,.n = 2 (ap in functie de a;, » si n) (1
4 a
Sn=a,+ & + ...+ ap Sp= {6, = n) % sau
2a, + (n — D~
S,,:——“T( ) “n (2}

2

Natura progresiei. Progresia este crescittoare dacd r > 0, descrescitoarc
Jdacd r < 0 si toti termenii sint egali, dacd » = 0.

Termeni echidistanti de extyemi. Intr-o progresie aritmeticd suma termenilor
echidistanti de extremi este egald cu suma termenilor extremi:

ar 4+ ap-p+y = ay + an.

Observajie. Daci numirul termenilor este impar (# = 2m 4 1), atunci existd un termea in mij
loc, @m4y, astfel incit

2am 1 = @ + AGmia
Conditia necesard st sufictentd pentru ca trei suwmere a, b, c. luate in aceastd
ordine, sd formeze o progrvesie aritmelicd este sd avem 2b = a -+ .
nserarea meditlor aritmetice ai, ..., ay, intre doi termeni counsecutivi
a4, aj4; 2i unei progresii aritmetice ay, ..., ap de ratie » se reduce la calcularea
rafiei 7" a progresici aritmetice ay. ay. ..., ap, aj4, de m + 2 termeni. Rezultd
\ a —aj \
Y =r|/(m+ 1) sauyy’ = dn — €3 ]
\ m+ 1
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(M ¥
vomply. S&' se insereze 5 medii aritmetice intre — 3 si 12.

olufie. Fie v’ ratia progresiei ciutate. Numdirul termenilor fiind 2 + 5 = 7,

2 (5 B
e e =
6 6 2
Il progresia cdutati
1 9 1
e = 3 == 2, — 7,—91 12,
2 2 2

' 11.1. Reprezentarea wunei progresii arvitmetice cu n
terment

Il Dacd numdrul termenilor este impar (2 = 2m + 1), a fiind termenul
n mijlee si » ratia, atunci progresia are forma

@ — My coe, @ —F, A, @ =¥, v, @ — HIF.

') Daci numérul termenilor este par (u = 2m), progresia are forma:
(dm - 1), wa =37, a—7, a+7v, a+ 3 ...a+ 2m+ 1), eu

Win oy 27,

Caracterizarea si detevminarea unei progresii aritmetice. O progresie arit-
it este complet caracterizatd dacd cunoastem pe ay, #, 2, ap §i Sp. Aceste
ool numere sint legate prin doud relatii: relatiile (1) si (2). Rezultd cd pentru
determina complet o progresie aritmeticd noud trebuie sd ni se indice 3
¢ tele 5 numere mentionate (sau trei relatii care ‘contine aceste 5 numere),
| incit impreund cu (1) si (2) s& formeze un sistem compatibil din care
Ul pe ay, 7, 1, ag $i Sp.
I vemplu. O progresie aritmeticd are suma termenilor sdi egald cu 222,
Uy = 28, a5 + ag = 34.
“w cere numidrul termenilor sii, primul termen si ratia.
levolvare, Penfru aceastd progresie avem trei relatii date prin enunt,
cele doud din cadrul teoriei, deci cinci ecuatii’ cu cinci necunoscute si
hlema are sens.
I ag -+ (@3 + 47) = 28 si (ay + ») + (az + 5) = 34 gisim a, =8 si
I, Din ay = a; + 2r, deducem a; = 2. Din 2S; = (2a; + (n — L)r)n,
i ccuatia pentru #, 3n® 4+ ni— 444 = 0, cu riddicina naturald » = 12.
gt aqp = 35.
llect pentru aceastd progresie avem

L

' 11.2. Progresii armonice (W. Oughtred)

[ linitie. Se wiumeste progresie armonicd sivul de numere obfinut din vdstur-
i lermenilor unei progresii aritmetice. -

-
So noteazd — ky, By, wves Bpsuee
1 1 18

— 0 iy =) e

X m/'/u. 3
9
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Proprietdti. Fiecare termen al progresiei, in afard de primul (&) 51 ultimul

( 2 |
{(ha), este media armonici a {ermenilor adiacenti | iy = ————— ¥ 4"
‘ 1 1 :
\ By Dkay
2 ar
‘ormula termenulut general:-hy = —————— , cu @; §i ¥ prmul
(n — Day +

termen si ratia progresiei aritmetice din care provine progresia armonicl
respectivza.

2.12. Progresii geometrice :

Definilie. Se numesle progresie geometricd un Siv de numere @y, Ay, «.., An..es i
care fiecave termen, incepind cu a,, Se deduce din cel precedent prin inmultiren
acestuia cu un acelasi numdr q(q # 0) numit ratie.

Se noteard == @y (3atere Bnesss

Daci a, este primul termen, ay cel de al n-lea termen (fermenul general
san termenul de rang, n), ¢ ratia. n numidrul termenilor si S, suma celor p

- termeni, avem:

.

an = q* ap_y, 9 = 2 {prin definitie),
ap=a,*¢*%, n>=2 (an in functie de a;, g si n)
_ el U g
Sn = a; + ay + .- 4+ an, Sn:ail—. Sg = a, - g
g — i—gq
iy = Ay
san Sp o= —1—— rly g ¥ 1 >
1 =g

- Natura progresier:

a, > 0, progresia este crescitoare;

g> 1
@, < 0, progresia este descrescidtoare;
a; > 0. progresia este descrescitoare;
0O<g<1d ™ RFOg i
ay < 0, progrésia cste cresciioare;

g < O progresia este alternatd (orice doi termeni consecutivi sint de semus I

contrare) ;
g = 0, primul termen este a;. ceilaifi sint nuli;
g = 1, toti termenii progresiei sint egali cu primul termen ay.
Termeni echidistanti de extremi. Intr-o progresie geometricd, produsul &
doi termeni echidistanti de extremi este egal cu produsul termenilor extremil
llp 2 “ﬂ-p+1 = [11 *dn-
servafie. Dacd numirul termenilor este impar (2 = 2m , atunci existd un termen la niljs
05 tie, Daci arul t il te impar { 2m + 1), at td un t la il
loc, amyy, astfel incit

2
2m+] = Q1 2am+

Conditia necesard si suficientd cuw trei numere a, b, ¢, luate in aceastd ordine,
5d formeze 0 progresie geometricd este sd avemn b® = ac.

56
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Inseravea wmediilor geometrice ay, ds. ..., a, intre doi termeni conseCutivk
j. @y, ai unei progresii geometrice a,. a,, .... ap de ratie ¢ se reduce la cal-
nlarea ratiei ¢° a progresiei geometrice aj, @y, v.., Gms A44q Cu Mm + 2 termeni.

m+1
a
1sti ratie este'q’ = mﬂ\/; sau g = V——’—ﬂ .
L2

. m-1

X . 5 : , - iy
Dacd m este par avem o singurd solutie reald: ¢’ = SR

a4

a a 2t ~,

in cazul —ﬂ< 0, nici o solutie
aj

!

: a s
in cazul “L > 0, doud solutii reale:
aj

w1
q' = L V.‘lﬂ .
\ E as

Fxemplu, S& se insereze cinci medii geometrice intre — si 4.
2

Dacl o este impar avem: e

6

4 = ——
Solufie. Awem 7 termeni, deci ¢/ = 4+ — =t V2B =4 \,/3-

| =

Itezultd doud progresii geometrice:

\/E'I___J:-.;;zn —2J2‘4’

1
S

g 2
senpectiv

L, A2, 1,452 243 4

7 ey ,
2.12.1. Reprezenlarea uner progresii geometvice cu #
termeni

Daci numdirul termenilor este impar (1 = 2m + 1) si @ este termenul
Jin mijloc, progresia o putem scrie astfel:

a a
e 908, s qMa.

g q
Daci numdérul termenilor este par (» = 2m), putem scrie: -

a

G L e
qem-l PN 7 qa, §°a, «.., 4

o |8

(progresie cu ratia ¢%)
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sau

( . l)m @ —=a il_

gam-1

. —gqa. @a, ..., (— LMg2m-lg
g g

L~

{progresie cu ratia — g3).
Limita sumei Sp:
Daci: .
g>1: ¢ —» + o0 si Sp— + 0, dacd a; > 0; respectiv Sp — — 0.
dacd a; < 0;

0 <g<l=g¢g*—0si lim Sp = it

B>+ 1—gq

g < — l: g™ nu are limitd i lim S, nu existd.
n—»w

a;

—1<g¢g<0:¢g"—>0si lim Sy =
n—s+wo 1—g¢g

Caracterizarea $i determinarea unei progresii geometrice se face la fi
ca la progresiile aritmetice.

2.13. Analizd combinatorie
2.13.1. Permutdri

4
Definitie. Se numesc permutdri ale unei multimi 4 cu n elewmente toale

multimile ordonate care sc pot forma cu cele n elemente ale lui 4.
Numdrul permutarilor a n elemente, n € N*, este:

Pp=1:23..5=nl; 0l =1 (prin definitie):

Exemplu. Numirul permutdrilor a trei elemente, a, b $i ¢ {abe. bea, cab,
webede, cba) este’ Py — 3l —=-1-298=6,

Numdrul permuldrilor cu repetitie a n elemente, in care fiecare element se
. poate repeta pind la n ori, este Py = n'".

Exemplu. Cu elementele a, b, ¢ putem forma permutirile cu repetities

N
aaa, bbb, cce, aab, aba, baa, aac, aca, caa

abb, bab, bba, cbb, bch, bbe, cca, cac, acc
ech, cbs, bee, abe, ach, bac, bea, cab, cba;
n=3; 3% = 27 permutiri = P,.

Numdrul permutdrilor a n elemente. dintre care «; sint egale intre ele, oy
sint egale intre ¢le, .... =, sint egale intre ele, este egal cu

n!

Bro=—""— cuoy +o o+ o=mn
oy gl o !
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I xemplu. Pentru 2 = 3 §i ¢y = 2 (aac, aca, caa) avem

= 3!
i =3
21!
Factoviale (proprietdti ):
= 1!
nt=m—Dh; nl=mn—=2)1n—1n; nl= (—}—Z——;
w1
(n 4+ 2)!

=

(2 +2) (n -+ 1).
L 13.2. Aranjamente

[ finitie. Se numesc avanjamente a n elemente luale cile m(m < n) ale
tnet mudtimi A cu n elemente, toate submultimile ordonate cu cite m elemente
Wi se pot forma tjm cele n elemente ale mullxmu A.

Lo noteazd 49,

Numarul aranjamentelor a 2 elemente luate cite m este

n!

=nn—1..(n—m+ 1) =

" ’ "= m.
(n—m)!

I vemplu. Numdirul aranjamentelor a trei elemeute a, b, ¢ luate cite doud
[#b, ac, bc, ba, ca, cb) esté 4% =32 =0.
) n!
Proprictafi. A% = Pp, AR = — sau AR =anl; A8 = A%; A% =1L
0!

wmdrul avanjamentelor cu repetitie an elemente luate cite m este AP = n"™,

I vemplu. Pentru trei elemente a, b, ¢ aranjamentele lor cu repetitic, de
Ite doud elemente, sint aa. bb, cc, ab, ba, ac, ca, be, cb; deci n = 3 si m = 2;
Bfinem 3% = 9 aranjiri cu repetitie.

' 13.3. Combindri

Liclinitie. Se nmumesc combindri a n elemente Tuale cite m (m < n) ale unet
wulfime A cu n elemente toate submullimile cu cite m clemente, cave se pot forma
G ocele n elemente ale multimii A.

noteazi CP sau (%)
wmirul combindrilor a » elemente luate cite m este

A% n! : nwn — V.. (n—m+1
Ca e T e SURRESE sau (,’:‘: ( ) ( )
m! mi(n — m)! ml
cmplu. Numidrul combiririlor a trei elemente luate cite doud (ab, ac, bc)
el B
sl 4 —”_ = J .

l'ullufi(}k‘i!i.
\) C=mn}) CRE—CI= 0 =)

h) Cf =™ CRp = Chy + Ciol
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¢} Numirul submultimilor unei multimi cu » clemente este 27,
— m-—l m—1 . ” i rm=1" s m—
R (P =00 - CF a4 o h O CRrdap e

n!
pAp R AT L . cP: -P
T i e A B SR TN

Py T Ps oo + P <m
Numdrul combindrilor cu repetitie a n clemente luate cite m este C3
= Glimg
Lxempli. Cu trei clemente a, b si ¢ se pot forma combindrile cu repeti
de cite doud elemente: aa, bb, cc, ab, ac, be, Deci =3, m=2 si C}
= Cfpey = C§ = 6 comibindri cu' repetitie,

2.13.4. Binomul lui Newlon

K L a)t = COx® 4 Clit-lg L ... + CExP-kg% 4 | 4 Ch-lxgn-1 + Cisl
n n n
(n ek
(¥—a)t=a" — Che® 1o a4 C2x" 2. a?—.., (= 1)¥Chxn~*aF ..+ (—1)B

Proprietati (0 < m < n):
1. Termenul de rang & + 1 este Tyyy = Ckxn %ok can

Ty, = (— ¥ ChamEak,

14 i1
5. CFH ucﬁi Ck,';{ Ml : !
k1 k41
o —k
85 rxs'= »: : T 2. Txyy sau Tgag == — : T JE% Tiyy- :
-+ X

4. Numdirul termenilor dezvoitirii (x + a)® este n + 1.
5. Coeficientii termenilor egal depirtati de extremi sint egali. g
Relatit imporiante.

Cl 4 Cle £ C =27 CO—=Ck+ ..+ [~ PCR=0

CO LG e o = 28720 SCL 4 CA L CF Ll —=2RT

B = (R + (CD® + oo + (CR)?
Dezvoltdrt farticulare uzuale
1) (a &+ b)® = a® & 2ab + b*
2} (a-’~b—j—c)'—'=a"+b2—'—c’-1~2(ab~: be -+ ca)
3) (a -+ b)® = a® + 3a* + 3ab® + b® = a® + b + 3ab (@ + b) ‘
(a —b)3=a3—aazb+ 3ab? — b = a® — b® — 3ab (@ — b)

4) (u~’—b+c)3=a3—:-b3+c3+3("b—'—a*a+b2a+bo—ra’a+cab)+
-+ Gabe ; ‘

5) (a + b)* = a* + 4a% -+ 6a? + 4ab® + b
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Cazul general:

. ar - afs . adn
(ay + ay - oo+ ap)® = n! :

Dy =0 fx-f':'---f’m:
Priane - Py =0

0.18.5. Suma puterilor asemenca ale primelor n
numere naturale

Dacd Sp = 12 422 + .., + #?, peN, atunci avem

g een(n 4+ 1J2; Sz = n*(n 4+ 1) (20® + 2n — 1)/12 |
/
0= 1) (20 + 1))6; Sg = u(n + 1) (61 - On* + 615 — |
— 61 —n = 1)/42
(n # 1)?/4; Sy =n3(n + 1)® Gat + 62 — n® —
— 4 = 2j/24

oo ni(n -+ 1) (678 + 92+ — 1)/30 ...
O relatie care permite calculul Iui Sp, cind se cunose Sp_y, Sy, ..., §; ese

)P = 1+ CLiySp + CoyySpy + - + €2 Sy + n (formula lui Pascal),
2.14. Matrice si determinanti

' 14.1. Matvice

Diefinitie. Fie K un corp comutativ. Se numeste malrice cu i linii si »
loane (m, n e N*) orice familie-4, 3

A= (B ey 1,2, o) R (1,2 et}

lv clemente agy apartinind corpului A
I'lementele matricei 4 se reprezintd ca un tablou dreptunghiular cu m
Ll gl » coloane:

@y G .. dyp

Amy Ama - Amn

I'rimul indice marcheazd numirul liniei, iar al doilea indice marcheaz3d
vutulirul coloanei.

Uneori se noteazd cu paranteze cu cirlige [...] ‘sau cu simbolul }}...]}:

Pontru K = R obfinem o matrice reald, iar pentru K = C obfinum o
wmtrice ¢ ('Hlpl(.‘xfl.
Mulfimea tuturor matricelor cu elemente din K, aviud s linli si # coloane,

st de tipad (i, %), se noteazd cu My u(&) sau Mpy y.
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In My se defineste matricea de efect nul fatd de adunarea mdatricel®
care are toate elementele egale cu O si care se numeste matrice nuld:

e R ¥ S
k] R e
Dad 01 0

Matricea epusd malricei 4. Fie A = (ay;) € Mp,a; matricea — 4,

—&n TR e A

R et B —ap —yn |,
..... e a8 e 18 i Buvis th-d e riblp
—am —amy e —Qmn

se numeste epusa matricei 4.
Alte matrice:
a) matricea linie (1, n) (ay Gy o0 Gin);
b) matricea coloand (m, i) a?, H
Dot
c) Matrice pdatraticd. Matricea A pentru care m = n se numeste matr

pdtraticd. Multimea acestor matrice se noteazd cu Mp(K) sau May.

ay 0 8 R,

d) matricea diagonald: 0‘ o a_,, ¥y 3 0 ol _0 ) H
0 0 0 ann

’ e 0 i

i s o 0w,

{) matricea unitate, notatd cu L:
N B s |

Egalilatea a doud mairice. Doudl matrice 4 = (a4j) $i B = (byj) din Bfm,ﬂ(l{)
sint egale dacd §i numai dack agy = byj. V(i 7) € {1, 2, ..., m} x {12, ... 0} =

= T

Adunarea matricelor. Tie 44= (aqj), B = (bij)e Mp,u; matricea C = (cy)€Mm.n
se numeste suma malricelor A.si B si se scrie C == 4 - B, daci ¢35 = ajj
+ by, Vlijlel x J.

Exemplus. (2 —1)_*_{"'1 2):(2%-(“1) -—1+2)=(1 1).
1 o 2 1), \1+2 1) Sl s
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Proprietdtile adundrii matriceloy
M, B,CeMpy avem 1) A4+ B=B+4
) (A e B) e G (B O
3)A44+0=0+4=4
49 4+ (—4)=(—-4)+4=0
Decl (M, --) este un grup comutativ (abelian). 4
lie A = (ayg), B = (byj) € Mpa matricea D = (dgy) € My n se numeste
wrenfa malricelor A si B si se scrie D =4 + (—B) = A4 — B, dacid dgy =
agy — Z)U, V(‘L,]) el x ]
Limultivea matricelor cu un scalar. Fie A = (agy) € My 4 $1 A€ K ; matricea
(hfj; & M, se numeste produsul matricei* 4 cu A, B = 24, dacd by =

wj. Y, el x J.

5 2 335 3.2 15 6
Exemplu. 3 = r—g T4 .
0 13-3 3.0 9 0

'roprietdtile inmu‘{tirii matricelor cu scalari:

w

V4, BeMpny S A, g K, avem
) 124 =4 3) i(d + B) =2ad - 2B
2) 24 = Ax 4 A+ pd =2r4d + pd.
3) n(pd) = p(rd) = (Au)d

[nmultivea matvicelor. Fie A = (ag) € Mman 51 B = (bxg) € Ma,p; matricea,
(c17) € Mp,p se numeste produsul matricelor 4 si B, C = AB, dacd

”
Cij = E agbry, V(. 7) el X J.

k=1

2 =N (-1 2
Lxemplau. ==
(1 0 2 1

:(2-(—1)+(—1>-(2) 2:@2) + (=1 (1) (—4 3)_
1+ (2) + (0)- (1)

L(=1) +(0)-(2) -1 2
4 — 1
1 =2 = 0 0
-1 2 2 —— 0 0
2

Proprietdtile tnmultivii matricelor.
(] A5 = F4tarts 4) 2(4AB) = DA)B = A{(B).
) AO = 0A = O. 5) (A4 BYC = ACH BO:
) (4B)C = A(BC). 6) C(Ad + B) =CA + CB.

') Dacd numdru] coloanelor matricei 4 nu este egal cu numdrul liniilor matricei B, atunci
fownijiren celor doud matrice nu este posibild.




Matricea transpusd a unei ralrice:

Fie 4 = (ay)) € Myn. Matricen *.4 se numeste transpusa matricei 4, dach
24 = {az), Vi, 7)) el X J sau -

‘dyy dyy w0 Gmy
e T faa, = Gma L
\l;n om -« dmn

Transpusa matricei 4 este matricea obtinutd din 4 prin schimbarea liniiler
4n coloane gi a coloanelor in linii.

Proprictafi.
1) o) = A 3) A - B) =1t4 + tp.
2) ¢7.4) = atd. 4) Y 4B) = tB'A. i
Exemplu.
) b ;
Daci 4 = ; o] -atencl td = s 1+ “
3 ) 2 5

Matricea adjunctd a unei malrice

Se numeste adjuncte matricei A = (ay;) € Mp §i se noteazl cu 4* matricea

o Am ‘!

A* = Wt [ l
cevas s i
e Ann

unde 4;; este complementul algebric al lui ay;.
Clase speciale de matrice pitratice:

1) O matrice 4 = (a;;) se numeste simctricd, dacit §i numai dacil agy = ayq,
Vit ) el x J, adicd A = *4,

2) O matrice 4 = (a;;) se numeste antisimelricd, dacd si numai dach
@y = —ay, Y(i,j)el x j. adici 4 = —'4.

)

) O matrice 4 se numeste orfogonald dacd si numai dacd A4 = E,
adica 471 = 44.

Wiy

) O matrice 4 se numeste nedegenerald, daci det 4 # 0.

5) O matrice 4 se numeste degeneratd, dacd det 4 = 0.

Matrice inversabile. Fie 4 € Mp; A este inversabild dacd existd o matrice
B € My astfel incit AB = BEA = IV; B se noteazd cu 47 si se numeste inversa
matlricer 4.

Teoremd. Matricea 4 € My admite o inversd 471 e M, dacd si numali dach
Ax \
det 4

det 4 % 0; in plus 471 =
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= oo a b
Exemplu. Inversa maltricii 4 =[ ) este
a

b
a b
a? =B b2 a® + b2
A1= cu.a® 4 b # 0.
—b a

a'.! a5 b'.’. a‘.’. + b2
Proprietati. 1) (A1) = 4; 2) (AB)™! = B1471; 3)det (471) = (detd)™
Rangul unei matrice
Fie matricca 4 € My p.
Minorul unei matvice. Minorul unet matrice de ordinul k se numeste deters
minantul format din A* elemente (k linii si tot atitea coloane) ale matricet
late (pastrind ordinea elementelor). Matricca 4 are rangul », daci 4 are un

minor nenul de ordinul #, iar toti minorii lui 4 de ordin mai mare ca 7, dacl
cxistd astfel de minori, sint nuli. Se scrie rang 4 = 7.

Ferma ‘matrviceald a sistemelor afine: AX = B, A, B matrice cunoscute,
iar X matrice necunoscuti.

Exemplu. Si se alle matricca X din ecuatia X4 - B = C, unde

S TR R

Avem detd = —2; Ay =4, 4y, =2; Ay; = 3; Ay = 1;
S s R
2 1 1 2 .
"= - s X S=C —R)A T = ’
1 1 d 1
o ] b ot ™ 4 el pct
2 2

2.15. Determinanti

Permutare. O functie bijectivd f definitdi pe {1,2,...,n} cu valori fn
{1.2,..,n} se numeste permutare sau substitufie. Se noteazi

(123...i...j

) sau (Ry, ko ..es kn)e
A IS S ok s

Inversiune. O pereche ordonatd (i, 7), i < §, cu proprietatea f(1) > f(j) sau
¢ > ky se numeste inversiune pentru permutarea f. Numirul tuturor inver-
wniler pe care le prezinti f se noteazid cu I (ky, Ry -0 Ba)- i
Semnul unet permutdri. Numirul (— l)m“’ =2 k) se numeste semnul permu-
(Arii (ky, Ry» oo, Rn). Permutarca f se numeste pard daci (— 1)1("“ e bn) o
ji impard dack (= 1) Ao nBa) — _q,

% — Tabele si formule matematice — c¢. 1/313 65




Deﬁnitia deteyminantului de ordinul al doilea. Fie matricea 4 = (a“ au) -

“1 922
Numirul obfinut prin adunarea urmitoarelor doud numere (-—1 g ay +

+ (= DI ,a, = (—1)° ayam + (—1)1ay,a,; = G138, — 1035, S€ numeste
determinantul wmatricei A sau determinant de ordinul al 2-lea si_se moteazd

det 4= | »
1821 Q3

.

Definitia determinantului de ovdinul al lreilea. Fie matricea

4 o s Numirul obtinut prm adunarea urmitoarelor
Il B R 31 numere

I(1.2, I¢2.3, ; I@d.1,2
(= 1)1029aya,a0, + (= 1)ICIDaga,,ay +-(—1) 1 Vaa. a5, +
I(3,2, I(2,1 Iz
4+ (= 11@2hg sapaq + (— 1)IC1Da,a,a5, + (—l) (132 ’auaagam =
= 135,053 + (1903383 + aJa“axasa =g day alz“uaas = “uazaan

se numeste delermmantul matricei A sau delermmant de ordinud al IIl-lea.
Se noteazid

Fig. 2.2

Regula lui Sarrus. Pentru calculul determinantului de ordinul al III-lea

existd urmitoarea reguld simpld. numitd’ regula lm Sarrus sau regula triun-
ghiurilor.

Termenii cu semnul 4 in dezvaltarea determinantului se obtin inmulgind
numerele de pe diagonala principald (a,1@,4a,,) $i cele din virfurile ,,triunghiu-
rilor, care au bazele paralele cu aceastd diagonald principald (@;4@,,a,; $i
Q13891 35,) (fig. 2.1).

Termenii cu semnul minus in dezvoltarea determinantului se obfin inmul-
{ind numerele de pe diagonala secundard (—a,,a;,a4,) si cele din virfurile ,,tri-
unghiurilor” care au bazele paralele cu aceastd diagonald spcundard (—a;,a,,3 ¢
§i —a51a5305,) (fig. 2.2). " :

T
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=1 |

|
Exongle. | 2’=(—1)(—2)—4-6=—22! gy s
!

= (=) 3 (=) 4 1 (=2) F1:0:2—(=2)+3-1—0:4-(=1) =
—(=1)-1:2=3.

Determinantul de ordinul al n-lea. Tie matricea 4 = (ay), 4,7 = 1, n.

Numaérul
(= l)j/(k,, Ky k)
(kh Ll k") g

a]klazkl oo Qukp,

unde suma este extinsd asupra celor n! permutdri (k. ,. ..., kn) ale nume-
relor 1, 2, ..., # se numeste determinantul matricei A sau determinant de
ordinul al n-lea si se noteazi

det (ayy) = det 4 = |agl.

Minori at unui determinant. Se numeste menor al elementului agy din deter-
minantul matricei 4, determinantul de ordinul 72— 1 ce se obtine din 4 prin
eliminarea liniei ¢ $i a coloanei 7 $i se noteazd Mgy,

Complement algchric. Se numeste complement algebric sau cofactor al ele
mentului a4y din determinantul matricei 4 numérul

Ay = (=1 My,

Semnele cu care se prevdd minorii My pentru a deveni complementi
nlgebrici sint date in tabloul urmitor:

Dezvoltarea determinantului det 4 dupd elementele lintei i:

det 4 = apdy + apAis + oo + aindin- (1)
Pentru & # 7 avem
0 = apdpy + apdn;, + ... + Qindpn (1)
Deavoltarea determinantului det A dupd elementele coloanei 5:
det 4 = a,;3A4,5 + ay3455 + ... + anjdng- (2)
Pentru % 5 7, avem
0 = ayydyx + apgdor + ... + angdnk (2)

Exemplu. Fie n = 4. Dezvoltarea lui det A dupd elementele primei coloane
e

@ag (33 a3y
a Gasih O a
21 22 23 24
= 141
=uyy (=11 ag 33 ag |+
331 Q3 A3z Qg
g Qg3 Ay
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[T (] G14 213 Qg a4

3 i “21(';'1)2+’ a3 asg gy |+ ag(—1)% Az2 Az azy |+
] age as agq ay Qg3 77
] a Qs
- +ag(—1)"1 au  ay  ay
v a3y gy agy |

Determinantul produsului a doud matrice
det (AB) = det 4 - det B.
Proprietdti ale deteyminantilor

1) Daci toate elementele unei coloane sau ale unci linii dintr-e matrice 1)
sint egale cu zero, atunci determinantul acestei matrice este egal cu zero.

2) Dacd elementele a doud linii sau a doud coloane dintr-o matrice sint

egale sau proportfionale, atunci determinantul acestei matrice este egal cu
Zero.

~3) Daci schimbim dou3 linii sau dou coloane intre ele -irftr-0 matrice 4,
obtinind o noud matrice 4’, atunci det 4’ = —det 4.

4) Dacd intr-o matrice 4 inmultixﬁ o linie sau o coloand cu un numir a,
obfinind o noud matrice 4’, atunci det 4’ = a det 4.
5) Orice matrice 4 si trzmspuéa ¢it4 au acelasi determinant, det t4 = det 4.

6) Daci intr-o matrice 4 o coloani sau o linie este o combinafie liniard a
celorlalte coloane sau linii, atunci det A4 = 0.

7) Dacd intr-o matrice A toate elemeuntele unei linii sau ale unei coloane
sint sume de cite doi termeni atunci det 4 se poate scrie ca suma a doi deter-
minanti.

8) Orice matrice pitrati de ordin impar antisimetric (strimb-simetrica)
are determinantul siu cgal cu zero.

9) Daci A = (ay3) si Ay = (—1)"IMy; sint complementii algebrici ai
"

elementelor a3, atunci det 4 = E a;jAdij.
=1

10) Determinantul unei matrice antisimetrice de ordin par este patratul
unui polinom format cu elementele matricei.

Determinanti importanti. Determinanti celebri.

1) Determinant adjunct. Determinantul matricei adjuncte A* a unel
matrice 4 se numeste determinant adjunct $i el este egal cu

A Ayy oo Any

; 4 Ayy oo Apy
s o 12 22 n2

Dn—l'

An Aoy oo Apg
dacd D = det 4.

2 Alci gi mai departe prin matrice infelegem o matrice pitrati.
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2) Determinant veciproc. Dacd o matrice A este inversabil¥, determinantul §

al matricei inverse (reciproce) A~Y se numeste delerminamt reciproc §i este
egal cu

Ay 4y Am

D AR

e ERASL PNELK 1
o 2 e o det 4 )

e i L D

3) Determinant principal. Fie AeMp, 5 0 matrice. Se numeste deteyminant

frincipal corespunzitor matricei 4 un determinant de ordmul maxim, format
cu elementele matricei 4, care este nenul.

4) Deteyminantul Vandermonde.

Se numeste determinant Vandermonde
determinantul de forma:

1 ay A e

1 a; Qs onar>

v R A st b A
1<j<in

1 an A i (ke

’
5) Determinantul lui Wronski. Fie 91, 95, o, yn: I € R— R n functil
de clasd C™-1. Se numeste determinant al lui Wronski corespunzitor

acestor
functii sau wronskian determinantul
(%) 7(x) e yala)
W [34(8), oo Ya(%)] = 71(%) ¥2(%) e Ya(®) '

!
................... varseasean

- | A" P(x) HR(R) e P ()

6) Inecgalitatea lui J. Hadamard. Fie D determinantul corespunziior
matricei 4 € My, Atunci avem

DZS(;Ela?I)(;—I ) (,};{ )

7) Determinantul contirivant

[@y: 8, -, An) =




8) Determinantul dublu simetric de ordinul 6:

ay L ldy Wz s gyt ag

a, by b, A

G L S Y e

¢z ¢ b ag

qg " bgr By Thyee by i

ag a3, ‘ay Az Gy a4y

9) Determinantul cireulant:

Qg . Qa-... Gp a,
Ty =
Gig ) g iiy a,
anp a Ap-y Qp—y

10) Ecuatia seculavd (ajx€R, ay = aj):

ay —h ap ayn
ayq Qi =1 N weu Bun

=)
U, Uns App — A

2.16. Sisteme de ecuatii afine® (liniare si
neomogene)

&) Sisteme de n ecuatii afine cu n necunoscute (n € N*)

n

Eaikxk - b;. g ATY S s SO R [a,-k[ # 0, Aify b[ERZ). (l)
k=1

Solutia unicd este datd de regula lui Cramer sub forma unui vector eu »n
componente (¥, &,, ..., 4p), unde

D, i

ey A TR e— s (2}
D D

“"l =
determinantul D; obtinindu-sc din D prin inlocuirea elementelor din coloana i

[ b
2l b.
cu termenii liberi, anume cu | =

bn ’

1) Tn scriere matriciaid sisiemul afin (1) are forma 4X = B i solufia X = 4~'B, det 4 #0.
%) Tu locul corpului R putem avea corpul € sau Zp, cu p prim etc.
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Exemplu. Si se rezolve sistemul:

x+y—z=1 1 1 -1
X —y+z=2; aici: D = 1 -1 1= —<=4%0,
—x+y+2=3 -1 1 1

Sistemul admite solutia unica

1 1o —1 (
2 -1 1
3 1 1 3
e 5 X = —>
—4 2
1 1 -1
) 1 2 1
— 13 1
= « .y=2_
. ed :
1 1 1
1521 =2
-1 1 o 5
2= ® 2 = —«
-4 X 2

%) Sisteme de m ecuatii afine cu n necunoscute (n, m e N¥)

n

2 Giphp— Gohd = L2005 vt (3)-

k=1

[ covema lui Rouché-Fontené : O conditie necesard. Si
nba solutii este ca toti determinantil

ientd ca_sistemul (3)
ui_caracteristici sid fie pull,

Din matricca 4 = || ag || a coeficientilor necunoscutelor 'se extrage un
I terminant nenul de ordin maxim p, notat Dy, §i numit delerminant principal
| we construiesc determinantii cavacteristici, D¢, ¢.= p + 1, p + 2, ..., m prin
lordarea determinantului principal ,orizontal”, jos, cu coeficientii necunos-
wlelor principale din ecuatiile rimase, care nu an intrat in formarea determi-
vuntului principal, si ,.vertical”, in dreapta, cu termeni liberi corespunzitori.

1) Caztl m = n.

i) Dacd D s 0, atunci sistemul este cramerian §i are solutia unick dat3

1) Daca D = 0 si toti determinantii caracteristici sint nuli, atunci sistemu}

t¢ compatibil;—dar-Tredetermrimat.—Se Tezolva cele p, ecuafll
ubinie
iwlemul as

rinCipale s

il Xptos

- [p]
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Exemplu. Si se rezolve §i si se discute sistemul
M4y Fr=1, "
x4+ Ay +z=2, »reR.

x4y +rr=2%
Determinantul sistemului este D = (A— 1)? (A + 2).

N~ 1
i) Daci D s 0, sistemul are solufia unici » = — A ,
(A+2)
1 (> + 1)®
y — » T e
A2 AL

ii) Dacd D = 0 avem situatiile urmitoare:
Dacd X = | toate cele 3 ecuatii se reduc la una singurd (m =1, n = 3,
P = 1) si sistemul admite o mulfime de solutii cu @ si b arbitrari in R:

x=a y=b z2z=1—a—-0b, abekR.

Dacd A = —2(m = 3, n = 3) ludm drept determinant principal

-2 1
Dy = =3#£90, deci p=2.
1 -2
Acestuia. ii corespunde un singur determinant caracteristic
- 1 1
{ D=t T =28t =9,

Cum D, # 0, rezultd ci in acest caz sistermul este incompatibil.

2) Cazul m < n.

Sistemul nu are solutie unici (¢ < m < n).

i) Dacd cel putin un determinant caracteristic este nenul, atunci sistemu?
nu are solutii, este incompatibil.

ii) Dacd tofi determinantii caracteristici sint nuli, atunci sistemul este
compatibil, dar nedeterminat. Sistemul are o ,,nedeterminare” de ordinul n—p.

Ezemplu. S4 se rezolve in tmiltimea claselor de resturi modul 7 sistemula

3+ y4+22=06
x+4y +2:=3
5 +2y + 62=3
Rezolvare. intruc?t (Z -, .) este corp, calculele se fac exact ca. in R. Avem
SERE1 SO ]
D=1 4 2[=2[1 %4 I|=
D N2 6 Si-25 =8
=2(3:4°341+5-14+1:2+1—-5-4-1—-3-2-1—-1:3-1) =
=2(1+5+2+1+4+1+4)=0.
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iudim Dy = i : =3:-4—1=5—-1=4=0,
g |
s 16 |
Calculim Dg=|1 4 3|; gisim D=0, ;
SN2 D ( h

Sintem in cazul teoremei Rouché-Fontené si solutia se afld rezolvind sistemul f

3x + y =6 — 2z,

x4+ 4y =3 -2z

Se piseste ¥ = 2x, ¥ = 6 + 6%, z = «, « oarecare in {0, 1,2, 3, 4, 5, 6}
i) Cazul m> n (p < n).

i) Dacd cel putin un determinant caracteristic este diferit de zero, atunci
intemul este incompatibil.

i) Dacid toti determinantii caracteristici sint zero, atunci sistemul este
compatibil, dar nedeterminat. Sistemul are o ,nedeterminare” de ordinul n —p.

Jvemplu, S& se rezolve sistemul lui Rolle:

x+y
X+ z=
~_ Y=
22 +y+z=11
x4y -+ 2z=13;

it m =35 si n=23. Din matricea coeficientilor gisim determinantul prin-
vipal:

1 1 0
Dy =11 0 'l = —2+#£0, deci p=:3
Wi 0 1 1

Acestnia 11 corespund determinantii caracteristici

B Pt L Il ¥ L

IS L Lo s SO Y S0 b-d ‘
D, = si Dc =, .

I et TR iy v

2 I 1A AL 1 dee 2 TS

(um acestia sint nuli, rezultd c& sistemul este compatibil §i are solufia:
‘ b = 3, Zis 4. \
U caz particular important: n + 1 ecuatii afine cu » necunoscute. O con-

{0 necesard i suficientd ca acest sistem sd fie compatibil este ca Letgrmivgutul,
Vilricel extinse a sist 13
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Exemplu. Si se afle valearea parametrului z € R pentru care sistemul

)~

2% —thyl =11,
3x 4+ 2y = 4
ax — y=3
este compatibil.
2 -3 7
Aici matricea extinsd este 4’ = | 3 2, 4| Apoi
& —1 3

det A" = 14 (1 —2°) si det 4" =022 — 1 sau o2 = 1. Pentruo. = —1,
)
=
x=2, y= — 1 Pentru xeR\ {1, 1} sistemul nu are solutii.

; : 18a. : :
rezultd solutia unicd ¥ = — y = — —, iar pentru « = 1 gisim solutia
5

v) Sisteme de m ecuatii liniare cu n necunoscute (m, i € N¥)

n
E aipre =0, 1=1,2, .0, m san #AX = 0.
k=1
1) Cazul m = n
i) Dacda D # 0, atunci sistemul este cramerian §i are solutia unicd nuli
"1 = O, X.: == O, ey g = 0.
ii) Daca D = 0, sistemul admite solutii diferite de solutia nuld (sintem
in cazul 32).
2) Cazul m < n
Dacd p (< m) este ordinul determinantului principal, cum D, = 0, rezulti
cd sistemul are o ,.nedeterminare” de ordinul 7 — p.
3) Cazul m> n
i) Dacd p = n, atunci sistemul admite numai solutia nuld.
ii) Dacd p < #n, atunci sistemul are o ,nedeterminare” de ordinul 1 — p.

Exemplu. Sa se rezolve sistemul liniar

x4+ 3y +2:=0,;
2 — y+4+ 3z=0,
3x — Sy + 4:=0,
x + 17y + 4z

Il

Din matricea sistemului (m = 4, # = 3) deducem 4 determinanti de ordi
1

3
= -7 0(p = 2); necunoscutele
N # 0(p=2) ~

nul 3, toti nuli. Rezultd¥ D, =
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principale sint # si 9. Lui Dy, ii corespund doi determinanti caracteristici nuli.
tistemul admite solutii nenule si acestea se obtin rezolvind sistemul

(

x + 3y = =2z,

2x — y = —3z.

Sidsim astfel cd sistemul admite o multime de solutii, cu a arbitrar,

1
x=_.l:la, y=——a, 2z=a, ackR

/

1) Caz particular important (n — 1 ecuatii cu n necunoscute) m =n — 1

f

n — 1. In aceasts situatie sistemul admite o multime de solutii, el avind

o ,nedeterminare” de ordinul 1. Dacd admitem cid

Dy = 5 ; » atunci

tp arbitrar in R, iar D; obtinindu-se din Dy prin inlocuirea coloanei 7 cu
torul-coloana

—ai,n

—as.n

—an-1.n
2.17. Polinoame
2.17.1. Polinoame cu coeficienti complexi

Forina algebricd a unui polinom f e C[X]*) este f = (ay. ay. ..., ap, 0, 0,0, ...)

= a X" + ¢, X1 4 g, X2 L . L q,

I numerele complexe ay, ..., an sint coeficientii polinomului, X = (0, 1, 0, ...)
nedeterminata (un polinom particular), n este gradul polinomului, ap

vmenul liber, iar ay coeficientul dominant.

I'unctia polinominald asociatd polinomului f € C [X] este o functie7 :C—C
jroprietatea f(a) = f (), VaeC, f(a) fiind valoarca polinomului f in a.

*) In general se poate considera inelul polinoamelor K{X], unde K este un corp cormutativ
e, de pildd Zp cu p prim.
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Dacd f = g, atuncif = 7.
Existd insd si polinoame diferite, ale cgror functit pelinomiale coincid.

Exemplu. f(x) = X si g(.\;) =X f#e f, geZ[X];

A A A
% | L= $1a.0, 2
A A A - ~
s R DR B
A A A
ghe)dl 0 vl 2

Teorema impirtirii cu rest a doud polincame.

Oricarc ar fi f, ge C(X]. g # 0, existd polinoamele unice ¢, » € C[.\'], astfel
incit f = g7 + », grad » < grad g. :
Polinomul f sz numeste delmpdriel, 5 impdriitor, q eil $i v rest.

Impdrtivea unui polinom cu X — a: Laci fe C[X] si aeC, atuuci existi
g & C[X] unic, astfel incit f = (X — a) ¢ 4 » {a). <

Restul impdrtirii polinomului fe C[X]. f # 0, cu X' - a este f(a)., Rezulti
cd acesta se poate afla fird a efectua impdrtirea.

Schema lut Horner ne ajutd =1 aflim citul ¢ = 5. X7 - b, X2 - .. Dy,
al impirtirii polinomului f = agX® + a;X"! 4- ... + ap la polinomul g=
= X — a precum si restul acestei impirtiri, r = f(a) = abp-1 + ¢p-

>

O e e B 2 T
l

a  |by = ay| by = aby + a,| b, = ab, - a, by == r = fla) =

| =aby_s +an,| = aby_y -+- ap

Exemplu, Pentru f = X% .- 2X3 L 582 L 4X L 4519 =X + 1
avem ,

._.
[1S]
(/]
NS
N

respectiv g = X3 + X2 } 4X si r = 4.

2.17.1.1. Divizibilitatea polinoamelor

Definitie. Fie f, geC[X] doud polinoame. Spunem cé polinomul g divide
pe f 5t scriem g | f daid existd q € C[X], astfel incit f = qg.

Se mai spune cd f este divizibil prin g, f este un multiplu al lui g sau ci g
este un divizor al lui f. ;

Proprietdti. 1) Polinoamele de grad zero (adicd constantele nenule) divid
orice polinom. ;

2) Polinomul g divide pe f # 0, daci $i numai dacd restul impdr{irid
Iui f la g este nul.
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Tn particular X — & divide pe f 5% 0, dacd si numai daci f(a) ==
3) Daca. g dwlde pe ¥ si f# 0, atunci grad f > grad g.
4) Daci a€C* ‘atunci af|f.

5) Divizibilitatea polinoamslor este reflexivd (f|f) si tranzitivd f[g§1
i| k= f| k).

6) Dacd f| g si g| f. atunci f si g se numesc asociate in.divizibilitate, adicd
la € C*, astfel incit f= ag.

2.17.1.2. €el mai mare divizor comun (c.m.m.d.c:)
al polinoamelor

Definitie. Un polinom d se numeste c.m.m.d.c. al tolinoamelor f §i g
) Dacd d|f si d|g.
2) Daca d'|f si d'|g, atunci d’|d.

Notaim d = (f, g).

['coreind. Orice doud polinoame f si g admit un c.m.m.d.c. El se determind
algoritmul lui Euclid si este egal cu ultimul rest nenul.

Exemply. Polinoamele f= X2 — 1 si g= (X + 1) au d = X 4 L.
leoremd. Daci d este c.m.m.d.c

. al polinoamelor f $i g. atunci existd
polinoamele u si v astfel incit

uf 4 vg =
Diefinitie. Doud poli:_mamc fsig f)en/m care d ==
Exemplu, f=X2 —X + 1 si g=.

fntre cle.

L se numesé prime intre-ele.

4+ X + 1 sint polinoame prime

Ixemplu. Fie polinoamele f = X3 si g = (1 — X)4 prime intre ele. .S& se

(e polinoamele ¢ si v astfel ca sd avem uf + vg = 1.

Itezolvare. Incercim u de gradul patru si v de gradul trei. Nu reusim.
icsordm gradele lui « si v cu cite o unitate. Fie 1 = 5, X3 + 0, X2 + b, X + b,
agN?® 4 a X - a,.

M

criem relatia noastrd astfel
N3 X3 + by X2 + b, X + by) + (1 — X (a,X*® 4 a1% + a,) = L
lulocuim pe X cu 0 si gidsim a, = 1.
lmpartim cu (1 — X)4 3 0, derivim odatd
3N X3’ A, 4X3%u 4

1 3 T 2 + 285X + @ R
(Foagee = = %) e

ilocuim pe X cu zero. Gisim a; = 4.

Hepetind aceust.ii operatie, gisim ay = l0.

Deci v = IOXé-l—‘le—.%— 1.

Dezvoltim pe w dupd puterile lui X — 1, sub forma

ol X — 12 £ C(X — 1) + C,(X — 1) + Cj, inlocuim apoi pe X = 1
1y

Fanann -y =

Ulterior impéirtim cu X3, derivdm succesiv de 3 ori §i in locuim pe X cu L.

e




Gasim Ceo= =33, Cy =6 51 Cy =110,
Acum = — 10(X — 1)* 4+ 6 (X — 1) —=3(XN — 1)+ 1 sau

o= —10X% 4 36X2 — 45X + 20.

2.17.1.3. Cel mai mic multiplu comun (c.m.m.m.c.)
al polinoamelor

Definitie. Un polinom m s€ numeste cam.mamic, al polinoamelor I si g dacd:
1) f]m si g
2) Dacd f|m’ si g|m', alunci m|n,

Exemplu. Pentru polinoamele f = s ez g = (X + 13, avem m =
— (X 1) X 1) '

Teoremd. Dacd d este c.m.m.d.c. al polinoamelor f §i g, atuncim = ig_ .

2.17.1.4. Radacinile polinoamelor

Definitie. Numdrul x€C se numeste raddcing a polinowmudlui f, dacd s»
wnwinat dacd f () = 0.

Teorema Tui Bézout, Numidrul o € C este riddicind a polinomului f 5 0
dacit si numai dacd (.Y — o) | f.

Definitie. Numdrul o se numeste vaddcind multipld de ovdinul p a polinomului
J # 0, dacd si nuwmai dacd (N — 2)? divide pe f, iar (X — 0)P* nu-l divide pe |

Pentru p = 1, ridicind se numeste simpld, iar pentru p = 2 ea se numeste
rdddcind dubld.

Teoremd. Numirnl z € € este rididcind multipld de ordinu} ¢ al polmonm»
lui f, dacéd si numai daci

fla) = 0; {2) = 0; ... 7@ (z) = 0; F®)(a) = 0.

Teoreimd. Dacd doud polinoame f, g€ € [X] au proprietatea ci f (2) = 2 (2)
cricare ar fi 2e€C, atunci f = g. y

Teoremd. Dacid fe C[Y] este un poliiom de grad n si ¥y, x,, ..., x5 sinf
ritddcinile Iui cu erdinile de nultiplicitate iy, in,, ..., 1y atunci

v M - m - . \m
= a6l =) =X, M (X =) R
unde g, este cocficientul dominant al lui f, iar

my + iy + ...+ mp = grad f.



2.17.1.5. Ridicini comune la doui polinoame. Rezultant
Definitie. Se numeste rezultant a doud polinoame
= 0,X" + a, X" - ... + ap §i g =B X™ + b XML 4 . L by,

determinantul

a, a, a, . an e 2
0 a; Ay o Gnoy Qn 0 o4
m linii
0 0 QRENG a
R(f,g) = ° 3
o b, b, b 0L 8 0
& b 4 bs B n linii
0 0 0 b b . bm

Teoremd. Polinoamele f si g au cel putin o ridicind comund, dacd si
numai dacd R (f, g) = 0.

Exemplu. Si se afle valorile lui m € R. pentru care ecuatiile 22 + mx + 1=0
i 2% 4 x 4+ m = 0 au o rddicini comuni.

Reznltantul celor doud polinoame f = a2+ mx -+ 1 si g= 2>+ x +m
pste

(=]
—
3
—
v

R(f, g) = = m® — 5m +- 2.,
1 I m

0 1 1 m
Din_R(f,g) = 0 rezultd m; = m, = 1, zng-— — 2.

entru 2, = m, = 1 ecuatiile coincid sisan doud rddicini comune, iar
pentru my = — 2 ecuatiile au o singuri ridicind comund g = 1.

2.17.1.6. Polinoame ireductibile

Difinitie. Un polinom f se numeste ireductibil peste corpul « comutativin
Iy umfzc.e)ztu lui iau valori dacd nu existd g si h, palznomm‘ cu coeficienti
acelasi corp, astfel incit sd avem

f=gh, grad g, grad & < grad f.
Polinomul f se numeste reductibil peste corpul respectiv in caz contrar.

[vemple. f = X? 4 3 este ireductibil peste R; f = X2 — 4 este 'reductibil
pote R, fiinded X2 —4 = (X —2)(X 4 2); f= X%+ 1 este ireductibil
(vite R, dar reductibil peste C.

['coremd. Un polinom cu coeficienti intr-un corp comutativ, de grad # > 1,

(v ireductibil peste acel corp dacd si numai dacd polinomul nu are ridécini,
orpul respectiv.

I'coremd. Un polinom f e C[X] este ireductibil (adicd nu poate fi factorizat)
lho0 51 numai dacd este de forma f = aX + b.
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Teoremd. Fie feC[X] un polinom ireductibil.

Dacd f divide produsul de polinoame f;f, ... fa, atunci f divide ccl puiim
unul din factorii produsului.

2.17.1.7. Ecuatii algebrice

Definitie. O ecuatie de forma f(x) = 0, unde f # 0 este un polinom, se numeste
ecuatie algebricd cu o singurd necunosculd.

Teorema lui Abel-Ruffini. Ecuatiile algebrice de grad mai mare decil
patru nu se pot rezolva prin radicali.

Teorema lui D’Alemberti-Gauss. Orice ccuatie algelricd
agx® + @A™l L+ ap =0,

de grad mai mare decit unu sau cgal cu uny, are cel putin o rddicind (con
plexi).

Teorémd. Daci un polinom f de gradul s-se anuleazi pentru # + 1 numers
distincte, atunci f = 0.

Formulele lut Viéle. Dacid 11um<_r(‘Ie compIcYe X1, Xy ey Xq sint raddcinile

polinomului f € C[X], f = agX" + ¢, X"71 + ... ay,, ay # 0, atunci

a4y
Yi+ x5+ o ag= — —
de

Vi¥s + Xykn o Xy ¥y - + Xn_1Xp = —

Qe

o]

Ky XoXg -+ Xy XaXy -} G- XpooXpoXp = — —

“e

. ; s k QK
Xy s KE A ByRy s Ry X Rty b oea S Bk Amia s K (— 1R

an
iy = (= 1R
ay

Wy ks ook

2:17.1.8. Formula lui Taylor si formula Iui Mac-Laurin
pentru polinoame:

/ R hn

JOE 4 ) = fX) 4 T S0 + 2 f 1K) e+ 2 fO).
S0 =110) + ZF10) + 22 £70) e e+ 100).
4



2.17.2. Polinoame cu coeficienti veals.
Ecuatii algebrice
Teoremd. Orice polinom fe R [X] de grad impar are cel putin o rddicin&
reald.
-Teoremd. Dacd un polinom f€ R[X] admite pe « = a + 7b, b 5% 0, drept
rilddcind, atunci el admite ca rddicind si pe & = a — b, adicd f (& + ib) = 0=
> / (@ — ib) = 0. Ridicinile « si & au acelasi ordin de multiplicitate.

Teoremd. Orice polinom f.e R [X], grad f = 2, are un numdr par e ridicini
complexe,

Teoremd. Dacd f este un polinom cu coeficientii reali si pentru @, beR
avem f (a) - f (b) < 0, atunci f are cel putin o rddicind reald intre a si b.

Teoremd. Intre doud rdddcini reale consecutive ale lui fe R [X] exista
cel putin o radédcind a lui f.

Teoremd. Intre doud rddicini reale consecutive ale derivatei lui fe R[X}
existd cel mult o rddicini a lui f.

Teoremd. Un polinom f e R [X] este ireductibil dacd si numai daci este de
forma f = aX + b, cua # 0 sau f = aX® + bX + ¢, cu a % 0si b? — 4ac <0.

Teovema factorizdrii. Orice polinom fe R[X] de grad mai mare decit F
sau egal cu 1 poate fi factorizat (descompus in factori ireductibili) astfel

f=ag (X — x)br ... (X — xp)Pk (X2 + 5, X + )11 o (X2 + 55X + c5)7,
unde %, .., ¥x€R. iar b} —4e; < 0....,5% — 4c5 < 0.
Strul lui Rolle. Fie fe R[X] un polinom §i ¢,, ¢, ..., Cpp rédécinile reale ale
derivatei f’. Fie | ¢j| << M, j = 1, m. Atunci sirul
f(= M), f(e)), ] (), oo £ (cm), | (M)

se numeste sirwl lui Rolle asociat polinomului f.

Teoremd. Numdrul ridicinilor reale simple ale unui polinom fe R [X}
este egal cu numirul de variatii de semn ale girului lui Rolle al lui f.

Exemplu. Pentru f = 3X* —4X% — 12 X3 12 avem
f=12X(X*—X —2). Deci ¢=—1, ¢, =0 si c;=2.
Construim sirul lui Rolle

¥ | —o Tk S P +00

FETIRA-LE R

Rezultd ca polinomul f are doud ridicini reale simple #; € (—o0, —§
$i ¥, e€(2, +00).’

2.17.3. Polinoame cu coeficienti rajionali.
Ecuatii algebrice

Teoremd. Dacd un polinom feQ [X] admite pe a =a + b J_(f (a, b€Q,
b# 0, de R\ Q) drept ridicind, atunci el admite i pe ¢ = a — & /—_ca. rida-
cind, adlcé.fa—.—bﬂ O=~f(a—b\/—)_0 a+bJ—$1 a—de aw

acelast ordin de multiplicitate.

i — Tabele si formule matematice — c. 1/ 313 g1




2.17.4. Polinoame cu coeficienii intvegi

Teeremd. Dacd un polinom feZ .\, grad f = 1, admite o ridédcind ratio-
nali o = 1. (p. q) = 1, atunci p divide termenul liber an (adicd ¢ |an),
q
dar g divide coeficientul dominant a, (adicd ¢ a,).
In particular dacd f e Z TX] arc o rdddcind intreagd oo = $, atunci aceasta
«ste un divizor al termenului liber ap.

2.17.5. Aproximarca rdddcinilor irafionale ale
polinoamelor fe R[X]

M:toda coardei (Regula falsi ): Dacife RTX]arein (a, b) = Ro ridicind x,
Zitunci

A A _7(:1). “)
J (b) — 1{a)

Metoda tangentei saw metoda lut Newton. Dacit fe R[X] are in (o, 8) © R
o radicind ap, atunci

@ —

4t o LR (2)
7 (a)
san
X 20 240 (3)
r(b)

Exeinzplu. Fie polinomul f = X% L X? _ 21X — 20, Se stic cid el admite
radiacing xg € (4; 5). Sa se determine x, cu doud zecimale exacte.

Solutic. Numdidrul x, este ridicind a lui f, deoarece f(4) = —24 < 0 si
f(5) =25> 0. Ludm 4 (4, — 24) B (5.25) pe gralicul lui f. Avem astfel
=t b = 5 fla)=——"=24= filh) =425, Cudlormala (1) gasun

\
1
=4 = — (—24); x, =45. (2}
19

42X — 21, f" = 6X 4 2. Observim c¢d f(x) > 0, Va e (4; 5). Avem apoi
f'(b) = 64, iar (3) nc permmite s scriem

Pentru a aplica formula (3). calculim derivatele lui £ si anume f7 = 3X*® 4

X = === % 2 4,6 (8)

Fiscare din numerele definite de (z) si (2) este o valoare aproximativi
pentru xp.

Putem obtine o valoare mai apropiatd de x,, care se afli in intervalul,
{4,3; 4,6), dacd iteram procideul. Deci vom porni de la A4, (4.5; —3,125)
si 12y (4,05 1,890) si vom gisi

xy ™~ 4,56224, respectiv xg = 4,56331.

Evident riddcina z,, calculatd cu doull zecimale exacte, este x, = 4,36.
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2.18. Structuri algebrice

.2.18.1. Lege de compozitie internd

Lege de compozitie interna definitd pe o multime E $ (. Orice aplicatie ¢
definitd pe E X E cu valori in E:

91 E X E— E, (x,3)— 9(, ¥)

se numeste lege de compozitie internd sau simplu lege internd.

Elementul @(x, ) din E se numeste compusul lui x cu y prin ¢ si este un
clement unic.

Notatii pentru legea @ :%. 0, 1, T, A, V, +, - @, ®. In notatie aditi-
vi scriem @(x, ¥) = x¥ + ¥, iar in cea multiplicativd o(x, y) = xy.

Exemple. Se stie cd Yx, ye N avem x + ye N, xy e N. Deci adunarea st
inmulfirea numerelor naturale reprezintd legi de compozitie interne definite
pe N.

Payte stabild a unei multimi E % (5. O submultime S a lui E cu proprictatea
Vx, ye S, o(x, ) €S
: numeste parte stabild a lui E in raport cu @.

Exemplu. Submultimea P a numerelor intregi pare este o parte stabils
a lui Z fatd de adunarea numerelor intregi.

Proprietitile legilor interne.

Asociativitatea. O lege de compozitie » definitd pe E X E cu valori in E
se numeste asociativd dacd

Vx,y,2€E, (xxy)sz=xx (y*2).

Tn notatie aditivi aceasta se scrie: Vx, v, 2€E, (x +y)+z2=2+ (v +2),
uir  in notatie multiplicativd aceasta devine Vx, y, z€ E, (xy) 2 = z(y2)-

Exemple. 1) Adunarea si inmultirea numerelor rafionale sint legi de
compozitie asociative.

2) Scaderea si impdrtirea numerelor reale nu sint legi de compozitie aso-
clative.

3) Compunerea functiilor definite pe E cu valor1 in I este o lege de com-
pozitie asociativa.

Comutativitatea. O lege de compozitie = definitd pe E X E cu valori in E
te numeste comutativd daca

Vx,,yeE, x«y = y%z.

Exemple. 1) Reuniunea si intersectia multimilor sint operatii asociative
i vomutative.

2) Compunerea translatiilor este o lege de compozitie asociativi.

Elementul neutru. Un element e € E se numeste element neutru peuntru o
lege de compozitie = pe E, dacd Vye E, x*e = ex x = x.

Exemplu, Zero este element neutru pentru adunare pe N, Z, Q, R, iar }
vute element neutru pentru inmultire pe N, Z. Q, R.
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Teoremd. Dacd o lege.interni admite un clement neutry, atunci actsta
este unic.

Elemente regulate (simplificare la stinga si simplificare la dreapta). Fie E
© mulfime nevidd inzestrata cu o lege de compozitie . Dacd din relatia x * @ =
= x = b rezultd a = b, spunem cd x este clement (din E) cu cdre putem ,,sim-
plifica” la stinga. Dacd din relatia a « y = b * y rezulti a = b, spunem ca
y € E este un element cu care putem ,simplifica” la dreapta.

Exemplu. In(N. +)avema + x = x4+ be>a=2>b,a,b, x € N. In schimb
dn (N, :) din 2-0 = 30, nu putcm deduce 2 =.3.

Elemente simetrizabile. Un element x € E se numeste simelrizabil fatd de
degca * (cu elementul neutru ¢), dacd 3z’ € E. astfel incit 2" ¥ v = 2% 2" = ¢,

Elementul x” se numeste simefricul lui x §i este unic.

In notatie aditivi ¥" = — x si se numeste opusul lul x, iar in notatia
anultiplicativd x’ se¢ noteazd x~! §i se numeste inversul lui x.

Lxemplu. In multimea matricelor patrate de ordinul n, cu elementele
din R, inzestrati cu opcratia de adunare, o matrice 4 are drept simetrica

ped’ = —A, in multmua c]asclor de resturl modulo 5, inzestrati cu dperatia
A A A
<de inmultire avemn 1 =1 2’ = 3; 3= 2, -i' = 4.

Distributivitatea. Fie E o nwltime nevidd inzestratd cu doud legi de com-
pozitic | s T. Spunem cd legea T este distributivd fatd de legea. | , dacd

Vx, 3, z€ E, avem
AT L) =T LETa
y LT x=(TxLETa

{Distributivitatea celei de a doua legi fati de prima lege, la stinga si la
dreapta).

Il

Exemplu, In multimea P(E) a pirtilor umei multimi E intersectia este
distributivd fatd de reuniune si reciproc.

2.18.2. Grupuri

Definitle. O mulfime G nevidd inzestrald cu o lege de compozifie * se numeste
grup, dacd verificd urmdtoarcle axiome (nuwmile axiomele grupului ):

13 Y&, ¥.12 €6, (r*3) %z = x*(y=z:) (asociativitate)
G, :3eeC, VrxeG, xxe=¢x*x=nx (cxistdi element neutru)
G;:Vxe G, 32'€G, x+x' = x"* x =¢ (oricc » are un simetric 2’)

Dacid in plus legea verificd si axioma:

G, : Vx,yeG, x#*y =-yxx (ccmutativitate), atunci grupul (G, %) se
numeste comulativ san abelian.

Exemple: (Z, +), (Q% -) sint grupuri abelicre; (R, *) nu este un grup
fiindcd 0 nu arc simetric: (N, ) nu este grup fiindcd elementele nu au sime-
trice: tot in N.

Multimea riddicinilor ecuatiei 22 — 1 = 0 {formeazi un grup multiplicativ
abelian,
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Grupul Tui Klein ({e, &, b, ¢}, 9)

[} € [ LB ¢,
e e ' .b c
e a e c b
b : b c e a
(7 c b " e

este un exemplu de grup cu 4 clemente.
Operatii Intr-un grup (G, =)
1. Vx,a,beG, i¥a= x*b=a=b.
Vy,a.b€G, axy=bsy=a=>0

2. Intr-un grup (G.*) ecuatiile x*a=0>b si cx x =d, VYa, b, ¢, deG, an
solutii unice in G, anume x = bxa’ i y = ¢' = d. .

3. Fie G un grup multiplicativ. Dacd punem, Va € G si
e, n =20 : ;
YneN a* =3 atunci aveém
a® g nel

Vir gt e N Sa?at= o0 (@1t =a™N

Accste proprietdti.-cu ajutorul definitiei: Vi e Z/N, a® = (a~")7), se extind
si la exponenti din Z.

2.18.3. Inele

D:finitie. O multime A nevidd, inzestratd cu doud legi intevne (pe care le
vom nota + si - ) se numeste inel, dacd verificd axiomele urmdioave (nlemite
axiomele inelului ): ’

Gy:Vxy.2ed, (x+y)+2=x+ (y+2)
Gt W0 edl Yred Oy 4 b=y40s= %
Gy,:Vxed, 3 ed; x+x’=x-{-x=04.
Gy:Vx,yed, x4+ y=y+ x

Ay Vx, 3 2ed, (2y)z = x(y32).

Mes Flyed, Vred, 22l = lg-xi=x,
D Nasw re'd; Jl;(y+z)=,v{y+Xz.
D,:Vx yzed, (y+2) %= (yz) + (22).

Dacd inmultirea este comutativd [V, v € 4, xy = yx], inclul 4 se numcste
inel comutaliv. ;

Elementele care admit simetrice fati de inmultire se numesc unifdfi san
elemente inversabile ale inelului.

Un inel este fird divizori ai. lui zevo, dacd pentru. x 3 0 si ¥ % 0 avem
xy # 0.

85




Exemple. (Z, +, +) este un inel comutativ numit inelul intregilor raticnali.
Q, +, *), (R +, ), (C. +, -) sint inele comutative. De asemenea avem inelele
:te polinoame Z[X], Q[X], R[X], ([X] si inelul claselor de resturi modulon.

Reguli de caleul intr-un inel: =~ ©»

YR e V20 =04 v =04

et

3) Vx,ved, x(—y)=(—2)y= — x3.

4) Vy,yed, (—=x)(—y) = xy.

5) Vxed. — (— x) = =z

6) Vi, v, 2€d avem x(y —z) =2y — 22 §i (x —¥) 2z = xz — 32

7) Intr-un inel fird divizori ai lui zero este valabild simplificarea la stinga

si Ja dreapta.

2.18.4. Corpuri Y

Definitie. Un inel K pentru care Og # 1k 51 orice x din K, x # Og are un
simetric x71 fatd de inmultive se numeste corp.

Un corp sc numeste comutativ, dacd inmultiréa este comutativi.
Deci axiomele corpului comutativ (K, -+, ) sint:

A Vx,v,zeK, (x+y)+z=24 (¥ + 2.
A, 30ke K, Yxe K, Og+ 2=x+ 0 = x.
A, Vrek, 3{—x)eK x+ (—x) = (—x) + » = Ox.
Ay Vx,veK, 24y=9+ x

My Vx, s ze B, (2)) 2 = x1s).

M, Jilge R, Yxe K, z=-1g= lzx = 2.

MoV N MOpl N Z =V e I et e Bl =S o)

M, Vi.ye K, 2y = ya.

D Vx v 2e K, 2(¥ + 2) = ¥y + xz,

Exemple de corpuri comutative, (Q, +, ), (R. +, *) si (C, -, °).
=

Corpul claselor de resturi modulo, p, cu p numdr prim (p = 2).
Multimea matricelor

(A A s A A A A A A A A A
fo o 0. AT D %<2 115, <0 1 | 1= 2
iA A, A A! A A, A A’ A A’ A A,
W Rl A S ) g= 1 9% 1l T

A A A A A A

(2 0 2 1 2 2

] b
A A A A A A
Vol 2 g il i

cu clemente in Z;, inzestratd cu adunarea si inmuiiirea, este un corp.
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Teoremd: 1. Corpurile nu admit divizori ai lui zero.

2. Elementele diferite de zero dintr-un corp formeazd un grup fatd de
inmultire.

2.18.5. Morfisme (omomorfisme)

Fie E si F doud multimi inzestrate cu structurile algebrice (S) si (7).
Admitem ci sint date o aplicatie asociind la fiecare lege interni T relativa
la S o lege internd | pe F relativd la (T) sio aplicatie asociind la. fiecare
lege externd = pe. E, avind drept domeniu al operatorilor pe Q, o lege externi.
= pe F, cu acelasi domeniu de operatori, aceste aplicatii fiind bijective.

O aplicatie f : E — F se numeste morfism relativ la structurile (5) si (7)
daca

) Vx, yeE, flx_1y)=[f(x)T 1)
2) VX, x)e QxE, f(h» x) = A+~ f(x).

Morfism (omomorfism ) de grupuri. Fie (G, *) si (G’, +) doud grupuri. Se:
numeste morfism de grupuri o aplicafie f: G — G’ pentru care

Vr.yeG, flxwy)=1(x)-f()-

2 0
Exemple. 1) Aplicatia f:(R*, <) — (M,(R), *), cu f(x) = (0 )' unde
g x

M, (R) este mulfimea matricelor nesingulare de ordinul al doilea cu elemente-
reale este un morfism al grupului (R*. -) in grupul (M,(R), -),
2) Grupul multiplicativ al numerelor complexe nenule este omomorf cu

grupul multiplicativ al numerelor reale pozitive prin f(z) = |z]|.

Teoremd. Dacd [ este un morfism de la G la G, atunci f(¢) = ¢’ 5i YxeG
avem f{x) = (f(z)"

Morfism (omomorfism ) de inele. Tie (A, 4+, ) si (4’, +, -} doud inele.
Se numeste morfism de inele o aplicatie f: 4 — A’ pentru care

Vx, ye A, flx+y) = f(x) +f(3); flzy) = f(z) - fly): (D= L.

Exemple. 1) Aplicatia care asociazi oricirui intreg rational clasa de res-
turi modulo » este un morfism al. inclului (Z, +, -) in inelul claselor de res-
turi modulo n, (Z/nZ, +, -).

2) Aplicatia f: (C, +, ) = (Z + V2Z, +, +), de la inelul numerelor com-
plexe la inelul numerelor de forma a + VZb, cu a, beZ definitd prin

fla+1b) =a+by2
cste un morfism de inele.

Morfism (omomorfism ) de corpuri. Fie K si K’ doud corpuri. Se numeste
morfism de corpuri o aplicatie f care este un morfism de inele de la N la A'.

2.18.6. Izomorfism

Fie E si F dou4 multimi inzestrate cu structurile algebrice (S) si (7). Se
numeste izomorfism al lui E in F, orice morfism bijectiv.
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Rezultd astfel imediat definitiile izomorfismelor de grupuri, de inele si
de corpuri.

Exemplu. Fie grupurile (C, ) si (C, +), unde Vx, ye€C, x ey =2 + y + 1
St -y =249yt

Atunci f: C— C, cu f(z) = iz. este un izomorfism de grupuri.

Inelul intregilor lui Gauss ({z]|z = x + 13, x, y€Z}, +, *} este izomorf

xr Y
<u inelul matricelor [{M = [ }} x, yeZ;, -+, } prin functia cu valori
N,

matriceale:  f{x + 1y) =[ | ?
=1 x

2.18.7. Automorfisme

Se numeste automorfism orice 1zomorfism de la E la L.

Exemple. 1) Fie E grupul multiplicativ al numerelor reale nenule. Atunci
f(x) = x*™+1 e N, este un automorfism de la E la E.

2) Fie 4 uninel. Dacid a € 4 admite un invers a7}, atunci f(x) = & X a™!
este un automorfism al lui 4.

3) Fie (C, 4, +) corpul numerelor complexe. Aplicatia {1 C— C, cu f(z2) =
este un automorfism de la C la C.

(2]

2.18.8. Endomorfisme

Se numeste endomorfism ovice morfism de la I la L.

Exemplu. Fie E grupul multiplicativ al numerelor reale nenule. Atunci
J(x) = 2™, m e N*, este un endomorfism de la E la E.

2.19. Spatiu vectorial
2.19.1. Lege de compozitie externd

Definitie. Fie Q si M dowd multimi nevide. Se mwmeste lege de commpozitie
externd orice aplicatie de la Qx M la M.

Astfel Ja orice ¢ din  si x din M corespunde un singur element (o singurd
imagine) in M si pe care il (o) vom nota @ * x sau Y{z. x),

Se scrie §: QXM — M sau (o, ) > a* 1.

Multimea Q se numeste domeniul operatorilor, @ €  purtind numele de
operator sau scalar, iar multimea M se numeste mul{unea vectorilor, orice
x € M numindu-se vector.

Orice lege internd » definiti pe EXE cu valori in E, (x, y)/— 2 =3,
poate fi consideratd drept o lege externd dacd, domeniul operatorilor nu
mai este ,exterior” fatd de E, ci este tot E (in cele ce urmeazi vom vedea
<& R este un spatiu vectorial pe el insusi, considerind multimea operatorilor R,
sar multimea vectorilor de asemenca R).

Exemplu. Inmultivea vectorilor de f:ozzhe cu un <calar Fie Q = Rsi M = R?,
multimea wvectorilor de rontm 7 =x1 + yj B zk ai punctelor P{r ¥, 2)
din R%. Prin definitie (a. 7 )i—a7 rcprczinta vectorul de pozitie al unui punct P’,

—
definit astfel: | O’ i de Osi P,
de aceeasi parte cu I? cmd a> 0 si in partea. opusa cind o < 0. L -egea de com-
pozitie externd definitd pe Rx M cu valori in M, cu (e, 7 7)|—> a7 se numeste
inmul{irea vectorilor de pozitie cu scalari.
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2.19.2. Spafiu vectorial

Fie (K, +, *) un corp comutativ, M o multime inzestratd cu o lege da
compozitie internd notatd aditiv si fic o lege externd de la K X M la M,
notatd multiplicativ.

Se numesgte spatiu vectorial peste K tripletul (M, 4, -) care verificad
urmitoarele axiome:

1. Vz,9.2eM, (x+y)+z2=2x-+ (y+2)

)

Vv, yeM, x+y=y+=x

3. 30y eM, VxeM, x4+ Oy =0p+ x = x

. VxeM, I (—x)eM, x4 (—zx) .= (—x) + x =0y
5)

Wi e M =
11
6. Vo, BeK, YxelM, afx)=(«f) x
{7. Va, Be K, VzreM, («+ B)x=ax+ B«
[11
8. YaeK Vx,yeM, alr+y) =ax+ ay.

Exemple. 1) Fie K =R = M; atunci (R, +, ©) cste spatiu vectoria
peste el insusi. ;

2) Mulfimea solutiilor ecuatiei diferentiale ' 49 =0, M = {p :[a. b] =
“ R— R|9”(x) + ¢(x) =0, Vxe(a,b)} inzestratd cu operatiile naturale
«¢ adunar a functiilor si de inmultire cu scalari a acestor functii, este un
patiu vectorial pestc R.

3) Multimea C a functiilor definite si continue pe un interval [a. b] = R,
«u valori reale, este un spatiu vectorial peste R fatd de operatiile naturale
(v adunare a functiilor (Vf.geC si Vrela, bl. (f+ g)(x) = f(x) + g(x))
yt de inmultire a acostora cu scalari (Y2e R si VfeC, (Af)(x) = Af(x))-

Consecinte ale axiomelor spatiului vectorial.

1. Ya. BeER si Vr.yelM, avem o(r —3) = ax —ay Si (x — 8) # =
ax — Px.

2. Va€ K, aOp = Oyr.
3. YxeM, Ogx = Oy
4 VxeM, (—1lg) x = —=x.

S ax = 0y = a = Og sau x = Oy

2.19.8. Bazd. Dependentd si independenid liniard

Bazd. Fie M un spatiu vectorial peste K. Elementele e, e,, ..., &5 din M
constituie o ba:d a lui M daci:

"
1y YaeM, o . or,.»e-'K astfel incit x = Zage‘-.

”
2) E aje; = 0, cu ey ..., ap€ K, implicd o =y = ... = &g = Ox.
1=1
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Exemple. 1) Vectorii ¢; = (1, 0), ¢, = (0, 1) constituie o bazi a spatiului
vectorial al vectorilor de pozitie din R,

2) Vectorii ¢ = (1,0, 0), ¢, = (0, 1, 0) si 3= (0, 0, 1) constituie o baza
a spatiuloi wvectorial R,

Cembinatie liniavd cu cocficienti in K. Fie x € M un vector. Vectorul s

este o combznalze liniard a veclcnh; Jl X3, sy 2 din MM, dacad = S0y, Uay eeey ameX
astfel incit

A= X T e T OmAme

Indefendentd liniard. Vectorii Xy, ..., &y din M se numesc liniar independenys
daci

%X+ waX o T Um¥m = U3, 03y @5 eee 0 € K,
implicd o) = %, = ... = am = Of.
Exemplu. Vectorii (1, 0 si (0, 1)'din R* sint liniar independenti sau distinc{ii
Dependentd lintard. Vectorii xy. ..., xm € M se numesc liniar dependenti.
dacid Ja,, ..., om € K, nu toate nule, astlel incit si avem

%1% -+ oo+ omAm = 0a1.

Exemplu. Vectorii (2.2) si (1. 1) din R® sint liniar dependenti, fiindcia
{2, 20— 2.(1, 1) =0,
Ceordonatele unui veclor tidy-o bazd. Dacd ey, €, ..., ép cste o bazd a spa-
tiulut vectorial M peste K si x e M, alunci scalarii oy, ..., ¢, € KX, unic deter-
n

minati, astfel incit sd avem x = E @iy, S¢ numesc cocrdonatele vectorulu
=1
x in baza respectiva.
Exemplu. Vectorul de poziti 7 (2. 3) in baza e;=(1, 0), &, = (0. 1) din.g-’
are coordonatele ¢, = 2 §t ¢, =3 .

2.19.4. Transformdri liniare

Fie M si M’ doud spatii vectoriale peste A Orice aplicatie T : 3 — M’ se,
wumeste transformare liniard sau operatic liniard, dacd are proprietatile:

H Nz e, Tle+2) =Tx) 5 L(H);
2} ' Vaee K, VxeM, Tlax) = o1 (x).

Exemple. 1) Fie CY1) multimea functiilor de clasi €. definite pe 1.

K > . . -a . <1 2 . . -
Fic — operatia prin care unei functii din C! ii asociem derivata sa. Deci

dx :
(Tfix) = (i f'] (x) = f’(x). Accastd operatie este o operatie liniard.
B dx -~
o Transformarea dela R? la R? deflinitd astlel:
3 =i el Bl =y =

este o transformdre liniard.
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2.20. Folosirea tabelelor 2.1 —-2.7

Tabela 2.1. Coeficienti binomiali

Tabela confine ceeficientii binomiali, CE, 0 < £ < ». care apar in dez-
5 7
voltarea binomului lui Newton: (a + &) = E Ckan-¥p*, 1n prima coloani
k=0
se di #n, iar in celelalte C3, ..., CB de lan = 1la n = 15. Folosirea tabelei e>te
imediati: ne alegem » $i apoi, pe acecasi orizontald cu #, cmm Ck k=01,
care ne intereseazi.

Tabela 2.2. Logaritmii zecimali ai numerelor de 1a 1 ]a 100

In aceasti tabeld sint date mantisele sau pirtile zecimale ale logarif-
milor numerelor intregi cuprinse intre 1 si 100. In coloana N\ sint trecute
numerele de la 1 la 99, cifra zecilor fiind scrisd o singurd dati. Modul de
utilizarea al tabelei rezulti imediat.

Tabela 2.3. Logaritmii zecimali ai numerelor de la 100 la 10 000

fn aceasty tabeli siut date mantisele numerelor intregi cuprinse intre
100 si 10 00Q. Numerele formate din trei cifre se gisesc in coloana N, iar
in coloana aldturatd (coloana 0) se afli mantisele respective. Pentru usurinta
citirii mantiselor, primele lor doud cifre n-au fost scrise decit o singurad dati
si numai in coloana 0. Daci numercle au patru cifre (ale cdror prime trei
cifre se afld in coloana N. iar a patra in fruntea uneia dintre celepzece coloane
aldturate), atunci ultimele trei cifre ale mantiselor logaritmilor respectivi
si gdsesc la intersectia liniei numarului format de primele trei cifre cu coloana
care are deasupra cifra unititilor; grupa de doui cifre cu care incepe mantisa
se ia din coloana 0, pe aceeasi linie sau mai sus, In cazul cind ultimele trei
cifre sint insemnate cu o stelutd, primele doud cifre se iau din rindul urmator.

Se pun doud probleme in calculele cu logaritmii: aflarea logaritmului
unui numir dat si aflarea numdirului al cirui logaritm a fost dat.

Problema |
Cazul 1, Numdirul are mai putin de trei cifre, adicd se giseste in tabele.

Exemplu. Sa se afle lg 542,3. Netinind seamd de virguld, ciutim mantisa
{ogaritmului numirului 5 423, ale cirei ultime trei cifre le aflim la interséctia
liniei nmumirului 542 din coloana NV si a coloanei lui 3; gisim 424. Addugind
si primele doud cifre, 73, mantisa cdutatd este 73 424; deci

lg 5423 = 3,73 424
(caracteristica, sau partca intreagd a logaritmului, este 3) si
el Bhhal e el

(caracteristica este 2).

Cazul 2. Numirul considerat are cinci sau mai multe cifre, deci nu se
giseste in tabele.

Exemply, Si se afle 1g 23 438,

CAutdm mafl intii mantisa logaritmului numirului 2 345; gdsim 37
{am luat 37 I loc de 36, intrucit ultimele trei cifre ale mantisei au o steluti).
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Peci

lg 2345 = 3,37 014
Bar-
lg 2 346 = 3,37 033.

Mantisa logaritmului numdirului 2 345,8 este cuprinsd intre 37014 si
37 033, intre care existd o diferentd de 19 uniti{i de ordinul al cincilea zecimal.
Admitind ci cresterea numarului este proportionald cu cresterca logaritmului,
urmeazd cid unei cresteri cu o unitate a numirului 2 345 ii corespunde o
crestere.a logaritmului cu- 19 unitdti de ordinul al cincileca zecimal. Deci cres-
terii de 0,8 unitéti ii corespunde o crestere de 0,8 x 19 = 15,2 sau aproximativ
de 15 wnititi de ordinul al cincilea zecimal al logaritmului. Asadar mantisa
logaritmului ‘numiirului 2 345,8 este egald cu 37014 + 15 = 37 029 si deci

Ig 2 345,8 = 3,37 029.
Urmeazd, cd
1g 23458 = 4,37 029.

Im scopul ugurdrii calculelor, in cazul cind numdérul al ¢drui logaritm se
cautd are mai mult de cinci cifre, pentru a g#si cresterea corespunzitoare
a logaritmului se folosesc pértile proportionale scrise in ultima coloanid P.P.

Exemplu. Si se afle logaritmul numérului 147 756. Se cauti intii mantisa
logaritniului numarului 1477,56. Pentru aceasta se afld in primul rind man-
tisa logaritmului lui 1477; se giseste 16938, apoi mantisa logaritmului lui
1478 si se gaseste 16967. Diferenta intre aceste doud mantise este 29 de
unititi de. ordinul al cincilea zecimal. Cresterii numdirului 1477 cit 0.56 ii
corespunde o crestere a logaritmului egald cu 0,56 X 29 unitdti de ordinul
al cincilea zecimal. Se'evitd inmultirea. ciutindu-se in coloana P.P., coloana

care are scris in capitul ei valoarea 29; la intersectia acestei coloane cu linia,

lui 5 (care reprezintii zecimi) se giseste 14,5 &~ 15 unitdti de ordinul al cin-
cilea zecimal care reprezintd cresterea logaritmului pentru cresterea numirului
cu 0,5. La intersectia coloanei lui 29 cu linia lui 6 se gdseste 17,4 unitdti de
erdinw al cincilea zecimal, corespunziitoare unei cregteri a numarulut cu 0,6;
unei cresteri a numirului cu 0,06 ii-corespunde o crestere a logaritmului cu
1,74 & 2 unitdti de ordinul al cincilea zecimal. Deci mantisa ciutati este
16938 4 15 4 2 = 16955, iar lg 147756 = 5,16955.

Preblema 2

Cazul 1. Mantisa logaritmului sc giseste in tabele si deci numirul se afli
imediat,

Exemplu. Sa se afle numirul al cdrui logaritm este 1,91 089.

Se cautd in coloana O pind cind se gisesc primele doud cifre ale mantisei
care sint 91; acum se afli foarte usor $i ultimele trei cifre, 089. Pe linia Iui
089, in caloana N, citim 814 iar pe coloana lui 089 citim 3; deci tinind seama
de caracteristici, numirul ciutat este 81,45.

Cazul 2. Mantisa nu se giseste in tabele.

Exemplu. S4 se afle numirul al cirui logaritm este 2,73 129, Din tabele
se deduce ci mantisa logaritmului numirului ciutat este cuprinsi intre 73 127
si 73 135 cirora le corespund numerele 5 386 si 5 387; ea este mai apropiati
de 73 127 de care diferd prin 2 unititi. Diferenta dintre mantisele 73 135
si 73 127 este de 8 unititi. Admitind iardsi ci cresterea numerelor este pro-
porfionalid cu cresterea logaritmilor respectivi urmeaza ca unei cresteri 2 man-
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tisei cu 8 unititi de erdinul al cincilea zecimal ii corcspunde o crestere de @
unitate a numdérului; asadar unei cresteri de 2 unitidti a mantisei corespunde o

2 o ] Vo ;
crestere deg = 0,25 unitdfi sau aproximativ de 0.3 unrititi a numdrului.

Tinind seama de caracteristici, numarul al cirui logaritm este 2,73 129 este
538,63. Se mai poate gisi cresterea corespunzitoare a numdarului cu ajuterul
ultimei coloane P.P.

Tabela 2.4. Antilogaritmi

Cu ajutorul acestei tabele putem afla numerele (antilogaritmii) cores-
punzatoare unor ]ogaritmi dati. Mantiscle logaritmi]or sint date cu trei cifre,
pnmele doud aflindu-se in coloana intii, iar a treia in capul uncia din ccle
zece “coloane-urmitoare. Modul de folosirc este foarte simplu. De exemplu
si se afle numirul corespunzitor logaritmului 1,7423. Ciutim mai intii numéarnl
corespunziitor logaritmulni 1,742 ; Ja intersectia liniei lui 74 cu colcana Iui 2
aflim’ numirul ciutat 5521 (uu tinem seama de virguld). Difererta intre
numdrul urmitor si acest numir este 13 care corcspunde unei cresteri cu o
“unitate de ordinul al patrulea zecimal al inantisei. Deci cresterii cu 0,3 a man-
t.sci corespunde o crestere de 0,3 x 13 =39 ® 4 a nvmirului. Asadar
numo.rul ciutat, tinind seamd de caracteristicd, este 55,25.

Ta bela 2.5. Logaritmii naturali ai numereler de la 1,00 Ia 9,59

Tabela se foloseste simplu. De exemplu, si se afle In 2,37. La intersectia
liniei 2,3 cu coloana lui 7 se gidseste logaritmul ciutat: 0,8629.

Combinatd cu tabela 2.6 (logaritmii naturali ai puterilor Iui 10), aceast}
tabeld poate {i folositd si pentru aflarea logaritmilor naturali ai alter mumere
care nu figureazd in 2.3,

. Exemplul 1. Si se allc in 734. Avem
In 734 =1n7,34 + In 10* = 1,9933 4+ 4,6051702 ~
& 1,9933 + 4.6052 = 6,5985.
Exemplul 2. Si se afle In 0,00431. Avem
In 0,00431 = In 4,31 —In 10% = 1,4609 — 6,5077533 =~
& 1,4609 — 06,5078 = — 5,44069.

Tabela 2.6. Logaritmii naturali ai puterilor lui 10
Modul de folosire al acestci tabele este evident (vezi §i indicatia pentru
utilizarea tabelei I1.2). :

Tahbela 2.7, Multiplii lui 1/M pentru transfcrmarea legaritmilor zecimali
in logaritmi naturali

in tabeld n au fost trecuti multiplii de la 11a.9 ai Tui 1/M, intrucit se
pot deduce usor din multiplii 10. 20, 30 etc. prin simpla mutare a virgulei
spre stinga, peste o cifrd. Modul de folosire este imediat.

Exemplu. Si se alle In N stiind cd Ig N = 0,13:217. Se stie c&
4 1
In N= —1Ig N,

* M
adicd, in cazul nostru,

N = b x0:13217,
M




Yy M

g
In N=— X013 + —1- x 0,0021 — ﬁ—l X 0,000 07,
I

care se mai poate scrie

1 1 1= 1 1 1
In N= — % I3 X — 4 — X 21 X + — X7 .
M 100 A 10 000 M 100 000

. v e 5 o e ;
Cédutind in tabeld multiplii 13, 21 si 7 ai lui —, obtinem
M

In N = 2995561 x —1 -+ 48,35 429 % =
100 100 000

~+ 16,118 096 x
0
= 0,29 934 = 0,00 484 + 0,00 016 = 0,30 434.

Tabela 2.8 Multiplii modului M pentru transformarea logaritmilos
naturali in logaritmi zecimali

In tabeld n-aun fost trecuti multiplii de la 1la 9 ai lui M, deoarece se
pot deducs .cu usurintd din multiplii 10, 20, 30 etc., prin mutarea virgulei
spre stinga peste o cifrd, Modul de folosire este imediat,

Exemplu. S8 se afle 1g N stiind cd In N = 1,24514. Se stie ci

lg N =M In N,
in cazul nostru
lg N =M » 1,24514.
Aceastd cgalitate se mai poate scrie
la V=M » 12 + M % 0,045 + M x 0,00014 =
1

I 1
=M o 12 — M A3 ——— M o % ,
10 1000 100 000

Cauvtind in tabeli multiplii 12,45 si 14 ai Iui M, obtinem

g N = 3521153 x 4+ 19,54325 x — -1— -+ 6.08012 x

0 1000 100 000
— 0,52115 + 0,01954 + 0,00006 = 0,54075.

Tabel a 2.9. Valorile functiilor ¢Z si ¢ % pentru x €[0, 10]
Aceastd tabeld contine valorile functiilor e® si e~%, x variind de la 0 la 10.

Valorile lui ¥ merg din sutime in sutime de la 0 pind la 4 si din zecime in
zecime de la 4 la 10. Tabela se foloseste prin citirea directd.
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3. GEOMETRIE

3.1. Geometrie pland

" 8.1.1. Teoreme §i relagii in triunghiuri, patrulatere
st poligoane oarecare

1) Triunghiul dreptunghic (fig. 3.1). Nofatii: a — lungimea ipotenuzel;

b, ¢ — lungimile catetelor; S — aria; 4D — indltime; 4 E — mediand;» — raza
cerculul inscris; R — raza cercului circumscris).

a® = b - ¢* (teorema lui Pitagora ) e !
AD* = CD - DB (teorcma ndllimii ) 0
AB* = BD-BC (teovema catetet ) B 3 &
S=bc/2; a=2R; AD = AB - AC/BC
Ed = EB = EC A ¢ é
+ =2 - a Fig. 3.1

2) Triunghiul oarecare

Notatii (fig. 3.2): a, b, ¢ — lungimile laturilor; kg =lungimea indltimii
ce pleacd din virful 4; p = (@ = b + ¢)/2 = semiperimetrul; K == lungimea
razei cercului circumscris; O — centrul cercului circumscris; » = lungimea
razei cercului inscris; I — centrul cercului inscris; #g, 7y, 7¢ = lungimile razclor
cercurilor exinscrise ; m, = lungimea medianei dusd din virful 4; 4AE = 1,4
= lungimea bisectoarei interioare a unghiului 4; i; — lungimea biscctoarei
exterioare a unghiului 4; S = aria; s = (mg + mp -= m)[2;

- ¢ — 2bc - cos A (teovema lui Pitagora generalizald)

2

5y ST AR SR — :
e == o el o R 2 ch(p—b)(p—c) (a>b>c¢,
! b —¢
lung. bis. ext.);
2bc cos —
2 A 9
'l.a = - \‘,‘/70((1) == [I) == h[x = ~ 5
b+c¢ B—-C b+c
cos
2
“be
18— Do -———(f—*:;
& -+ ¢)?
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!
|
Mg Il b
gL |5
c /R Ly
hﬂ
5 I DLE S ¢
Fig. 3.2
ahy abc _— A LB C
S=—=— = == _ == ¥ -fn_t_ —_—
2 iR pr=(p —a)ra = \/”’a"b”c ? > g > g =
A be sin 2
= p(p —.a) tg = 2R? sin A4 sin B sin C = liead =
2 2
2in B sin C 7% sin B
=Aplp—a)p —O) (P —0) =2 - —
Velp ( ? ) 2 sin A4 2sin 4 sin C

2
[

. A B c 4
= v* cotg 5.- cotg7 cotg :7 = ? .js(s — Mg) (§ — myp) (s — myg);

<

1 1 1
— 4+ =+

+
I
I

1
I =rg+7p +7¢—7, —=
¥ Ya ¥y re

(tecrema bisectoarei) ;

Fig. 3.3

B'CY = acos d_(B'C'— Ilungimea unei antiparalele) {lig. 3.3)

¥
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3.1.2. Teoreme remarcabile

1) Suma unghiurilor unui triunghi este egald cu 130°,
2) Teorema lui Thales. O paraleld la una din laturile unui triunghi imparte
celelalte doud laturi in segmente proportionale: (fig.-3.4):

PEfECe
. DB  EC :
: ? )

Fig. 3.4

3) Teorema bisectoarei. Bisccloarcle (interivard si cea exterioard) unuf’
unghi dintr-un triunghi fmpart respectiv latura opusi in segmente proportio-
nale cu celelalte doud laturi (lig. 3.5):

AB BLSe G B

HC RN D b AG W CE

L 8 0 c

4) Teorema lui Stewart. Daci A, B si C sint frei puncte coliniare, in
aceasti ordine, iar O este un punct exterior dreptei pe care se afld cele trei
puncte, atunci avem (fig. 3.6):

OA*+ BC —OB*+4C 4-OC*vAB = AB - BC+ CA.
5 L
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5) Teorema lui Menelaus: Daci pe laturile BC, (.A AB ale unui triunghi
ABC ludm trei puncte M, N, P care verificd relafia (fig. 3.7):

_MB NC 7)?17_1
/i
i
] N
M
B G
Eagrs 3.7

atunci aceste trei puncte sint coliniare.

6) Teorema lui Ceva. Dacid pe laturile unui
triunghi ABC ludm trei puncte M, N, P astlel’
incit i avem relatia (fig. 3.8):

MB NC P4 _

MC -NA PB

atunci dreptele 43, BN si CP sint concurente, g

7) Teorema lui Pompeiu. Dacd in planul unui umnnlu echilateral 4BC

Iniim un punct 7, atunci cu segmentele 14, IB st IC se poate construi un
triunghi (care poate fi eventual degenerat).

8) Distanta !l dintre centrul O al cercului circumscris unui trinnghi si centrnl I
al cercului inscris in acelasi triunghi este

I = 4/R* — Ry.

9) Teorema lui Nagel. Dacd O este centrul cercului circumscris unui triunghi
ABC, atunci A0, BO si CO sint perpendiculare pe laturile triunghinlui ortic.
10) Dacd indltimile triunghiului intersecteazii cercul circumscris in 4°
2 # A o o
1’, C’, atunci 4 este mijlocul arcului BC’ ete.
11) Cercul lui Euler (cercul celor 9 puncte). Daci 4 BC este un triunghi,
atunci picioarele indltimilor, mijloacele laturilor si 1ijloacele segmentelor
1H, BH, CH, unde H este ortocentrul triunghiului, sint conciclice. Raza cer-
cului lui Euler este RJ2.

12) Postulatul lui Euclid. Fiind date un punct 4 si o dreaptd d, care nu
trece prin A4, existd o singurd paraleld la & cara trece prin A.
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13) Dreapta lui Simson. Daci dintr-un punct M al cercului circumscris
triunghiului 4 BC se coboard perpendicularcle MD, ME, MF pe BC,CA $i
A DB, atunci punctele D, E, F sint coliniare (fig. 3.9).

7 B\/C
~
Fig. 3.9 i
1
14) Teorema lui Steiner: Dacd prin virful A4 al triunghiului 4 BC ducem

doua drepte simetrice fata de bisectoarea unghiului 4, care intilnese latura BC
in M si N, atunci avem

AB:-CM:CN = AC? - BM ‘ BN.

15) Inegalitdfile triunghiului. Cu segmentele a, b, ¢ se poate construi un
triunghi daci si numaidacia <b -+, b<c+a,c<a-+b sau |b—c|<
< a<b+ec

16) Bisectoarele unghiurilor unui triunghi sint concurente in centrul
cercului inscris in trunghi.

17) Mediatoarele laturilor unui triunghi sint concurente in ceuntrul cercului
circumscris triunghiului.

18) Medianele unui triunghi sint concurente in centrul de greutate al
triunghiului.

19) Iniltimile unui triunghi sint concurente in ortocentrul triunghiului.

20) Un unghi exterior al unui triunghi este egal cu suma celor doud unghinri
ale triunghiului, care nu-i sint aldturate.

21) Intr-un triunghi cu doud laturi neegale, laturii cu lungimea mai mare
i se opune unghiul mai mare si reciproc.

22) Segmentul care uneste mijloacele a doud laturi ale unui triunghi este
paralel cu a treia laturd si este egal cu jumatate din aceasta.

23) Raportul ariilor a doud triunghiri asemenea este egal cu pitratul rapor-
tului de aseminare al acestora.

3) Paralelogramul (fig. 3.10) 4, b lungimile laturilor, d;, d; = lungimile
diagonalelor, @ := nnghiui diagonalelor, % = lungimea inditimii, S == aria)

d3 + d3 = 2(a® + b%) (teorema paralelogramului)
i

2

4

S'=ah=.qbsin B'=
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w Q

Fig. 5.10 Fig.3.11
4) Dreptunghiul (fig. 3.11) (e, b — lungimile laturilor; ¢ — lungimea dia-
ronalei; @ — unghiul diagonalelor; S = aria)
12 si
T

5) Pitratul (fig. 3.12) (@ — lungimea laturii; D = 2R = jungimea diago-
nalei; R — lungimea vazei cercului circumscris; S — aria)

2
S =at =-£)— = 2R3,
2
A »
¢
a g \a
a
B 0
) az
h
0
a a
a [
c
Fig. 3.12 Fig. 3.13

t) Rombul (fig. 3.13) (¢ — lungimea laturii; d;, d, — lungimile diagona-
Iolor; » — unghiul dintre laturile A B $i AD; h — lungimea indltimii; S — aria)

2, ds
it ah.

S'= g*sing —
| Trapezuloarecare ({ig. 3.14) @ == 4B — lungimea bazei mari; & = DC —
lingimea bazei mici; . — lungimea indltimii; GH — linia mijlocie; dj,

lnngimile diagonalelor; ¢ — unghiul diagonalelor; O — punctul de inter-
tie o diagonalelor; S — aria

OF = 0I'; GH = (a--b)J2; PQ=(a—0b)2;

{a - b) 1 dy si a 2 _ T AN Yot AR . e
{a - b) I L {l(_;lllq-’ ; di i d's = AD? + BC2 4 24AB+ DC.

2
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8) Patrulaterul inscriptibil (fig. 3.15) (a, b, ¢, d — mingimile laturilor e,
8, v, 8 — unghiurile patrulateralui;  p — semiperimetrul; dy, d, — lungimile
diagonalelor; S — aria)

A A 3
e+ y=P3+08=180°; Bp= 4, ctc.
dy sdy = ac% bd

d, ab -+ cd Teoremele lut Plolemen

—{Z_: ad - be

d,d, sin @

S=lp—a)(p—b)(p—c (p—d) =

Poligonul se descompune in triunghiuri si
trapeze. Aria sa, S, Cite suma ariilor parti=
ale” Sy, Sy nSs Se Ss L

%

S=51+Sg‘{“3+s.j+55;

ariile partiale se calculeazd cu tormulele cunos=
cute.
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onalelor.

10) Patrulaterul oarecare. Tcorema lui Euler. In orice patrulater suma pa-
- - > >~ o . Iy
clor lungimilor laturilor este egald cu suma pitratelor lungimilor. diago-

lor, plus de patru ori pitratul lungimii segmentului care uneste mijloacele
. >
I'1) .Poligonul regulat cu n laturi

fiop

inscris intr-un cerc de razd R (fig. 3.17)

Latura: 4B = 2R cos

) 1 D
Aria: S, = — nR? sin
2

I!) Suma unghiurilor unui poligon convex oarecare cu n laturi este U =
n—2) 180° = (n — 2)=.

3.1.3. Cercul

I == lungimea razei cercului; L = lungimea cercului; } = lungimea ar-
i de z radiani; S = aria cercului).

l = Re:

=

wk*

2
Aria sectorului A0B = —Oi?—

2
Aria

(¥

segmentului s = aria  sectorului
AOB — aria triunghinlui 40B.
Aria unei coroane circulare
I'coreme remarcabile referitoare la cere.
1) I

(k2 — ).

In acelasi cerc sau in cercuri egale, la unghiuri la centru egale corespund
1 coarde egale si reciproc. h

| Diametrul perpendicular pe o coardid a cercului imparte ccarda si arcele
punzdtoare in cite doud pérti egale si reciproc.
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A 3) In acelasi cerc sau in cercuri egale, la
arce egale corespund coarde egale si reciproc.
4) Arcele cuprinse intre doul coarde pa-

ralele sint egale.

5) In acelasi cerc sau in  cercuri egale,
coardele cgale sint egal depdrtate de centru
si reciproc.

6) Dacd 4 BC este un triunghi inscris intr-un
cerc 'si CA’ este o semitangentd in C, atunci
< BAC S BCA” si reciproc (fig..3.19).

AI
Fig. !

3.1.4. Locuri geometrice fundamentale

1) T.ocul geomietric al punctelor egal depidrtate de extremititile unui seg-
ment de dreapti este mediatoarca acelni segment.

2) Locul geometric al punctelor interioare unui unghi egal depiirtate de
Iaturile sale este bisectoarea acelni unghi.

3) Locul geometric al puuctelor egal departate de doud drepte concurente
este reprezentat de biscctoarele unghiurilor formate de cele doudt drepte.

4) Locul geometric al punctelor situate Ja o distar.tid datid de o dreapta data
este reprezentat de douit drepte paralele cu dreapta dati.

5) Locul geometric al punctelor din plan egal depirtate de un punct dat
este an core.

6] Locul geometric al punctelor din care un segment de dreaptd se vede
sub un unghi dat este reprezentat de doud arce de cere, care au aceleasi extre-
mitati ca si segmentnl siosint simetrice fati de dreapta pe care este situat
segmientul. ;

7) Locul geometric al punctelor din care un segment de dreaptd se vede
sub un nnghi drept cste corcul ce are segmentul respectiv drept diametru.

8) Locul gecometric al punctelor N, care impart intr-un raport constant
segmentele determinate de un punct fix 4 si de un punct mobil A de pe o
dreaptii datd d este o paraleld la (d), care imparte distanfa de la' 4 la (d) in
acelasi. raport.

9) Locul geometric al punctelor pentru carce raportul distantelor la doud
drepte paralele este constant este reprezentat de doud drepte paralele cu drep-
tele date.

- 10) Locul geometric al punctelor pentru care raportul ‘distantclor la doud
puncte fixe cste constant (# 1) este un cere.

11) Locul grometric al punctelor N, situate pe segmentele care unesc nn
punct fix 4 cu un punct M mobil pz o dreaptil (d) datd, astlel'incit AN« 43 = k-
este un core, care trecs prin A st are centrul pe perpendiculara dusid din 4 pe
dreapta (d).

12) Locul geometric al punctelor pentru care suma pitratelor distanelor
lot la douit puncte date este constantd este un cerc cu centrul in mijloenl seg-
mentnlui cu extremitiitile m ccle douik puncte.

13): T.ocul geometric al punctelor pentru care diferenta pitratelor distante-
lor lor la doudl puncte fixe este constantid este o dreaptd perpendiculard pe dreapta |
determinati de cele doud puncte fixe,

138


http:ceutrl11.in

14) Locul geometric al punctelor care au puteri egale fatd de doud cercuri
date este o dreaptd, anume axa vadicald a celor doud cercuri.

15) Locul geometric al punctelor de putere constanti fati de un cerc
duat este un cerc concentric cu cercul dat, un punct sau multimea vidd.

16) Locul geometric al punctelor egal depirtate de un punct fix (numit
locar) si de o dreaptd fixd (numitd directoare) este o parabold.

17} Locul geometric al punctelor ce au proprietatea ci suma distantelor
lor Ta doud puncte fixe (numite focare) este constantd este o elipsd.

18) Locul geometric al punctelor ce au proprietatea cd diferenta distantelor
lor la doud pnncte fixe (numite focare) este constantd este o kiperbold.

Observare foarte imporlantd: Pentru a aridta cd Jocul geometric al punctelor dintr-um
plan m, care au anumitd proprietate P este multimea de puncte L, trebuie si demonstrdm
wi an loe urmitoarele propozitii;

i) Orice punct al-mul{imii L are proprietatea P;

ii) Orice punct din planul 1t care are proprictatea. P aparfine mulfimii L.

3.1.5. Relatii in poligoancle vegulate inscrise
intr-un cerc .

Notatii: R = raza cercului circumscris; Ly = latura poligonului regulat
onvex cu n laturi; a, = apotema poligonului regulat convex cu # laturij
I, = latura poligonului stelat cu n laturi; a, = apotema poligonului stelat.
cu n Jaturi; Pz = perimetrul poligonului regulat convexcu n laturi; S, = aria
poligonutui regulat convex cu n laturi

Relafiis

Lyn= Y2R® — RYiRE — L%

1 T B = T
Aan = = V2R: 4 R I L3

Ve
Sp=—22

3.1.6. Folosirea tabelelor 3.1—3.3
‘Tabela 3.1. Laturile, apotemele si ariile poligoanelor regulate in functie
¢ raza cercului circumscris

I'abela se foloseste prin citire directd: pe prima linie sint trecute poligoancle
(opulate, iar pe celelalte trei lungimile latarilor, ale apotemelor si ariile respec-
i1 elor poligoane in functie de R {raza cercului circumscris).

labela 3.2. Puteri, radicali, logaritmi naturali, valori reciproce, lungimi
i arii de cercuri

labela se foloseste prin' simpla citire a valorilor ciiutate; prima coloand
e numerele de la 1 pind la 1500, iar celelalte coloane, diferite puteri,
licali, Togaritmii naturali ete., ai acestor numere.

I'wbela 3.3. Valori numerice importante (expresii in 7=, g §i ¢)
\lodul de utilizare este evident. In coloana a treia si a sasea sint dafi lo-
poaritmii zecimali ai numerclor din coloana a doua $ a cincea.

» .
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Tabela 3.1 Laturile, apotemele si ariile poligoanclor regulate in functic de raza R a cercului circumscris

= Poligonul regulat

Triunghiul Patratul Pentagonul Pentagonul Hexagonul
RS cchilateral . convex stelat o,
Elementele R (n=3) St (n=5) (n=5) (n=6)
Tatura (Lqgosaw il NN 5
(Ln ») R{3 Ry2 Ry 102452 R10 -+ 2{52 -
Apotema (ap san a,)) RJ2 R22 R(y5 - 1)/4 R(J5— )4 R332
e i
S 4 s SRS 5 T IR2 J 32
Asia (Sn) ! 3R2 {34 2R —J10%2/5 3R Y312
8
Tabelul 3.1 (centinuare)
\"\~\ Poligonul regulat Octogonul Octogonul Decagonul Decagonul Dodecagonul Dodecagonul
< convex stelat convex stelat convex stelat
Elementele \ (n=8) (n=8) (n=10} (n=10) (n=12) (n=12)

Latura (L, san L;)

RY2-y2

RV242

R(J5=1)12

R(Y5+1)12

R(y 6 —y2)/2

R(JG 1 Y22

Apotema (ay sau ap)

rN2+y2p2

Ry 10--24/5/4

rV10—-2y 5/4

R(Y G4 y2)/4

1 r(J6— V34

Aria (-qnl?

22

SR Jio—J3s

4

%)
=
)




Tabela 3.3. Valori numerice importante

(expresii in =, g si e)

” Inn o Inn
n 3,1415 93 0,49715 Iim 0,3183 10 1,50285
2r 6,2831 8% 0,79818 1:2r 0,1591 55 1,20182
3n 9,4247 78 0,97427 1: 3 0,1061 03 1,02573
in 12,5663 71 1,09921 1: 4n 0,0795 77 2,90079
n:2 1,5707 96 0,19612 2 0,6360 20 1,80388
w3 1,0471 98 0,02003 kIR 0,9549 30 1,97997
n: 4 0,7853 98 1,89509 4:m 1,2732 40 0,10491
n; 6 0,5235 99 1,71900 6: 1 1,098 59 0,28100
w: 180 (= 1°) 0,0174 53 2,24188 180°: 1 57%,2957 80 1,75812
10 800 (= 1%) 0,0002 91 4,46373 10 800: ¢ 3437°,74 68 3,53627
. 648 000 (= 1) | 0,0000 05 6,68557 648 000”: 1t 20626481 5,31443
n? 9,8696 04 0,99430 1: w0 0,1013 21 1,00570
V= 1,7724 54 |  0,24857 Virm 0,5641 90 | 1,75143
T 2,506628 | 0,39909 Vii2n 0,398942 | 160091
Vw2 1,2533 14 0,09806 Vzin 0,7978 85 1,90194
Ve 1,4645 92 0,16572 V1:m 0,6827 84 1,83428
Vi 3 1,6119 92 0,20736 V5: 4 0,6203 50 1,79264
2,7182 82 '0,43429 1:e 0,3678 79 1,56571
e? 7,3890 56 0,86859 1: et 0,1353 35 1,13141
Ve 1,648721 |  0,21715 Vie 0,6065 31 1,78285
Vi 1,3956 12 0,14476 Viie 0,7165 32 T.85524
emi2 4,810477 | 0,68219 e~ T 2 0,2078 80 | T 3178
e 23,1406 93 1,36438 e T 0,0432 14 2,63562
27 535,4916 56 |  2,72875 e—2r 0,001867 | 327125
cyy 0,5772 16 1,76134 Inm 1,1447 30 0,05870
M=Ige 0,4342 94 1,63778 1: M =In10 2,3025 85 0,36222
g%) 9,81 0,99167 1:g 0,10194 1,00833
g 96,2361 1,98334 1:2¢ 0,050968 2,70730
Ve 3,13209 0,49583 =Ve 9,83974 0,99298
V2 4,42945 0,64635 n V2 13,91536 1,14359

1) C este constanta lui Euler)

2) g este acceleraha gravitatiei in m/s?;

ol latitudinea 45°—50°

aici este datd valoarea rotunjiti a lui g la nivelul mAci}
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3.2. Geometria in spatiu

'3.2.1. Teoreme remarcabile

1) Daci o dreaptd din spatiu esté paraleld cu o drcaptd continutd intr-un
plan atunci dreapta din spatiu este paraleld cu planul.

2) Dacid o dreaptd este paraleld cu doud plane neparalele, atunci ea este
paraleld cu dreapta lor de intersectie.

3) Dacd douid drepte sint perpendiculare pe acelasi plan, atunci ele sint
paralele.

4) Dacd un plan este perpendicular pe doudt plane, atunci el este perpen-
dicular si pe intersectia lor.

5) Dacd o dreaptd e perpendiculard pe un plan, atunci orice plan care
trece prin aceastd dreaptii este perpendicular pe planul initial.

6) O dreaptd e perpendiculard pe un plan, dacd ca este perpendiculard pe
doud drepte concurente din acel plan.

7) Dacd proiectia unei oblice pe un plan ¢ perpendicularad pe o (ll(a.p[(l din
plan, atunci §i oblica insiisi ¢ perpendiculard pe acea dreapta din plau.

8) Un plan intersecteazi dond planc paralele dupii doud drepte paralele.

9) Dacd doud plane sint paralele, orice dreaptd continutd in unul din plane
¢ paraleld cu celilalt plan.

10) Teorema (proiectici) unghinlui dve pt: Proicetia unui unghi drept pe un
plan paralel cu una din laturile lui este tot un unghi drept si reciproc.

11) Teorema celor trei perpendiculare: Dacd dintr-un punct 4 ducem per-
pendiculara AB pe planul (p), B € P, iar din piciorul B ducem perpendiculara
BC pe o dreaptd (d) situatd in planul (p), atunci AC este perpendiculard pe
(d) (fig. 3.20).

A Reciproca 1. Dacd AB cste perpendi-
culard pe (p), Bep, iar d < p i AC
este perpendiculard pe d, cu C €d, atunci
BC este perpendiculard pe d.

Reciproca 2. Dacd BC este perpendi-
culard pe d, cu Bep, d< p si Ced,
si 4C este perpendiculard pe 4, iardDB

(d) este perpendiculard pe BC, atunci 4B

este perpendiculard pe planul 2.

12) Proicctia wnui segment de dreapld
7 pe un plan: Proiectia segmentului de
1p) dreapti 4B pe un plan (P) se obtine

S ducind prin capetele 4 51 B ale segmen-

Fig. 320 tului perpendiculare pe planul (P), care

il intersecteazd in 4’ si B’. Planul gene-
rat de dreptele paralele 4.4’ si BB’ se numeste plan proiectant. Se numeste
unghiul dreptei 4 B fidcut cu planul (P) unghiul ¢ format de dreapta 4B cu
proiectia ei 4B’ pe planul (P) si avem relatia (lig. 3.21).

ABE= 4B cos 9.
13) Teorema proiectiei ariei, unui poligon plan pe un plan.
Dacd un poligon P din planul (=) are aria S si dach proiectdm ortogonal

pe P pe un plan (z=’), care face cu (=) unghiul ascutit @, atunci aria S” a Ini
P’ este datd de

S = S cosq.
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14) Daci proiectiile poligonului plan £ din planul (%), de ariec S, pe trei
plane (=), (=”), (=) perpendiculare doudt cite doud sint P/, P si P’ si au
ariile ST, 8§, S# atuncy

ST = (S92 + ()2 + (5"

15) Teorema sectiunii. Raportul ariilor a doudl sectiuni prin plane perpen-
diculare pe indltimea unei piramide-sau a unui con este egal’cu patratul rapor-
tulii Iungimilor indltimilor corespunzitoare, iar raportul volumelor corpurilor
v acele sectiuni drept baze este egal cu cubul raportului lungimilor fndltimilor
respective.

16) O prismi oblicdt este echivalentii cu o prismd dreaptd care are ca bazi
o sectinne dreaptid a prismei oblice, iar ca indltime muchia laterald a prismei
ablice.

3.2.2. Locuri geometrice fundamentale

1) Locul geometric al punctelor comune la doud plane secaute este dreafla
e intersectie a planelor.

2) Locul geometric al punctelor egal depirtate de trei puncte necoliniare ¢
o reaptd perpendiculard pe planul determinat de cele trei puncte, in centrul
corcului cireumsceris  triunghiului format de ele.  *:

3) Locul geometric al punctelor egal depirtate de doud puncte date este
i plan perpendicular pe mijlocul segmentului determinat de cele doud puncte.

4) Locul geometric al punctelor egal depdrtate de fetele unui diedru este

miplanul bisector al diedrului.

5) Locul geometric al punctelor din spatin egal depirtate de doua drepte
concurente in O este reprezentat de cele doud plane care trec prin perpendi-
culara pe planul celor doud drepte in O si prin cele doud bisectoare ale unghiu-
nlor formate de cele doud drepte concurente.

) Locul geometric al punctelor egal departate de un plan este format din
miit plane paralele cu planul dat.

/) Locul geometric al mijloacelor segmentelor paralele cu o directie {ixa,
cuprinse intre doud plane fixe, paralele, este planul paralel cu planele date si
vl departat de ele.

8) Locul geometric al dreptelor paralele cu un plan, duse printr-un punct
¢ terior, e un plan care trece prin acest punct si ¢ paralel cu planul dat.

1) Locul geometric al perpendicularelor duse dintr-un punct pe o dreapta
Jutil este un plan, perpendicular pe acea dreapta.

10) Locul geometric al dreptelor mobile, care se sprijinad pe o dreaptd fixd

| care trec printr-un punct fix exterior dreptei fixe este un plan.
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11) Locul geometric al dreptelor care trec printr-un punct fix si sint
paralele cu un plan fix este un plan paralel cu acest plan.

12) Locul geometric al punctelor din spatiu pentru care diferenta pitra-
telor distantelor lor la doud puncte fixe este constantd e un pl/en perpendicular
pe dreapta care uneste cele doud puncte.

13) Locul geometric al punctelor pentru care raportul distantelor lor la
doud plane paralele este constant este reprezentat de doud plane paralele cu
planele date.

14) Locul geometric al puncrelor din planul (), din care un segment de
dreaptd dat se vede sub un unghi drept este un cerc sau un punct, daca in (=)
existd puncte cu proprietatea ceruti.

15) Locul geometric al punctelor din spagin egal depirtate de un punct fix,
uumit centru, este o sferd.

16) Locul geometric al tangentelor unei sfere, paralele cu o dreapti daté, e
o suprafata cilindricZ de rotatie, circumscrisd sferei in lungul unui cerc mare.

17) Locul geometric al tangentelor duse unei sfere printr-un punct exterior
e o suprafard conicd de rotatie, circumscrisd sferei in lungul unui cerc,

3.2.3. Ariile si volumele principalelor poliedre.
Razele sferelor inscrise sau civcunscrise acestora

Notatii generale. a, b, ¢ — lungimile laturilor, muchiilor, dimensiunilor polie-
drelor; ¢ = lungimea diagonalei; P, p = perimetrele bazelor; A4 = apotemé;
S, s = ariile bazelor; §; = aria laterald; S; = aria totald; [ = indltimea;
V = volumul; » = lungimea razei sferei inscrise; R = lungimea razei sferei
circumscrise, D = lungimea diametrulul sferei circumscrise. §

1) Cubul (fig. 3.22)

S} = 4a%; d:-ax/J;
St =06a"; ri—al’
V =a*; Ri—gi2s
: I
Al ey c
= s
N i “\\g
1 . 1 \\\
| S~ } e et
fmmm—— et e F—=
27 -
e i
a r
Fig."3.22 Fig. 3.23

toa

Paralelipipedul dreptunghic (fig. 3.23)
St = 2(ab + bc + ca)
V =abc; d® = a® + b* + ¢*
R ==tg 2 5=

3) Paralelipipedul oarecare (fig. 3.24)

S; = Suma ariilor paralelogramelor care formeazd suprafata laterald a

paralelipipedului.
B S = Sy 28
e —IST
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1) Prisma dreaptd saun oblicd (fig. 3.25)
S; = P I{fig. 3.25, a); Sg= Sy + 285

V = SI = aria sectiunii drepte - lungimea muchiei (fig. 3.25, a, b)

|
t,

t
|
nE
fed =y
Ledl
1l
_Ir_
b

d

-

i
|
L)
|
I
|

b

S

Fig. 3.25

5) Pirvamida requlatd (fig. 3.26)

PA ’ RS
Sl:T; S=8+S; ¥ TRy
a— ». ]

= 3V)(St + S)

I'ormula care di ~olumul se aplici si in caze unei piramide oarecare.

0) Tetraedrul ramlat (fg. 3.27)

y e 113\/3 a —2—.
S = H'\/JJ 1" = ——— % tnser. = — —3‘,




7) Trunchiul “de  piramidd (fig. 3.28)

P p

2

s A S =S4+ S48 V=S 45 + 59

Formula care di volumul sc aplicit §i in cazul unui triunchi'de piramidi, cw
bazele paralele, oarecare.

Fig. 3.28 Fig. 3.20

8) Prismalcidul* (fig. 5.29)
s =aria ABC; S = aria DEFG; S’ = aria abed; I = lungimea indlfimii ;
a, b, c, d mijloacele muchilior; 7= — (S -+ 4S" -~ 5) (formula lui Simson).

* Prismatoidul este un poliedru care are ca baze doud poligoane agezate in plane parale~
Ie, iar feteie laterale sint trapeze sau triunghiuri.
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3.2.4. Avriile si volumele principalelor corpuri rotunde

Notatii generale. R, Ry, » = lungimile razelor; D, d = lungimi ale diame-
trelor; a, b, ¢ = lungimile semiaxelor; G = lungimea generatoarei; I = lungi-
mea indltimii; S = aria; S; = aria laterald; S, = aria totald; ¥V = volumul.

1) Cilindrul civeular drept (fig. 3.30)
Sy = 2rRG; Sp= 2=R(G + R); V = =Rl

e

|
P

s ST

Fig. 3.30 Fig. 3.31

2) Conul civeular drept (fig. 3.31)

Si/==RG; S; =7=R(G + R); V = :

G — R
LA Vc A

3) Trunchiul de con (fig. 3.32)

o &
Sp=aGR+7); Sg=S1+ =m(R*+7%); V=— (R +1r+Rr);
9
T Gd
ad= \/(12 —+— 4Ry (diagonala) Rgy. cire. = L

Fig. 3.32 - Fig. 3.33

|} — Tabele si formule matematice — c. 1/313 , 1

T




4) Sfera (fig. 3.33)

: Az RY D3
S'=4x R = DD =2R; ¥ = =T —
3 6
5) Zona sfericd (fig. 3.33)
e =l
S=2=RI, I=00"; V= —(3r* + 3R} + I?)
6
6) Calota sferica (fig. 3.33)
T w3 T=EiN .
S=2zRI, I=0A4; V="2(3R-1)= = (EEhie)
oF

7) Sectorul sfevic (de primul tip (fig. 3.34, a), de al doilea tip (fig. 3.34, &)):

2R
S = 2=RI + =Ry (lig. 5.34,a); V (fig. 3.34, a, b)

3

H

03
)
(9%]
o

8) Segmentul sferic cu doud baze (fig. 3.35)
(portiunea de sferd cuprinsi intre doud plane
paralele)

dnif T)? 1
V=222 + — (=R + =I).
3[7) Z(Rl - wrel)

Fig. 3.35

2

9) Segmentul sferic cu o bazd (fig. 3.36) (portiunea de sferi mdirginitd de
o calotii si un disc):

(1]

¢

3

V=

(3R — I).

178



10) Elipsoidul: (fig. 3.37)

S

Fig. 3.36 Fig. 3.37

11) Paraboloidul de rotatie: (fig. 3.38)
el
2

V =

12) Torul (inel cilindric) (fig. 3.39)

S = 4=%Ry, v = raza cercului generator; V = 2=*Rs*-

R

bl 0

I
s
+
1
|
|
|
|
|
T
|
|

Fig. 3.39

3.2.5. Poliedre. Poliedre regulate

I'corema lui Euler: Dacd V, M si F sint numdrul virfurilor, al muchiilor

il fetelor unui poliedru convex, atunci

V —M+F=2.

Fig. 3.38

I'oliedrele regulate sint: tetraedrul, hexaedrul sau cubul, octaedrul, dodeca-

drul si icosaedrul.

I'rincipalele caracteristici ale acestor poliedre, printre care ariile laterale
olumele lor, in functie de lungimea a a muchei, sint date mai jos-

a
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e s Numi- | Noma
£ - : S rul rul 1 : Raza sferei Raza sferei
Policdrul regulat Felal fetetor rul sHefuri-} muehic Arian Volumul circumscrise, R inscrise, 7
fejelor e e
s o Nt - J= = 3
1 Tetracdrul Iriunghiuri ? p . o a’ 2 ayo a \«/0_
cchilaterale ! A 12 4 2
| & . 5 : (l\/:“; a
2 Culul Pitrate 6 S 12 Oe® a = =
3 Octaedrul Triunghiuri g 6 12 =R (l:’\/_’ ;[Vlr\(_),_ 11\/()_.
cechilaterale ‘ : = L 3 i "6
4 Dodeccae- Pentagoane I s S a? - ay3 = | eI =
s : 2 2 30 |3a2V3(5 4 2y =) T s [Pt e Y e SR s
il £ cprate 1 20 30 [3a2V5(5 + 2/5) (5 ol B \ o ned ek L3
5 Tcossedrul Triunghiuri r. . I , - i = a \/: =
echilaterule 20 12 30 SRS 1 @34 3) | V10 - 2¢5 g (3 + v3)




Pacd R este raza sferei circumscrise, » raza sferei inscrise st o raza cercului
circumseris unei fete, atunci avem (in cazul icosaedrului si dodecaedrului):>

5 R 2 s ) 2 =
,.=-l/_‘*\/5_.R; p=_-l/-u_.n_
15 , 15
3.2.6. Cileva volume uzuale

I. Cotitul butoaielor:
\otatii generale. R = raza sectiunii butoiului prin vrani; D = diametrut

{iunii butoiului prin vrand; /= raza mijlocie a fundurilor; d = diametrul
milocin al fundurilor; I = indltimea butoiului.

Capacitatea butoaielor se calculeazi cn formulele aproximative.

) Voor T Nt e
6

L) V=108 IDd;

3 . 2
o) V=nt [R = (—R—Q) (formula lui Dez);
¢ =T > .
)y 1= = (2R% 4~ ) (formulda lui Oughtud ).

Cubajul trunchiurilor de arbori. a) Trunchiul de arbore cilindric

¢ = lungimea cercului de bazdi; I = indltimea trunchinlui; 7 = wvolumul.

I') Trunchiul de arbore care are forma unui trunchi de con

( lungimea cercului misuratd pe arbore la jumitatea lui; [ = indl-
i arborelui; ¥V = volumul.

Calculul debitului de apd al unui rin. In constructiile de poduri si hidro-
ltale e necesar sd cunoastem debitul volumic de apd al unui riu, adicd
umul de apd pe care il di riul intr-un minut.

\cest volum se asimileazd cu cel al unei prisme avind ca bazd o sectiune
uth in rin, printr-un plan normal pe directia sa; si ca indltime distanta
cursh de apd intr-un munut.

[ach sectiumea are aspectul din fig. 3.40, se procedeazd astfel. De: a lungul
ntalei A B, perpendicular pe cursul apei, in puuctele €, D, E, ... se fac
lnje si se determind adincimea riului.

'l
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Se calculeazd aria S a sectiunii, adunind ariile triunghiurilor si trapezelor
astfel formate. Pentru a afla indlfimea I a prismei, se determini ce distan{i
parcurge o bucatd de lemn plutitor intr-un minut. Acum debitul volumie
va fi D = SI.

Observare : Prollemele d¢ geometrie se impart, in principal, in probleme de calcul (a nnor ele
mente ale unor figuri geometrice), de demonstrafie {a unor proprietdfi ale unor figuri geometries),
de maxim §1 minim, de locuri geomelrice §i de construcpie.

3.2.7. Folosirea iabelei 3.4

Tabela 3.4. Factorul corespunzitor raportului 2/d pentru calculul confis
nutului de lichid in cilindri orizontali

Volumul cilindrilor (cisternelor), care nu sint plini cu lichid, s calculeazi
cu ajutorul ariei segmentului de cerc udat de lichid si al lungimii cilindrulul
Practic, insd, pentru cilindrii orizontali se considerda ca lickidul cu nivelul A
are volumul egal cu produsul dintre volumul total al cilindrului si factorul
corespunziitor raportului k/d, in care d este diametrul cilindrului. In tabeld
este datd valoarea acestui factor in functie de valoarea raportului A/d.

Tabela 3.4. Factorul corespunzitor raportului /;d pentru calculul continutulul
de lichid in cilindri orizontali

h k h
7 fact. fact. ;‘ fact. ; fact. == fact

e

0,01 10,0017 { 0,21 |0,1527 | 0,41 | Q,3860 0,61 |0,6389|0,81| 0,867/
0,02 | 0,0048| 0,22 |0,1631)0,42 |0,3986 | 0,62 |0,6513| 0,820,877
0,03 | 0,0087}0,23 |(0,1738| 0,43 | 0,4112} 0,63 | 0,6636 | 0,83 | 0,857}
0,04 |0,0134/0,24 {0,1845)| 0,44 | 0,4238| 0,64 | 0,6759 | 0,84 | 0,806
0,05 |0,0187 { 0,25 |0,1955| 0,45 |0,4364 | 0,65 | 0,6881{0,85| 0,905
0,06 |0,0245! 0,26 |0,2066| 0,46 | 0,4491| 0,66 | 0,7002 | 0,86 | 0,9 148

0,07 |0,0308|0,27 |0,2178| 0,47 | 0,4618 | 0,67 | 0,7122| 0,87 | 0,928

0,08 :0,0375} 0,28 |0,2292 | 0,48 |0,4745| 0,68 | 0,7241| 0,88 | 0,018




13 I h
ik 3 = t. = t -
Z fact, fact 2 fac: 4 fac fact

0,09 |0,0446 | 0,29 | 0,2407 [ 0,49 | 0,4873 | 0,69 | 0,7360 | 0,89 | 0,9402
0,10 |0,0520/0,30 |0,2525} 0,50 |0,5000 0,70 | 0,7477 | 0,90 | 0,9480
0,11 |0,0598 | 0,31 | 0,2640 | 0,51 | 0,5127 | 0,71 | 0,7593] 0,91 | 0,9554
0,12 10,0689 | 0,32 | 0,2759 | 0,52 {0,5255| 0,72 |0,7708] 0,92 [ 0,9625
0,13 0,0764 | 0,33 | 0,2878 0,53 0,5382 10,73 |0,7822 0,93 | 0,9692
0,14 10,0851)0,34 |0,2998]0,5¢ |0,5509 | 0,74 |0,7934 0,94 [ 0,9755
0,15 10,0941]0,35 |0,3119]0,55 | 0,5636 | 0,75 | 0,8045 { 0,95 ] 0,9813
u,1610,1033(0,36 |0,3241( 0,56 |0,5762 10,76 | 0,8155| 0,96 | 0,9866
0,17 0,1127 | 0,37 | 0,3364 | 0,57 | 0,5885 10,77 | 0,8262 ! 0,97 | 0,9913

014 | 0,1224 0,38 |0,6487 (0,5 | 0,6014 [ 0,78 |0,8369 | 0,98 | 0,9952

0,19 10,1323 0,39 |0,361110,59 {0,6140|0,79 | 0,8473 10,99 | 0,9983

0,20 | 0,1424 | 0,40 | 0,3735( 0,60 0,5255i 0,80 0,3576] 1,00 | 1,0000
|

3.3. Geometrie analiticd
3.3.1. Vector

e - -3 -
1) Notatii: AB, @, v(*, ¥:3), vi1(ay. by, 6).

s g s — - e a1

) Lungimea unui vector: |AB|; AB;la |; a;*| v} i | Uy)s vy

3) Adunarea. vectorilor: AB 4 BC = AC (regwla triunghinlui, fig. 3.41)

— — —
0A 4+ 0B = OC (regula paralelogramului, fig. 3.42)
B
5 C.
A
C
0 A
Fig. 3.41 - Hhe,08.42
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0
Az An
A, s 1 &
Az g =
A = 5 A
Fig. 343 15 et
=P —— —_— — . 5 s e b
Ad; - 4,4, + .. - ApB = AB (regula poligonului, fig. 3.43)
— — —

¥ 3
OA - OB - OC = 0D (regula paralelipipedului, fig. 3.44)

g A 4) Scdderea wveclorilor: @ L 50 A (—-55
e
OB — 04 = 4B (fig. 5.4%)

5) Criterinl de coliniaritate a doi vectori @ $i b

@ =Xb, b ;é?)‘, e R*
Fig. 345

6) Proprietdtile adundrii veclorilor §i ale tnmudtirii cu scalari (din R san C
. o e e
@ wvectoriloy 1) @ -b= b+ a

2)@+(0+73)=(@+b+7

7) Forma hipercomplexd a wvectoriloy:

1) Fie A (ay, by, ¢;) si B (ay, by, ¢,) doud puncte date: atunci

= - ~> —
—ay) i+ (b, — b)) -+ (¢, — &)k, respectiv

AB = (az — a)? + (b, — b2 + (6 — 6,)°
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2) Fie @ = (ay, by, ¢;) §i 6 = (as, bs, €2) doi vectori dati; atunci

-

t - i . A g - 3 5
@t b= (a,+ ay, b &by, ¢ = ¢); 1a = (ray, 2b,, 1oy)
a == \/“'i,' + b3 + cf +(lungimea lui @)

8) Versorul veclorului @(ay, by, ¢)-

a ay - by or ¢y
e Lt e e
2 . p2 1 o P LRI R W)
¢ vai + b3 + ¢} Jai + 8 + g vai + b} + o

=
) Produsul scalar a dot veclori @, b:
-y cad Ry
1) a’d = ab cos@, @ = < (G, b)r
) db = ayas 4 bib, + cy6,
%%
ab

1) COS @ == ——
! ] ab

Proprietdfi: 1. @ = 0 sau b =0 implicd ab =0

-

LA b=0 si a0, b#EOeT |1

(%]

=
— —»
3.@-b=0b-a

4. () - b= G(b) = W(@?)
5@+ 7)=ab +dzC.

1) Produsul veclorial a doi vectori d si b

) | @ % l_;| =ab smo, p = < (&,0b)

V@ xblasiaxblb

) (&, b, @ X b) comtifuig un triedrn drept

Proprictati: 1) @ xb=0sia #0, b #0<a || b
2) T xb=—bxa

3) (@) x b =7 x (Ab) =A@ x b)

) @rE)xB=axC+bx¢C

- -t -9 s
5 ax(b+C)=axb+axc

6) Fie @ = (ay, by, 6;) §i b = (as, by, ;) doi vectori dati; atunci

by ¢

o ¢ a
CE &k ik
10y G

)

a, byl
’
a, b,

Gy Qs

=]




respectiv
Tol L e
AP T
L5
@ b=|a Gid Gyl
a bz ¢,

II

11) Dublul produs vectorial: (@ X b) % C = b(aZ) — Z(B7T)

12) Identitdti vectoriale.

) (@ % b8) X T+ (bXE)XB+(2XE)xb = 0.
2) (@-5)(2+d)=(@-2) (3-F) —(@-d) (3-7)
3) (@ x —')-:z Heli¥rg At (@ Z’)z

5) Fie @ = (a;, by, 1), b = (a,, by, 3) Si © = (a3, b3, ¢5) treh
vectori dati, atunci

-
bag  eha .

5 = o O b e
i vector alay, by, ¢) pe o axd I de wersor s (COs o)
TS

- : oy
Proprietdfi: 1. Prla = b) = Prie -+ Prb.
2. Pr; 7@ = 1Pry a.

3.3.2. Transformdri geomelrice in plan
1. Translafia de vector v (a, b).
Definitie. Transformarca geometrici a planului care asociazi fiecirub
—
punct P al acestuia, de wvector de pozitic OP, punctul P;, de vector de
i e Y J #
pozitic OP, = OP + o (figura 3.46)
Notatie. T, T .
1,
Proprietdfi.
1. O translatic este definitd daci se dau un punct P §i imaginea sa Py

prin accastd transformare.
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Y
)
/\0’
'7{"'/:.9:)
Firy)
7 B3
Fig. 3.46

2. Translatia conserva dist;ing‘ele dintre punctele planului (este o izo-
nictrie*) si transformd o dreaptd datd in una paraleld cu aceasta, distinctd

de ea san nu.
3. Translatia conservd coliniaritatea punctelor planului §i unghiurile.

4. Translatia transformd un poligon intr-un alt poligon egal cu primul
«i un cerc dat intr-un cerc egal cu cel dat.
5. Dacd Py (x4, ¥,) este imaginea Iui P (x,y) prin translatia 7, atunci

Ve

Hn=zx+a =y +o*
Alte proprieldti. 1. T;, ° T;, == T? o T;. AL TZ'.;_T,'
D Tavo Fa =T BoTa= E*¥»
a — & L 4 a

3 TT)' = E.
2. Rotatia fald de wn punct (contru)
g 6(*'1 Y1) O cue unehiul 2

Definitic: Transformarea geometrica
a planului, care asociaza fiecirui punct
P al acestunia, punctul P; definit de

P(x.y)  proprietatile - (OP, OP;) = a5i OP, =
a = OP (figura 3.47)

Notatie: R3.

Fig. 3.47 Proprietdati.

1. O rotatie este definitd dacd se dau: sau punctul O iinpreuna‘x cu un
punct P si cu imaginea sa P;; sau doud puncte (distincte) P si Q imprennd
cu imaginile lor P; si Op.

* In planul p, se numeste izometrie o aplicajie I: p - p, care are proprictatea d(I(A4), I{B)) =
d(4, B), wA, Bep. g
** Ecuatiile translajiei de vector v(a, b, ¢) in spajiu sint

n=zx+a, p=y+b, L=3-+rc

*** Cu E am notat transformarea identicd a planului.
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2. Rotatia conservi distantele dintre punctile planului (este o izometrie)
si transformi dreptele in drepte.

3) Rotatia conservd coliniaritatea punctelor planului si unghiurile.

4) Rotatia invariazi cercurile cu centrele in punctul .

5) Rotatia transformi un poligon intr-un alt poligon egal cu primul si un
cerc dat intr-un cerc egal cu acel dat.

6) Dacd P, (x,, ,) este imaginea lui P (x, ¥) prin rotatia R%, atunci avenr
X = xcosz —ysine, ¥, = ¥ sing — y cosa

7) Dacii R"f °..o R = I, atunci rotatia I?ff se spune cid are ordinul n.
erm—_ mm——t
de n ori

Alte propristati. \

1. Y2eR, Vie Z, RZ'?Z"'- = ](’1

(5]

¥z, 3€R, Rxo RB = Rio Rx = Ra+8.

3. VaeR, RxoR-x= L.

4. Re= S,.*

3. Stmelria fald de o dreapla d a planulut

Definitic. Transformarea geometrici a planului care asociazd ficcirui

punct P al acestuia punctul Py definit de proprictitile: PP, | dsi PO’= O'P,y
(fig. 3.48)

y '?/X/rﬁ//}
7'
y /D/X;!/)
0 X
Fig. 3.48

Notatie. Sg.

Proprietdti. 1) Simetria conservd distantele dintre punctele planului (este
o izometrie) si transformid dreptele in drepte.

2, Simetria invariazi dreptele perpemdiculare pe dreapta d si cercurile
cu centrele pe axa de simetrie 4.

3. Simetria piistreazii coliniaritatea punctelor din plan si unghiurile, dar
orientarea {figurilor o inverseazi.

4. Simetria transformd un poligon dat intr-un alt poligon egal cu primul
si un cerc dat intr-un alt cerc egal cu cel dat. ]

5. Daei P, (7, 3;) este imaginea lui P (x,3) prin simetria Sz, unde d
este prima bisectoare, atunci avem

= ¥ = X.

* A se vedra ,simetria fati de un punct O din spatin“, pag. 191.
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0. Asemdindtor, dacd d este axa Ox, atunci avem
=t Y= —9.
7. Asemdnitor, dacd d este axa Oy, atunci avem
LER Pri=Lils
lte proprietats.
I. Daci d | d’ si O =dnd, atunci.
Sgo Sar = Sgo Sg = S,
. Dacd d || d’, atunci
Sg o Sg» = T (translatie).
i. Omotetia de centru saw pol O si raport k€ R.

Definitie: Transformarca geometrici a planului care asociazi [fiecirui

et P al acestuia punctul Py definit de proprictatea OP,; = rROP (figura 3.49).

‘9.1\

f/’/xhyl}

Plxy)

Fig. 53.49

Notafie: H{‘,’.
I"voprictdti. 1. O omotetie este definitd dacd se dau puunctul O impreuud
i un punct P si cu imaginea sa Pj.

Omotetia nu pastreazd distantele dintre puncte. Ea le amplifici cu
iutul omotetiei in modul, | % |.

Owmotetia invariazi dreptele ce trec prin pol.
I, Omotetia pdstreazd unghiul dreptelor.

1 Omotetia transformd o dreaptd datd intr-o dreapti paraleld cu cea
11, un poligon dat intr-un poligon asemenea cu cel dat si cercurile in cercuri.

0. Dacd Py (xq, 31) este imaginea lui P (¥, ) prin omotetia HE, atunci

¥y =k, 3y = ky*.

=,

* Lcuatiile omotetiei in spatiu sint

X = kx, ¥y =Rk, 5 = ka.
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Alte proprietdti.

2. H1=5,
3. HE oH} = T, daca Ik = |

4. HE oH} = HY, daci Ik # |

5. Hk¥(Py) = P.

5. Inversiunea de pol O si pulere ReR

Befinitie: Transformarea geometrici a planului care asociazi [iecdrur

punct P al acestnia punctnl P,, coliniar cu O si P, definit de proprietaten
(fig. 3.530)

0—1'5'51—-’1 = k%

Bix.y,)

Plx,y)

i Fig. 50

Notatie: 1%
“Propyietati.
1. Inversiunea nu- pastreazd distantele dintre puncte.
2. Inyersiunea invariazd dreptele ce trec prin pol.
5. Li\/ers'iune;z‘“p'ﬁstreazi unghiul liniilor, dar nu $i orientarea figurilar,

4. Inversiunea transformd o dreaptd ce nu trece ‘prin pol intr-un cerc ¢
trece prin pol si cercurile ce nu trec prin pol in cercuri ce nu trec nici ¢ls
prin pol.

5. Daci P, (v, 31) este imaginea lui P (¥, ¥) prin inversiunca 7K, atuucl
avem




y )

).O

3. Transformdri geomelrice in spatiu

0. Simelria fatd de un punct O din spajin

Definitie: Transformarea geometrici a spatinlui care asociazd fiecdrui
net P oal acestuia pmldi P, definit de proprietitile: P, se gidseste pe

e
licapta. OP §i OP, = — OP.

NPT B
Votatie: So.

Proprietati: 1. Simetria conservd distantele dintre puncte (este o izo-
(ric), transformil o dreaptd datd intr-o dreapti paraleld cu cea datd distinctd
¢ nu de aceasta, un plan intr-un plan paralel cu cel dat distinct sau nu de
ta si un unghi intr-un unghi egal cu cel dat.

14
). Dacd Py(xy, 9y, 24)

(4]

Simetria pastreazd coliniaritatea punctelor.

. Simetria transformi un poligon dat intr-un alt poligon egal cu primul
un cere dat intr-un alt cerc egal cu cel dat.

ci avem

Xp= =y

1lte proprietati: 1. So,° So, =

2. Syai5s —

Simetria invariazd dreptele si planele ce trec prin O.
este imaginea Iui P(x, v, z) prin simetria S,,

== ~ %)

= — 1, 5= —

20,0, (translatie)

Simetria fatd de un plan p in spali

£ ix ,!//.zl}

Fig. 3.51

Definitic: Transformarca geometricd
a spatiului care asociazd oricdrui punct
P al acestuia un punct P; definit de
proprietdfile: .PP; | p 51 O'P, =0'P
(fig. 3.51).

Notafie: Sp
Pyoprietdli:

1. Simertria conservza distantele dintre
punctele spatiului (este o izometrie) §i
unghiul  dreprelor, al  planclor si al
dreptelor cu planele.

2. Simetria invariazd punctele planu-
lui p, dreptele continute in p si planele
perpendiculare pe p.

Simetria transformd o dreaptd intr-o altdi dreaptd $i un plan intr-un

plamn.
|

Simetria transform#d a dreaptii maraleld cu p si un plan paralel cu p

1o dreaptd de asemenea paraleld cu p si intr-un plan de asemenea paralel

) Lcuatiile

simetriei in »fan sint:

Simetria péstreazd coliviaritatea punctelor.

o8 Wi 4 Rt O




6..Simetria transform& un poligon dat intr-un alt poligon egal cu priinul
si un cerc dat intr-un alt cerc egal cu cel dat. ;

Alte proprietdti: Daci p, || p,, atunci Sy 08, = T (translati€)

8. Rotatia fa{d de o axd 5’z cu unghiul o

zr Definitie: Transformarea geomi
tricA a spatiului, care asociazi he!

g cirui punct P al acestuia punctul /%

B (%1, 41,2) definit de proprietitile: < (0’1,
/< & O'Py) =a, O'P = 0Py, si punctele
O, P, P; se gidsesc intr-un acelagi

Ax4.2) plan perpendicular pe axa 2’z in ('
(figura 3.52).

Y Notatie: Rz,

Proprietati. 1. O rolatie este s
X finitd dacd se dau doud pereghi i
puncte corespondente: punctele 7’ i
Fig. 3.52 Q si imaginile lor Py si Q). _
.k
. Rotatia conserva distantele dintre punctele spatiului (este o izometric)
si trans(orma. dreptele in drepte.
. Rotatia conservda coplanaritatea punctelor din spatin si unnhmnh
-1 Rotatla transforma un poligon intr-un poligon cgal si un cerc intgu
cerc egal cu cel dat.
5. Dacd P, (%, 31, 5;) este imaginea lui P (x, 3, 2) prin rotatia Rug
atunci avem

Xy = % Cosq — ¥ sing, 9 = rsine + y COSQ, 2y = %

3.3.4. Punctul si dreapla. Planul

1° Teorewa lui Michel Charles: Dach Py(x;) (i = 1, 2, ..., n) sint 2. puncte
pe o dreaptd, atunci

—_ —> —_— —> >
PP, + PPy 4+ . + Py Py PyPy =0
2° Distanta d dintre dou& puncte P;(x,) §i P,(x,) este
FEE e O |
3° Abscisa x a punctului P care imparte s,egmenn‘.ul—I—Jl_P2 in raportul &,

—> —
P,P = kPP,

este
Xy + kx,

14+ &
Pentru &k = 1, gisim abscisa mijlocului P(x) al segmentului PP,
o . N
2

fal =



4* O conditie necesard si suficientd ca punctul P'(x'j sd fie conjugat armonic
cu PY(x") fatd de Py(x,) si P,(x,), toate punctele fiind situate pe o acecusi
dreaptd, este

1 I

2 (% xq + X'%7) = (2 + x5) (¥ + 2

5" Distanta d dintre doud puncte P;(x,, ¥,) si P,(x,, 3,) din plan este

d= (7 — %) + (v — W2
Daci P, =0 s§i P, = P(x %), atunci d = OP = /2% = v
6" Coordonatele punctului P(x, y) care imparte segmentul P, P, in raporiul &,

—_— i
PP = kPP,
sint
% + kx, vy + Ry
xr = 1 2 Pl C o

1:£% ] 14k

Dacd P e mijlocul Iui Py P,, atunci P are coordonatele

Xy 4 3y YV + Na

2 i 2
Coordonatele centrului de greutate G al triunghiului format de punctele
Pylze e 2=12, 3, &int
X+ Yo+ X v+
G: y=2—2T "3 417"
3

.
Y3

[P

K" O conditie necesard si suficienti ca punctele Py (¥, #5) st Py (v vy s&
lie conjugate armonic cu P (¥, 3,) si Pa(x,, 3,) este exprimatd de egalititile:

{ 2 (X, - x%y) = (% + x) (¥3 + 23)
2 (v + 2y = (v + M) (V3 + X))

9" Ecuatiile unor drepte particulare din plan:

v =0 (axa 3'Ov): v = x (prima bisectoare};

y =0 (axa +Ox); v = — x (a doua bisectoare);

% = a (dreaptid paraleld la v'Ov); ¥ = mx (dreaptd ce trece prin O).

v = b (dreaptd paraleld la x'Ox); 3

10° Ecuatia generali a dreptei este dx + By + C = 0; ecuatia redusi a
dreptei este v = mx -+ n.

I1* Ecuatia dreptei care taie axele de coordonate in 4 (a, 0) si B (0, b) sau
counalia dreplei prin tdicturi este

x y
— = —1=0:
a_* b

1* Ecuatia normald a dreptei (forma Iui L. O. Hesse ) este

x cos o + ¥ sin a — p = 0.

|} — Tabele si formule matematice — c. 1/313 193




13° Ecuatia dreptei care trece prin P, (¥, 3,) §i are coeficientul unghiular m,
dat, este

vV — v = m(x — x)

14° Fcuatia dreptei care trece prin doud puncte Py(x;. v;) si Py(xy V)

uote

Vg — ¥y

:V__V1=;_:_';-(x—x1)
AYE=A
sau, sub formi de determinant,
x v 1
% Yy I =
%2 Ve 1

si dreapta are coeficientul unghiular

Vg — ¥
mo—y i oL
&y =ity
% ) ! : ! A v ¥y
15° Ecuatia dreptei care trece prin O si prin P, (%, 3,) este — = —.
x xy
16 O conditie necesard si suficientid ca dreptele
Dy: Ayx + By + C, = 0, (1)
Dy: Agx + Byy + G =0
sd se intersecteze la distantd finitd este
4 B
1 1 # 0.
A, B, |

o eyt A B
172 O conditie, necesard ca dreptele D, si D, sd fie paralele este et 52

4, B

157 O conditie necesard si suficientd ca dreptele D) si D, si fie paralele este
ca sistemul (1) s& nu aib3 solutii.

197 Conditia necesard si suficientd ca dreptele D si D, si coincidd este

20% Unghiul « al dreptelor D; si D, care au coeficientii unghiulari n7; = ~
4
aj

A
, By o= — Z2 | este dat de
B,

B,

my — m
2
tg a = L.

1 + mym,

21° O conditie necesard si suficientd

ca dreptele D; si D, sd fie perpendicu-
lare este

A4, + By B, =0 sau 1 + mym, = 0.

[
el
T

i



'2° Ecuatia unei normale ocarecare la dreapta de ecuatie A4x 4 By + C =0
este

Bx — 4y C" =0, exaC’ arbitrar.

-+

23° Ecuatiile parametrice ale dreptei care trece prin P; (7, ) si P, (%5, 2:)
sint
% + kx, vy + kv
x =i “.}'=‘1T‘2, k = parametru real.
14 % 1Lk

24% Ecuatiile parametrice ale dreptci definite printr-un punct Py{x,, 2,)
yi o directie « sint

X =12xy+ p Cosa, ¥ =3 + p sin ¢, p = parametru real.
'5% Ecuatia fasciculului de drepte paralele (de pantd dati m) este

v = mx -+ A, » = parametru real.

0" Ecuatia fasciculului de drepte care trec prin intersectia dreptelor Dy
i D, este

Ax 4 By + C ++ h(dyx + By + Cg) = 0,
2 = paramectru real
w, dacl Py(x,, %) este virful fasciculului,
v — vy = m(x — x,), ¥ = parametru real.
'7% Conditia necesard si suficientd ca trei drepte
Di: Agx + Biv +C;=0,71= 1,2, 3

ii fie concurente (la distanta {initd, la infinit sau intr-un punct nedeterminat)
este

A, By o
| A, B, c| =o.
rd, B, C,

28" Distanta d de la punctul Py(%, »,) la dreapta D:Ax 4+ By +C =20

ente
2 leo + By, -+ C|
,/Az - B2
0% Ecuatiile bisectoarclor unghiurilor formate de dreptele D, si D, sint
Ayx+ By + G + Apx + By + G,

AL+ B VATt B

10" Aria triunghivlui determinat de Py(xg, i), @ = 1, 2, 3, este,

d

D 1 Yz ol
S = A =, unde D= |z, V2 1
e Ya 1




31° Conditia necesard si suficientd ca 3 puuacte Py(x;, vg), i= 1,2, 3, s}
dic ia linie dreapti este

Ay 531 1 (
s b 1| =o.
X3 Va 1

32° Transformarea coordonatelor carteziene rectangulare intr-o translatie de
la sistemul 20y la sistemul XO'Y, cu O’ (a, b), este datd de formulele (fig. 3.53)

{x =a+ X,

Aeth 37,
Y
Y 9
P
i Py XYy
a’
0'(0,6) 5
‘ s £ A
7] X
, Fig. 3.53

unde x, v sint coordonatele unui punct P fati de reparul xOv; a, b coor-
<onatele noii origini O’ fatd de reperul xOy, iar X, Y coordonatele lui P
fatd de noul reper XO'Y'.

33° Transformarea coordonatelor carteziene ortogonale intr-o rotatic de
unghi ¢ == < (Ov, 0X) si centru O a axelor de coordonate este data de for-
1mulele (fig..5.54)

= X cosa — Y sina,

iy
SEER
I

X sina -+ Y cos .

Y &
R —° X
//
/// 1
- Q
///
R

o

a Q x

Fig. 3.54



3.3.5. Cercul

1* Ecuatia cercului C cu ceptrul in origine §i raza » este
xt vt — 2 =0. @)
2* Fcwatiile lui parametrice sint x = r cos 0, v = » sin 0, 0¢€[0, 2%).
i* Lcuatia cu pitratele strinse este
(x —a)? 4 (v — D) — 92 = 0. (2}
unde & si b sint coordonatele centrulul siu o, iar 7 raza ccrcuiui.

1° licnatia mormald a cercului este

2 Lmx +ny+p=0, (3)
unde & = —_’;_,b:—?l Sirv— ”‘:--}-%—p.

%* Jcuatia generald a cercului este 4 (x> + 3*) + Dx +Ev +F =0, 4 # 0.

6" Ilcwatia patraticd a tangentelor la cercul (1), duse din punctul exterior
"U(‘.' A:vo)’ eSte
(r® — ¥9) (x — x%)? + 2x6¥ (¥ — %) (¥ — ¥o) + (* — a§) (v — 30)* = 0.

* Puterea ¢ a punctului Py(xg, ap) fatd de cercul (2) este

b= o — @) + (v — b — 1.

h

s

A Cercurile C; si C, d= ccuatii #® + v® + mux + ngv + p; =0
slut ortogonale dacd si numai dacd mym, + nyn, — 2(p; + p,) = 0.

9" Iicwatia axei radicale a acelorasi cercuri C, si C, este 2
(my — miy) & 4 (g —ny) ¥ Py — pp =0,

18° Icuatmle parametrice ale cercului (2) sint

a~» cos §

{x
y = b+ rsin 0,

Il

0e[0. 27)

11" Ecuatia eercului. care trece prin trei puncte necolimare date Py(r;, 1),
1 255 t
! , 2, 3, este

L % v 1
2 o
a1+ 3 *1 Yy 1 o
27 + v x, v, polfEs
2 Pk 2 -2
2
2+ 3 xq &, 1




2° Ecuatia tangentei la cercurile (1) si (3) in punctul lor Py(x,, 1) sint

xxg + vy —#* = 0.

-

y . mn g &
XXy + YV T 5 (x 4+ %) +

(3 + 30 + p =

Iv]

13° Ecuvatiile (magice ale) tangentelor la cere paralele cu o dircetie datd m
sint

Vo= mx - r\/l -+ m*

cind centrul cercului se afld in originea reperului respectiz, v — b = m (¥ — a)
+ rJl + m?, cind centrul este in w (a, b).

14° Ecuatia j)olarci punctului Py(x,, ¥g) care nu aparfine cercului (3) este

m 3
X%y + vy + 0 (#:4+ %) + = (¥ + 20 +2=0.

e &~

3.3.6. Elipsa
1° Elipsa E raportatd la axe are ccuatia canonicd
% e
— 4 — —-1=0,
a'_' + b‘l

unde a, b sint lungimile semiaxelor, iar ¢ = Ja“ — b* distanta de la cens
tru la fiecare focar FF si F’ (lig. 3.33).

Vi
) &lo,b) 4)
-& Flco) Flc,o) 2
A'a.0) 0fo//A a2 X
Bo,-b)
Fig. 3.55

2° Elipsa cu centrul in O (p, ), raportatd la reperul xOyv, si avind axcle para:
lele cu axcle sistemului de coordounate, are ecuatia

(-f—i’)’_*_(_v—'/)2 w Medl

a* b2
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i" Elipsa este proiectia ortogonald a cercului sdu principal (cercul de cen-
trn O si raza @), asezat intr-un plan ce face cu planul elipsei unghiul « dat

¢ b
de relatia cos & = —-
(23
g

_ »
1° Ecunatiile parametrice ale clipsei sint ¥ = acos 0, y = bsin 0, A0, 2:).

%" Ecuatia (canonicdi a) tangentei la elipsa E in Py, 3,) € E este

x| Y%

0" Iicuatiile (magice ale) tangentelor la elipsi paralele cu o directie datd
m sint >

y = mx + Ja®m® +

/" Jcuatia patratici a tangentelor la elipsi care se pot duce din punctu?
Py(xg, 5) exterior elipsei este

(6%, — ) (7 = o) + 2sa30(x — %) (¥ = 30) + (% = 2) {x = 2)* = 0.

4" Locul punctelor de unde se pot duce tangente perpendiculare la elipsd
cute cercul Iui Monge

0" Tangenta la elipsi intr-un punct P e E este hisectoarea extericari a
unghiului format de razele vectoare ale lui P.

10" Locul proiecfiilor unui focar al elipsei pe tangentele elipsei este cercul
principal al elipsei z* + 3* — a® = 0.

11" Ecuatia pelarei unui punct Py(xg, )€ E fati de elipsd este

12" Ila coincide cu ecuatia tangentei cind Py € E.
11" Ecuatia normalei la elipsd in Fy(x,, ) € E este

2

ay,
Y — .}'0 — 2' 0
b2x,

(& — %)

11" La elipsd se pot duce doud normale paralele cu o directic datd m.
7" Dintr-un punct dat se pot duce la elipsd doud normale sau patra normale.
s W i A QT a?
16" Ecuatiile directoarelor la elispd sint # = — §i ¥ = — —.
c ¢
| Raportul distantelor de la un punct al elipsei la focar §i la directoarea

: c
turespunzitoare este constant si egal cu —.
a

o G ¢
IN" Excentricitatea elipsei este e = — < 1.
a
19" Aria elipsei esté S = =ab.
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3.3.7. Hiperbola

1° Hiperbola H raportatii la axe are ecuatia canonicd

2 2
L) (1
a! ' f

unde a, b sint lungimile semiaxelor, iar ¢ = a* +- b este distanta de la cen-
trul sdu O la focarele F si F’ (fig. 3.56).

!/ l
(271 (2)
b
b
Fi-co) Al Flco)
% X
Trig. 3.56
2° Asimptotele hiperbolei sint
bx K bx
y=— §i y=— —-.
a a

3° Hiperbola cu centrul in O’(p, ¢), raportati la reperul xOy si avind axele
sale paralele cu axele reperului, are ecuatia

(x — )2 (v —¢q2

—1=0.
a* b
4° Ecuatiile parametrice ale hipertolei sint
1
=33
2 P8
y b (. 1
S B
2 A
» = parametru real.
1
5° LEcuatia liperbolei coniugate cu (1) este
2 Y
Ere 2 BAD)
a? u*
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4" Icuatia hiperliolei echilatere cste

ur, cind este raportatii la asimptote drept axe de coordonate,

A .

2

y

I'cratia (canenici a) tangentei la hiperbola H in Fa(x, V) € H este

oy ol
e =
a* b

&' Fcuatiile (magice ale) tangentelor la hiperbold, paralele cu o directie datd

m, siat -

a

=3 0
y = my £ yatm® — b

9" Feuatia patraticd a tangentelor la hiperbold care se pot duce din Fo(xg. 34),
¢« “terior hipertolei, este

(@ — 23} (¥ = 39)* + 2%3% (¥ — Xg) (¥ —3) — (O + 1

18" Locul punctelor de unde se pot duce tangente perpendiculare In hiper-
lolit este cercul lui Monge

a3k 9% = g® — 0% cind @b

Il Orice paraleld la una din asimptotele hiperbolei taie curba intr-un singur
punct Ja distanti finitd.

(1" Tangenta (geometricd) la hiperbold intr-un punct 2 e I1 cste bisectoarea
tulerioari a unghinlui format de razele vectoare ale lui P.

1" Tocul proiectiilor unui focar al hiperbolei pe tangentele curbei este cercul |

(i diametrul egal cu axa transversd a hipzrbolei (cercul principal al hiper-
Loler x= - y2 = ar"). §
Il Fcuatia polarei unui punct Py (%, 8,) ¢ H fatd de hiperboli este

Sl LA IR T
a2 72
I'a coincide cu ecuatia tangentei cind Pye H.
1" Fcunatia normalei la hiperbold in Py (x,, 9,) € H cste
a%yo

2
bxy

b (x — x).

I4" I.a hiperbold se pot duce doui normale paralele cu o directie datd e,
dnd a® — 2m? > 0.

17" Dintr-un punct dat se pot duce la hiperboli doud normale, patru sau

{01, din care una poate fi consideratd ca dubla.
o a9
s . QT a”
14" Ecuatiile directoare la hiperbold sint x = — st 2= ——.
’ c c
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19° Raportul distantelor de la un punct al hiperbolei ia focar si la directoarea

¢
corespunziitoare este constant si egal cu -—-

20° Excentricitatea

3.3.8. Parabola

1° Ecuatia (canonicd a) parabolei P’ raportati la axa ei desimetrie Ox §i la
tangenta Oy in virful sdu O este

32— 2px = 0,

g4 g
(4) ) P i
unde p e parametrul parabolei, iar — = OF
2
i este abscisa focarnlui F de peaxa Ox (fig. 3.57).
\ 2° Parahola cu virful in O («, B), raportati la
17 \ reperul 2Oy si avind axa §i tangenta Ila vidl
o o e R paralele cu axele reperului, este
3Gy
2 (/ /.
(y—Bf=2p(x —) =0
sau
~ e L 44 g2
o X= — J° — — V 4+ — T,
& 2p P 2
3° Ecuatia
x=ay*+ by +¢
reprezintd o parabold cu
1 b* — 4ac ; L
p=—> U= — — B=— —>
2a 4a 2a
4° Ecuatia
¥ =ax* +bx + ¢
reprezintd o paraboldi cu
L b U — dac
‘bf___; e e ey B = ——
2a 2a da

5° Ecuatiile parametrice ale parabolei sint

e
? o
X = —
e Ay
¥ 7. == parametru real.
Y=,

6° Ecuatia {canonicd a) tangentei la parabola P in Py (¥, 34) € I esler

P (x + %)




Fcuatia (magicd a) tangentei la parabold, paraleld cu o directie datd m,
cste

¥ = mx 4= _f’_
2m

" Fcuatia pitratici a tangentelor la parabold carc se pot duce dintr-un
punct Py(vg, 34) exterior parabolei este

o

2x5(y = 30)* — 2yolx — x0) (¥ — 30) = plx — x5)* = 0

" Locul geometric al punctelor de unde se pot duce tangente perpendiculare
I paraboli este directoarea parabolei ¥ = — p/2.

Tangenta la parabold intr-un punct al ci este bisectoarca unghiului format
raza vectoare si paralela la axa Ox dusd prin acel puncf.

[1” Locul geometric al proiectici focarului pe tangentele la paraboli este
tangenta Ja virf.

|
ot

{2 Locul geometric al fimetricului focarului fatd de tangentele la porabold
cute directoarea parabolei.

13" Ecuatia polarei unui punct Py(x,, v) ¢ P fati de parabold este
Yo = p(¥ - x)
11" Fa coincide cu ecuatia tangentei cind Pylx,, 1) € P.
17 Fcuatia normalei la parabold in Py(xg, v,) € P este
Yo
P = B )
P

16" Ta o paraboli sc poate duce o singurd normald paraleli cu o directie
clatd m.

|77 Dintr-un punct dat se pot duce la o parabold cel mult trei normale si
cel putin una.

Ih Lcuatia directoarei la parabold este x = —

|

19" Raporul distantelor de la un punct al parabolei la focar si la directoare
(le constant si egal cu unitatea.

‘(1" Excentricitatea parabolei este e = 1
3.3.9. Curbele reprezentale de ecuafia

y? =2px + gx*
g = — 1 cerc
g = 0 parabold
1) p#0 1 : s ¥ =
% 1 F g < 0 elipsd cu semiaxele @ si a \/ —q
e =i
0 g > 0 hiperbold cu semiaxele a .sia\(' q
g>0 doud drepte care ticc prin origine
N p=02g<0 doud drepte imaginare

=0 doud drepte confundate cu axa x'Ox.
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3.3.10. Sectiuni comice

Intr-un cen de rotatie, sectiunea dreapti este un cerc; daci planul de
sectiune nu este perpendicular pe axi, atunci sectiunea este elipsd, hiperbold
sau parabold, dupd cum

1) planul secant intilneste numai o pinz& a cenului §i taie toate gene:
ratoarele (fig. 3.58, a);

2) planul secant intilneste ambele pinrze ale conunlui (fig. 3.38, b);
3) planul secant este paralel cu un plan tangent la con (planul secant
mu mai taie toate generatoarele, una fiind paraleld cu el, fig. 3.58, c).



4. TRIGONOMETRIE

4.1. Unititi de mdsurd pentru unghiuri. Transfor-
marea gradelor sexagesimale in radiani

Unitdtile de masurd peatru unghiuri si arce sint: gradul sexagesimal (°),

¢u submultiplii s&i minutul sexagesimal (‘) si s2cunda sexagesimald ("), rali-

anul, unghiul drept (dr) si gradul centesimal (%), cu submultiplii sii minutul
centesimal (¢) si secunda centesimald (°°):

1% = 60 = 3600 sl E="50 "
19 = 1008 =510 000 s j¢ =S1(Geee

It

9° = radiani = 100% = 1 dr.

19| 8l

{'nghiurile se noteazi cu diferite litere mici ale alfabetului latin e, v,
w, x, v, ale alfabetului grecesc 7, 3, v, 2, ¥ sau cu litere mari ale alfabetului

litin, de pilda 4, B, C, D.

Ca orice méarime [izicd, un unghi este egal cu mdsura sa inmultitd cu unilalca

mdsurd aleasd.

Infrucit in practicd se intilnesc unghiuri si arce misurate cu diferite uni-
fitt de mdsurd, cste necesar sd stim a trece de la unele unititi de misuri la
dtele. Astfel eu ajutorul Tabelei 4.1 putem transforma gradele sexagesimale
i radiani §i reeiproc.

Modul de folosire al tabelei se deduce imediat.

Fxemplul 1. Si se afle citi radiani are unghiul de 49°20'8”. Avem
{0 40° + 9°.

Ciutind pe 40°, respectiz 97, in coloana gradelor, gisim valorile 0,698132
(oapectiv 0, 157080 in coloana radianilor. Cdutind si 20’, respactiv 8 in coloana

nutelor si secundelor, citim radianii in coloana aldturatd, adicd 0,005818,

pectir 0,000039. Addugind gisim revultatul ciutat:
108" = 0,698132 = 0,15708) + 0,005318 + 0,0302032 = 0,85135) radiani.

fxemfplul 2. S3 se afle cite grade are unghiul de 4,545 radiani. Se cautd
i tabela valoarca imediat mai micd (4,363323) si se citeste numdrul de grade
(arespunzitoare, adicd 250°. Se face diferenta 4,576 — 4,363323 = 0,212677
¢ cautd numirul de grade corespunzitor acestei diferente, intocmai ca mai
unte. Rezaltd 127 si diferenta 0,212677 — 0,209440 = 0,003237. Proce-
dindu-se ca mai sus rezultd 10’ si difereata 0,003237 — 0,002907 = 0,00042%,
poi 1" si diferenta 0,000137, clireia ii corespund aproximativ 30”. Deci rezul
tilul este 4,546 radiani = 259° 4+ 12° + 10" + 1 + 30" = 262°11°'50".
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Tabela 4.1. Transformarea gradelor sexagesimale in radiani

Secunde

&1 ko Radiani Grale Radiani Grade Radiani
[ 0,000005 i 0,017453 312 0,541052
2 0,0000 10 2 0,034907 32 0,5535C5
3 0,000015 ) 0,052360 33 0,575995
4 0,000019 4 0,0698 13 G4 0,293412
5 0,000024 =1 0,087266 35 0,610865
6 0,000029 6 0,104720 36 (),AGZSS 19
7 0,000034 7 0,122173 37 0,645772
8 0,0000359 S 0, 135626 38 0,663225
9 0,000044 9 0, 157080 39 0,680678

10 0,000048 19 O, 1745533 40 0,698132
‘ 20 0,000097 11 0,19 1686 45 0,785398
30 0,000145 12 0,209440 50 0,872665
460 0,000 1u4 13 0,226893 55 0,959931
50 (1,000242 14 0,244346 60 1,047 198
e 15 0,261799 65 1, 134464
(i 0,000291 10 0,279253 70 1;22:1750
2 0,000382 17 0,296706 75 1,308997
3 0,000873 18 0,314159 80 1,396263
19 0,331613 85 1,4833530

0,001164 20 0,349066 90 1,570796

0,001454 21 0,366519 100 1,745329

6 0,001745 22 0,383972 120 2,094395
0,002036 23 0,40 1426 150 2,617994

8 0,002327 24 0,418879 180 3,141593
9 0,002618 25 0,436332 200 3,490659
10 0,002909 26 0,453786 250 4,363323
20 0.0038 18 27 0,471239 270 4,712389
30 0,008727 28 0,488692 300 5,235988
40 0,011636 29 0,506 145 360 6,283185
30 0,014544 30 0,523599 - 400 6,981317
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4.2. Definitia functiilor trigonometrice ale unui unghi
ascutit intr-un triunghi dreptunghic

Dacii 4BC este un triunghi dreptunghic in 4, b st ¢ sint lungimile catete-
o si ¢ lungimea ipotenurei, atunci (fig. 4.1)

: b c b &
8 sinB=-—-, cosB=—, tgB=—, cotgB=—
a a ¢ b
\ ¢ ! b ~ £ b
¢ sinC=—, ¢csC=—, {12C=-—, cotg C = —
a a « b c
1 a 1 a
sec B= —= —; cosec B = = —
. -
C > Y cos B ¢ sin B b
1 s ) 1 a
sec C = = cosec C = — = —
g, 4.1 cos C b sin C c

4.3. Definitia functiilor trigonometrice pentru
unghiuri oarecare si argumente numerice

Tn planul R xR raportat la un reper ortonormat (Ov, Oy) consideram
cercul trigonometric (de razd 1) de centru O, un punct 3 pe cerc, M’ pro-
icctia ortogonald a Iui M pe raza O4 (fig. 4.2, a), tangentele la cerc in A

g
B cofgu

2 I:,’II
Sy
!
Q

M C‘OSU
K 0A=1

8

——— -

e
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si I, orientale la el cu axele de coordonate Ox si Oy si punctele T si T’
rezaltate din intersectia ravei vectoare OM ca aceste tangente.

; — — = ; :
Pacit = < (04, 0M)e|0, == atunci avem prin definitie

sin 2 —_—

cosu = 0M!, tau= taie = H 8 "seci =
cos u
sau
| T cos 1t — 1
sinu = M'M, cdgu=—— cotg u= BIl'; COSCC it = -———"
sin ¢ MM

=0, sin = =
2

rentrn 2t = 0 $i 1 ===, avem cos 0 = 1, sin 0 = 0, cos —
=

2 2
= 1,180 =0, cotg = =0, stcd = |, coscc-- == [, tangenta si sccanta
2 2

nefiind definite in w = —, iar cotangenta si cosecanta nefiind  definite in

u=0. Pentru w ghiuri v e {:- ) 2::) avim aclinitii analocge (fg. 4.2, b, ¢, d).
Aceste defiriti” se extird, defisind sin, cos, tg, cotg, soc, cosec atit pe mul-
timea unghiwilcr mdsurate in radiani in valoare absolutl mai mare decit 27,
respectiv pe multimea numerelor reale prin proprictalca
Yre X, e, 2z) 51 ke A, astfel incit) % = =2 < kTN SE prins
periodicizarea funclitlor fyigononulrice.

4.4. Periodicitatea functiilor trigonometrice f(urda-
mentale

Funcliile sin si cos sint periodice ca pericada T = 2=z, iar fancliiie tg
si cotg sint periodice cu perioada T7 = = §i avem
1. sin (x + 2kz) =sinx, VveR, ke Z.

2. cos (v - 2k) = cos x, V¥eR, ke Z.

G2

o

tg (¥ + k=) = tgx, Vyve R‘--.\(-— & Zﬁ], ke Z.

F4 ctg(v+hm)=clgry, ¥YreR\Zx heZ

4.5. Graficele functiiler trigonometrice fundamentale

(fig. 4.3,a, b, c, d).
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y=sinx

a

T

—\311/2

—— e g e . o]

Fig. 4.3

14 — Tabele si formule matematice — c. 1/ 313



4.6. Identitati trigonometrice fundamentale:

VueR, sitlu + cos®u = 1
" 2=
Viee RN —» fgu ‘‘cotge = |
CreR e ) salyi o ! i S
Vu e — = Z=ys 1 tgcu = » I 4 tg®u = sec® u
2 cos® 1
. : i 1 A8 -
YVueR\Zz, 1-+cotg>u=-——» | = ctg®u = cosec®u.
sin® u

4.7. Continuitatea si derivabilitatea functiilor trigo-
nomctrice

Teoremad: Tunctiile trigonometrice sint continue pe domeniile lor de defi-
uitie.

Teoremd: Functiile trigonometrice sint indefinit derivabile pe domeniile
lor de definitie.

Teoremd. Primitivele celor 6 functii trigonometrice se exprimi cu ajutoru
functiilor trigonometrice insesi si al logaritmului acestor functii.

eoremd. Functiile sin, oo2: - -1, sint solutiile urmadtoarelor
8 1d. Functiil ; R —[—1, 1] sint solutiile urmaitozarelo
probleme Cauchy:

$x) + (x) = 0, 30 =03(0)=1
y(x) + ¥ =0 20 =1, 2(0)=0

4.8. Semnele valorilor functiilor trigonometrice
fundamentale

IS

\ Funetia
Cadranul y sin u cas u tg u cotg

|

—
p—
o
A
A
Y
|
h —
!
1
;
i
i
|_

B
Pt
=
L
3
AN
A
g |G
: l i
Se— N ———’

i
<
e
.xi =
.

i\

\

o
i
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49. Formule de reducere la un unghi ascutit

. Argumentul
B ™ 3z
e @ o= ‘,,_.w v=mtn v=—— Do 2m—u| vr=—u
Functia S\
sin 1 cos 1t - sin o — oS u —sin — sinu
cos 1 Eosinu — COS 1t - osinn e cOS Cos
tg v = cotgu + ton Seolg u —ty u —tg 1
coty 1 Ftg u = cotyr u Ftg u —cotz i | —cotg u

4.10. Expresiile functiilor sin®#z, cos®#, tg*u si

cotg®« in functie de pdtratul unei functii tri-
goncmetrice fundamentale

sin® a cos® tgdu cotg® u
tg? 1
. " a s
sin® u 1 — cos® = =
13 tg*u 14 cotg®un
1 cotg® u
a . s
cos™ 1t 1 —sin® 2 = .
1+ tg®u 1 cotg?u
3 sin® 2¢ 1 — cos®ze 1
L7 3 o
I — sin® cos® 1 cotg®
1 —sin?u cos® {
o
cotg= i :
sin® 1 — cos® g2 o
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Tabela 4.2.

Valorile fuactiiler trigonometrice fuadamentale

ale citerva umghiuri

&
‘5—5 Unghiul 2 sin # COs u tg « cotg n
o=
(e [} 1 [} nu este definitd
AL i S = ;
{57 e (V6 —2) T(\/o-,\’z) 2—\/3 243
. L owe 1 for S TFo
18° = — =B —1) .4‘\/1042\'5 1 1——= 45 Virzys
5 i g 1 1 = 1 - =
30° = e o5 "7_\"9 .3_\.' 3 I3
A b 1 = 1 =
450 = = ek —
1 5 . . Jz 5 vz 1 1
LERe
ki3 1 = - <2
60° = o »,,—\/3 _fT 3 5 V3
r )
2 1 e - el ls o i i
gu-_ JHTE, B 5 L N = (=t
T2% 5 \/1o+2\,5 4(\/5 1) ~/5+2\/5 5V
75% 2% Erder= Lt R e 213 2 J3
5% = = T(‘ 6++/2) T(\G—\Z) 2143 2—43
= -
90° = — 1 (] nu este definitd 0
3= — — s 2
10-°*~is— —\/10+2\5 ——(J5—1) | — /5+2\/s —1/1——?\,/5
e & 1 = ; e
120 = coal3 e —43 =
R /2 ol = o
I 135 3 V2 5 v 2 1 1
5% 1 AL Y /3 -
[ 2 A
150° = = > e ey —y3
" L2l = 1 = D 2
1620 = —= —(f5—1) —»4~s/m+2\/5 —-V:——?«/S —V5+2¢5
180° = = 0 — ’ n1 este defiaitd
= 1 /3 /3 =
2100 = 7 W o L% Sl
10° = 73 5 2 3 \/3
e 2 2
2959 = _5__ ___\/3. __._‘,3 1 1
I11 4 2 2
4 ) 1 ~— '\,/_3
240" = == oty —— /
o= 2 2 V3 5
270° = —;- —1 [ ] ni este definitd e
£ /3 1 = 3
e Ak By 2L i o2
U 3 2 2 va 3
Tt i /2
o 3150 A/ A
v F158 = o == oz —1 —1
11r 1 NE \/3 3
L= eah Ay e oty Dgb il —
330° = z o 5 3 V3
360° = 2 0 1 (] nu este definitd
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i
1

Fu
neeunoscuta

nciia

sin # ces i i celg u sge, 1t cescc u
Funetia
cunoscuta
r e —, . 1 1
sin sin Bs \/l —sinfy % e T Tt e ——
0 sin u V1 —sin?u s
o 1
cesn L1 —ces?u cus i - o ——
Vi —cesiu
tgu 1 1 f i
tg —,—'_g._:‘ RIS gu s Lt = o Sete s LTge
NAEETLET W14 tgRu e u tg n
e
1 cotg u 1 J1 4 cotg* u —_—
cotlg u d— - ~—S—A o cotg 1 =+ \——*’—— + 1 F cotg®u
V1 + cotgiu V14 cotgiu coig cotg s
sec u St L fsectu —1 A+ sec i il
secu Vsee? a
1 Jcosect u— 1 SBAARA ap T '
cosec i — o T &\ cosee? y — 1 =2 COSEC 1
cosec cosce u \oosec® u

b4 £




Tabela 4.4 Functiile trigonometrice fundamentale ale uvncr sume
si diferente de unghiuri

Ssin (u 4 o) = sinu cosv 4- cosusine; cos (u 24 @)

COS 1 COS v - sin usin v

tgw & taw cotg i cotgw == 1
tg(u =2 1) = R S COTR (B rtnutt] s e =
1 Ftgatge cotg v L cotg ¢

Sin (% - ¢ + @) = Sin# oS ¢ COS @ - Sin ¢ COS @ COs i - Siil W COS 2 COS ¢ ==

— sin u sin v sin @

<0s (12 -- v -+ W) = COS ¢ COS U COS & — sin 1 sin ¢ Cos @ — sin © Sin @ Cos U =

— sinu sinw cos o

tgu +-tgov +-tgw —tgu-tgoe-tgw

I —(tgutgo 4 tgetgw 4 tg w tg u)

’ catg e « cotg v+ cotg w — cotg u — cotg v — cotg w
cotg(u + v 4 w) - - :

cotgu - cotgv 4 cotguv cotgw -+ cotgw cotg u — 1

Tabela 4.5. Formule pentru transformarea unor preduse de furctii trigcnemetric
_fundamentale in sume de functii trigcncmetrice corespunzdtcare

3 sin (2 -+ = sin (1 — o) tgu - taw
Siir2. €08 v = —— ; tgutgr =—————
2 cotg u + cotg v

— ol cotgu ~ctg o
;cotgu cotg v = 208 e

139}

tgu - tge

cos (. — v) — cos (1 + v)

Sin u sin v =

cotg u -+ tgw
cotgu tgv _—
2 tgu + cotgw

4sinwsin v sinw == sin (1 + @ — w) -+~ sin (—w 4+ v = w) =

4+ sin (i — v + w) — sin (@ - v — w)

4sinu cosvcosw == sin (i - v —w) — &in {—u-+ v b w) -
L
- sin (1t — v ) + sin (4 + v + w)

]
T ] J

4sinusinv cos W = — €os (1 -+ ¢ — w) 4 cos (—u + v 4 W) -+

+ cos (1 — v + w) — cos (1 + v -} w)

4 cos 1 cos v Cos @ = COS (—u 4 v + w) + cos (1 — v -

+ w) +
+ cos(u + v — w) + cos(u + v + w)

i
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4.11. Functiile trigonometrice ale jumatdtii, dublului

si triplului unui unghi

I'unctia E ¥
clutata i Expresia ei

Functiile trigonaometrice fundamentaie ale jumdtdtic unghivlui

In' 2 Ll :Los"_—__l(\/l«sinx:—\l—sinu).
) = 2 2
os X 4 w=l,(\/l—rsil! @ = g1 — sin zr).
) ==t 3 2
! ol . = e 1 =T
oy — -yl tghu sin l—cosu 1
) tg u I'+ cosu (1 B by M (NP 5
u 1 sin 2 1 - cosu
I e = = = =
2 | =—cotgm L Jeotgzu -+ 1 1 —cosu sin 2
L) e
i ’ 1 — cosu
i C e e | R L i
| - I — cos
3 A 3 N ; s Sk . : 5
Functiile trigonometvice fundamentale ale dublului wnghiului
\ . . '-n . 4 -
” 2sinucosu = + 2 sinu \fl —sii*u = 3-2cosu ¢ 1 — cos
2u cos®u —sin®n = 2cos?y — 1 = 1 — 2sin2y.
2tgu
(g an Ry
1 — tg%u
cotg?u — 1
{ :H S P T
2 cotg u
i
S6C= 50
u e
2 — sectu
=
) sec® i
Qi B e
2 ysectn—1
Fusnctiile trigonom:irice fundamentale ale triplului uaghinlui
i die ) Isinucostu —sindu = Jsinu — 4 sind .
i
i | cos®u — 3cosusin® u = 4cos?u — 3cos .
‘ Jtgu — tgdu
T el FhAT

I —3tg%u

|
: |
i cotg® » — 3cotg
|

Alte formule utile:

sin4e = 2sin2u -cos2u; ¢os4u = 8costz — 8 cos




4.12. Linearizarea unor puteri ale sinusului
si cosinusului

1 —cos2u

Poh e 1 -+ cos 2u
Sin® ¢t = —————— ;  c0S> 1 = ————
: = ;
ey 3 sin « — sin 3u 3 cos 1 < cos Su
SINY it = —— B
4 4
) —4 cos 2u -~ cos 4u 4 3 <-4 cos 2u + cos 4u
sinfy = : costau
8 8
= 10 sin @ — 5 sin 3u -~ sin S, & 10 cos u -~ 5 cos 3u - ces Su
SN 1 = ; COS?it=
16 16
sy 10 — 15 cos 2u - 6 cos 4u — cos Gu
sinf 2 = o
52
" 10 <. 15 cos 2u + 6 cos 41 - cos Gu
<0s® 1 = .
32
; : o LN e .
g 35sinu — 21 sin 3u & 7 sin Su — sin T
sin? u -
64
35 cos u -- 21 cos 3u -+ 7 cos Su = cos Tu
<087 1t =
(1'1
A 35 — 56 cos 2u - 28 cos 4 — 8 cos 6u - cos 8u
=in® 4 == .
128
_ 35 + 56 cos 2u - 28 cos 4u -+~ 8 cos fiu ~ cos Su
%05 1 == ¢

128

4.13. Exprimarea rationald a functiiler trigonometrice
ale unui unghi cu ajutorul tangentei jumaitlii

unghiului
2tg L 1—tge L ;
: 2 28 2 1 ¢
Sin U= = ¢ cotgu = = .
1qge ™ 1+ 27 o3 2t
e los — o —
LR g >
3 4
l—tg‘-‘i 1—lg2-1—
1—-¢ 2 14 ¢
COS % = = ; secu = = q
o 1422 . U — ¢
1—~1.g~—; : 1——tg-z-
i
2Aes s 3
R 2t 1 4+ tg°u 1422 . i
tgu = — 1o CoseCTH =———e—ri= , unde = 1g-=»
u 1 —¢2 7 2 2
] —tg® — 2tg —

215



4.14. Formule de transformare a unor sume de functii
trigonometrice in produse (Formule calculabile
prin logaritmi)

s Rt WU (i b b =it
uin 4 sin v = 2 sin COS———: Cosu -+ cos v = 2 cos cos
2% 2 2 2
g b P e e e b WEaL L W =
Co5 1 — cos ¥ = —2 gin ———— sin ——— =2 sin — sin
5 9 )
% 2 2 2
sin (1 + v) sin (2 =4 u)
(5 n R =S e MEO L e COt el e
COS 1t COS SIn 1 sin v
| —cosa = 2sin*(1/2); 1 4~ cosu = 2 cos5*{u'2): | 4 sin 2 = (sin 1 Lcos u)>

. e W g i s 10
| sin# =sin — - sinu = 2sin| — 4+ —|:cos{— F —|-
2 4 2 4 2
sin {—' 4=t
_1

COSs u

= o)
V- tgu =te — tgui=\/i2

i . B : sin (i + o)
[ sinue--Bcosu=.4 [|sinu - — cos u A(sinu +tgocosu) =4 — — .
A Cos @

: : " w2 . 2 = =
1 o introdus unghiul auxiliar o, delinit de tgo—= — |, 2€ (-— — —))

A 2 2
sin i_—-':
3 B e {'i ] :p} ¥
{ Lt B=A|l+ —|=4(1 L tgo)=4J2 ————=; dack 4>40,
A cos @
2 B P 7=
Il > 0, atunci s: poats lua =08 o, o (0, —) .
2

-uu:siuu:\"'.’__-sin Iy :\/E gos el
4 4

4.15. Identitdti pentru functiile trigonometrice ale
unghiurilor 4, B, C ale unui triunghi oarecare

, o A B
i d 4 sin B + sin C = 4 cos — €0S — €OS — »
2 2 2

A B
cos A 4+ cos B+ cosC =1+ 4sin — sin —sin
2 2 2

cos A cos B cos C
e

o~

3 P . i . .
in Bsin ¢ sin’Csin 4] sind sin B

in* 4 4 sin? B + sin® C = 2 4 2 cos 4 cos B cos C.
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cos? A -+ cos® B + cos?C = 1 — 2 cos 4 cos Bcos C

sin 24 -+ sin 2B + sin 2C = 4 sin 4 sin B sin C

cos 24 L+ cos 2B L cos 2C = — 1—4 cos A cos B cos C
sin 44 - sin 4B -~ sin 4C == 4 sin 2.4 sin 2B sin 2C

cos 44 -+ cos 4B -+ cos 4C = 4 cos 24 cos 2B cos 2C — 1
fgif—-*s?—:—tg—i?--'tg%%-igi- U <

2 2 2 2 2 2

=l

AR n c A B
cetg — - cotg —— + cotg — = cotg —— cotg — cotg
2 2 2 2

- < ra

lql()

tged +tgB+tgC=tgAtgBtgC
cetg 4 cotg B ' cotg Beotg C + cotgCeotg 4 = 1.

4.16. Inegalitdti verificate de functiile trigonometrice
ale unghiurilor unui triunghi oarecare si de alte
elemente ale acestuia..”

Ssin-’—‘isin Esin—c—sl
g ; 8 )

— -

o B N sy G
5in= — 4+ sin® — - §in® — > —
2, 20 4"
A4 B C —
8 cos = cos— cos — <3+ 3
2 2 2 1
sin —
2
il
B
Cces — cos —
2
e 4 sl G0 o
RGN T

343
sin 4 — sin B =+ sin Cs——ZJ:

S cos 4 cos Beos Cg

-

1<cos 4 —cos B + cos Cs% >
tgAd-tg B - tg B-tgC +tgC-1g A=Y
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sin 24 + sin 2B + sin 2C<sin A + sin B + sin C
=3+ RY/sin 4 sin B sin C

a* 4+ b2 424435

at 4 b - P ORR.

4.17. Relatii intre elementele unui triunghi oarecare *

Teorema sinusurilor

a b c
— = ——— = ——— —2R
sin A sin I3 sin C
Teorema cosinusurilor:
a® = 0% + ¢® — 2bccos A
5 = a® + ¢* — 2ac+cos B
= a® + b* — 2abcos C
Teorema tangenielor
tg A—B
a—b N 2
3
a+ b o A+ I
2
& B —C
b—c iy T 2
b4 ¢ B+ C
ey
2
tg (i
c—a 2
¢+ a tg C+ 4
2
asin BB a sin C
(gvA = =
¢c—acos B b —acosC
5 B bsin C 3 b sin A_
a —bcosC ¢ —bcosd
i ¢ sin A ¢sin B
18(, — — -
b — eos A a —ccos B

Teorema proiectiilor

a="%cos C+ ccos B
b=ccos.4 + acosC
¢c—acos B+ bcosd

¢ A se vedsa §i paragraful 3.1.1 de la capitolul Geometrie
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Fermulele lui Karl Mollweide:

4 - B . A-B
cos sin
a—b 2 a—>b 2
= » =
c € ¢ G
sin — oS —
2 £
BY=7C . B —-C
€os Sl
b 2 L —c¢ 2
= » —
« A a
Sy — cos —
2 2
C -4 C—4
CO§ ——— — sin
c @ 2. ¢ —a
_— =
h o b B
sin — cos —
2 2

Alte relatii importante:

YT ) e TR
R [(ﬁ_fM ,,ill,’_zvt.ﬂ alp “’,sin£V~P ) (p= 1)
5 be 2 ac 2 ab

A PP —a) B hp — @ ~ g
cos 2 = }[ bk (EAD Vup_:z, Salge Vw_’
2 ac 2 ab
e
D

A Vrm_——bn p—c) g:V(p—c)(p-a\ ; V p—b)(p—1b)
e plp—aF " o2 plp — b) | plp —c)
qaces 4 - bcos B -+~ ¢ccos C = 4R sin A4 sin B sin C

o

4 c
Mo R Al dg coi, (B =] s = {p=a) 1K

AV R
#» —a = 4R cos — sin — sin —
k)

.M BN

$ — b = 4R sin — cos — sin —

2 2 2

A B (%

P — ¢ = 4R sin — sin -— cos —
2 2

2
heg = 2R sin BsinC; hy, =2 Rsin Csin 4, h.=2Rsin A sin B

re =7 --atg—;rp,=r-+btg voe=7r + ctg
2

I\le
|0

O

A B
# == 4R cos — cOS — COS —
2 2

¥

0w

¢

2

“

A B
— 4R sin — sin — sin —
2

38

wA g B g C
S PR R

©H = R /1 — 8cos A cos B cos C.
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Tabela 4.6. Rezolvarea triunghiurilor dreptunghice

53 .
ul | Date 8§ Formule de rezolvare
Zz
A4=90 B t:B:% l.‘,’C=Z4 Qo= § b+t
- S,
8 ¢ b h =
¢ < cotg B = 5 cotg C o e bsecC = e
L BNl L4 =S ol ——
. 4=190° = sin B = cos C = = Co= e S = lﬁb\ (arbjta—b =
[ . e vl RN EL |
% = ¢ = \(a+b) (a—b)= i
] < C =90°—B| B =90*—C :acos B = ->absie C
1=99° C b==asin B ¢ = asinC 1
I B b C=90"—R S=Tn=sin23
- e #=acosC| ¢c=acosB
<
b
A4=90°f € SRS - Rt
¥ a e c=pHhtgC 3
1 B  C=90"—R S=—bicatg B
& b =
5 g v ¢ =bhcotg B
Tabela 4.7. Rezolvarea triunghiurilor oarecare
£3
Cazul | Pate 3§ Formule de rezolvare
Zz
B A £ a*sin Bsin C hy
¢ b 4 = 180" — (B+C) ),Z._SmB ciﬁg‘_c Ry 2s5in A =3
¢ sin 4 sin A4 e
a 2 __absin C
S Saiegt 7 N B
1
A C b .
B b C=180’—(.{—‘~B)b=ﬂcmlz c:_usmC e,
< ¢ sin A4 sin 4
= 'S
C A A ~—B a—b €
i B lg—-—z—':mcmg—z— _asinC <L absin C
2 T sind e =T
& < A4+ B=180°—C
_ @sinC Fesit 4
B BT B
- (84 snpbsind | C=180°— =bcosd = P
n B = e sin
o i P —(4-+ B) | Jar—p*sin A|= 220" (hcos A &
b 2
bsin C _—
= "_s'sxlan L JF—btsintd)
1
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Tabela 4.7 (continuare)

T
e
Cazul | Date § 2 Formule de rezolvare
A1
1v 2 ; 5= +pp—a)l (p—0) (p —0) y
b A B —bp—ea
B 1/
tg-)— —lv —_—
E € = el
gl A = =
a+bt|g cos»;i=l/l' —a) ““z]l/“’ bl (p—c)
Fe=2p 2 2 be
Ca verificare: 4 -+ B - C = 1807

Tn cazul IIT putem avea drept solufie: doud triunghiuri, un triunghi sau nici un triunghi,
cu datele A4, a, b. -

In adevir, aparitia radicalului \/a_~— sin® A in expresia lui ¢ impune o discutare a semnulul
cantitdtii de sub radical, Aceastd discutie, rezumaltd, este:

1. 4 > 9°; 3. 4 <90°

a > b > un singur triunghi a} @ < bsin A = nici nn triunghi

& < b => nici un triunghi 5) a=bdsin4d = un triunghi dreptunghic

2. 4 =9%° a>b - un singur triunghi

& > b = un singur triunghi “la>bsind: I a=b=>un singur tritnghi isoscc]
a < & = nici un triunghi l a > b = un singur triunghi

4.18. Produse. Sume. Inegalititi si identitati

remarcabile
)
7 27 (n—1= N
o Y ) AT R e
2n 2it 2n 28-1
5 Vot 2= i b \:I:'Zn - 1
2. sin sin ver SIN —— =
2n 1 2n 1 2n -+~ 1 2
A = . 3= @n — = _ 42
3. sin——sin——...s =
45 2%
" A 2% "
4. ces cos 0§ ———— = —
2n -+ 1 28 £ 1 2410 28
5 = 37 (2 — 1) = -\/2
c0s —— COS ves COS —
45 4n 4 20
T D 2ne= (—=1*
6. cos cos ... COS :
2n + 1 2n 4+ 1 2n + 2:n
n+1
2
= .
% 4 5 T , 72o1mpar
21 = 2 -
7. ces cos ... COS = “
2n + 1 20 + 1 2n 4+ 1 =
(=1 7 par
Yo 4 | Rk


http:f(:lurn~l.la

=
2
2

% sin x
wWwC0S — = ——mm.
2"

rl-_)‘[;.;

(SRR

ol
2™ sin —
n

9. (2cosx — 1) (2cos2x — 1) ... (2cos 2" ¥y — 1) =

2cos2® x -1 1
= ——, COS X F — —,
2cos x + 1 2

*
* *

10. sin ¥ + sin (¥ 4+ &) + sin (x 4- 2k) <+ ... -= sin (¥ + uh) =
1
sin”—+—hsin (x -+ n_lz
& 2 * I hE 2R B2
Aol
sin —
4

11. cos ¥ + cos (¥ + k) + cos (¥ + 2k) + ... + cos (¥ + nk) =
1
I cos (x + "—h
B 4 , h#2kz keZ

S
sin —

A
sin

. o
\ Y ’ sin® nx
12.sinx +sin3x + ... +sin 2n — 1) ¥ =

, Sinx % 0
sin x

sin (2nx)

5. cos ¥ +cos3x + ... +cos(2u— 1) ¥ = . Sin ¥ #£0
2 sin x
I4. tg # + cotg » + tg 2x + cotg 2x =~ ... 4 tg (22-1x) + cotg (2%~ 1x) =
= 2 [cotg x — cotg (2® x)]

. 1 1 1 =
Iv.tgx+—tgﬁ+ tg—+ e =——cig——2cotg2x
2 2 4 ’)H 2‘" 21‘ 21‘

16, 14+ acos ¥ + a*>cos 2x + ... + a® cosnx =
_a™®cosmx —a™lcos(n4 1) ¥ —acosx + 1
2 —2acosx <+ 1
17. @ sin x 4+ a?sin 2x 4 ... 4 a® sin nx =
a™?sin nx —a®lsin (n ~ 1) x +- asinx
a®* —2acosx 4+ 1
o i 1 1 1
18, ‘arc tg -+ arctg + . + arctg ——mm— =
1+ 1412 142422 L+n +u?
3 1 ;
= — ~— arctg , neN
4 n+ 1
7 1 if 1 n .
9. arctg — + arctg — + ... + arctg ———— = arctg , neN
3 7 w241 n+2
el e 1 .y 1 R ¢ iy
g e e SR




* x
2n 4 bR 1
21. cos — + €cOS — + €05 — = — —
7 7 2
= 3= 177 1
COS — ~+ COS — + .0s + CO5§ —— = —
19 19 19 2
1 1 T
22, arctg — 4+ aretg — = —
2 3
ot 1 1 T .
25, 4arctg — — arclg — = — (Machin )
=
1 1 1 1 T
24. arctg — + arctg — + arctg — -+ arctg — = —
3 2y 8 4
*
- *

23. Yre R, Jsinx} <] x|
26. Yy, yeR, (sinx —siny| < |x —y]|

27. 0 < x, v, 2 < =, sin{x 4y 4+ 2) < sin x4 sin y + sin
V" 4

4.19. Functii trigonometrice inverse '

Relatii iatre functiile trigonometrice inverse:

X
aresin ¥ = glrkl" *:, X € (—1, l)

J arccos y [T =22 —xeid 1)
arcsisy x
h \ —nrccm\/l — 22, xe[—1, 0]
— '\‘.
.mu" —, x€l(0, 1]
~
aresin v
l —_ a2 iy
| —= - arctg — TR e[—1,0)
A %
( arcte ¥ = arcsin ——, r¥€R
i J1+ a2t
i
RICCOh ==t D X »0, - x)
\/l + x?
arcig xr =
\ — arccos , x&(—o0, 0]
\/ = x*
1
arcctg — , € (0, +x0)
: x
aclgx =




P e S -

|
l
|

arc sin \"'l — 2%, x€[0, 1]
arc cos ¥ =

= — arc xi:x\/l — 3" xe[—1, 0]

/1 — x®
arctg-\—r—x, re (0, 1]

arc cos x = =
1 1 — a2
= arc tg—- Lrel—1,0)
"
!
arccos ¥ = wectg——--. x (~ 1, 1)
Salie
3 1
gresins=s——xy 2.€[0, -00)
V14 a2
arcctg x= 1
™ —arc sin —— X € (—(D, 0]
V14 2%
i
arc th , x€(0, +00)
arcctg x= i 1
= arc tg—r—, xe(—c0, 0)
arcctg x = arc cos it , *eR
V14 22
rowte de atunare

arc sin x -+ arc sin 9 = arc cos (¢ | — 22+ \/l —3*—xy), 0<x y<1

arc $1In X — arc sin ¥ = arc sin (x \/1 — y* — y\/l e 2 IR st R
&rC COS X - arc cos ¥ = arc €os (xv — Jl — 221 =32, 0< 2,y <1

arc €os ¥ — arc cos ¥ = arc sin (y\/l — x — le — 9 ) O <<y <l

1—xy
arc tg ¥ + arc tg y = a-c ctg L A )
x+y
arctgx-::rctgy:nrctgx_v.x,y>0
14 zxy
xy —
arc ctg x -+ arc ctg ¥ = arc cotg Y-t
*+y
y —x
arc ctg x — arc ctg y = arc tg s> O oy > 10
1+ xy

4.20. Conditii necesare si suficiente ca valorile func-

tiilor trigonometrice fundamentale corespunzitoare
la doud unghiuri # si v si fie egale

Tecremd: . sinu =sinvesu=v 4+ 2k< sau u == —v + 2-Ix, k,le Z

2. cosu =cosv<esu=v+2kx sau = —v +2:lx, k lecZ
J.tgu=tgvesu=v+kn, heZ, u:;éz—f-m vsl:—g—+nﬁ,
iy

m, ne
4. cigu =ctgvern =0+ kr, k€ Z, u % mr, 2 #£nx m, ne Z

15 — Tabele si formule matematice — c. 1/313 225




Tahela

4.8. Ecuaiii trigonometrice fundamentale

Ecuatia

Discutic dupd a

AMuljimea solufiilor S

Sl & =g

—l<a<1

k=, heZ}

(—1)*arcsing +

e R 2 =2- —arcsing 4+ 2=, leZ
acR lal > 1 S=
a= —1 5‘,—_——-'_—:—]—22:
¥
a=20 S=12Z=
a=1 S:E-}-zz:
2
—l<a<l |S={x!x= Larccosa+ 2k=, ke Z}
sau
S = (arccosa ++ 2 Zz) y (—arccosa +
+ 2Zx)
sau
cos X = a
xeR %' =arccosa +2km, ke Z
] %" = —arccosa -+ 24, le Z
la] > 1 S=0
a= —1 N=im -2 F
a=0 S=2= 4+ 2z
2
1= S AT
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Tabela 4.8 (continuare)

Ecuatia Discutie dupd a Multimea solujiilor S
acsR S={x|x=arctga-+kr keZ}
sau

S=arctga + Z=

sau
tg v —a
x=arctga-L =, heZ
'R\(—'- —J,—Z:) =
2 a= —1 S:——;—I—ZTT
4 :
acR
a =10 D=
a=1 S.—_—‘—';Z:
;i
geR S={falx=arcctza - kx, keZ}
sau
S = arcclg a + Z=
sau
cotg ¥y =a x=arccotg a + bk, keZ
xeR\Zx E 5,
\ dee=—- 1 e — -~ Z=
o4
ael -

Exemple: 1) sin x = —Li; ¥ = (— 1" (— -:) - um, neZ
2 3

3)tg ¥= —4; x= —arctg4-+4in, keZ
— 5=
4) ctg ¥ = — \/J; X =— Lk, ReZ.
6.
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4,21 Inecuafii trigonometiice fundamentale

Nr. crt.

Inecuatia Discufie Multimea solu{iilor TFigura
—-1l<a<0 {x|= —arcsina + 2kz < ¥ < 2= + arcsina +
A
-+ 2k=, ke Z}
T-000SIn0 Ny 0TS 100
0<axl {x|m —arcsina + 2kz < ¥ < 2= + 2kz, ke Z} U Ly’ mea
] {xIZr:I < x < arcsina + 2=, leZ}
sin ¥ < a
1 reR —— i ot
ae R
a>1 R
a< —1 %)




622

to

S x 2w
reR
aeR

{x|2kr < x < m —arcsina + 2=k, keZ} U
B {2 arcsina + 2r! < ¥ < 25 4 27l leZ}

COS X << @
reR
aeR

0<ax<l

R

2

{x|arc cos a 4 2kr < ¥ < 2m — arc cos a |- 2kx,

keZ}

{x|arc cos a + 2kn < ¥ < 2 — arc cos a + 2k=,

keZ}




v
Nr. crt: Ine:uaﬁa Discufie Muljimea solufiiler Figura
a> 1 R
cos ¥ <'a
xR & e
acsR
g
a< —1 @ .
. arecosq
4 cos x> a Qe a1 {x| 2k= < x < 2k -}- arccos @, ke Z} U
¥eR Uqx| 2z = arccosa + 2nl < 4 < 2r -+ 2nl, leZ}
~——dITCoIa
aeR
—1<a =0 {21287 <= < arccos’a 4+ 2n, keZl U
U{2z =arccosa + 2nl < x < 2= 4 271, le Z}
a << —1 R
.




(o)

a0 {x | — ; + kg x <arciga - koy ke Z}

gr<a

<2
|
i

reR

LlC—l{ ]
til) {.v | — + k< ¥ <carciga + krn, ke 'AJ.

[SHIE

18

a>=0 {,v| arciga +in< ¥ < + krw, ke Zl

| A

<0 {x] arc lga Lk

<d
Iy
,A
Y
)
lu|‘1
S
=~
iy
N
i




4 4

Nr. crt. Inecuatia Liscujie Multimea solutiilor Figura
a0 {xlarcctga+ ke <y <m+ kz, keZ}
(olgx < a4
7 1eR
aeR wenolga
a<0 {rlarcctg a+ rh < x <=+ kx ke l} P A
oreselja
az=0 {x| =k < & < arcetga -+ bz, e} y
colg x> a
S x€eR
aelR
A {a =k v nreclya &z FelZ}
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4.22. Aplicatii ale trigonometriei

1. Dteriminarea distantei dintre doud puncte’ accesibile (A si B ) despartite
frintr-un chstaccl (fig. 4.4)

Alegem un punct C st midsurim distantele a, & si unghiul C. Formula

|73 3 ; s 2 %
ya* — b — 2 ab cos C ne di distanta ciutatd.

2. Deteyminarea distantei dintre un punct accesibil (A ) si altid inaccesibil (B)
(g )

Alegem un panct C, din care sid se vadd B, si misurim distanta & dintre
| A4 si unghiurile C si 4. Determinim apoi distanta x dintre 4 si £ cu
b sin C

(brmula ¥ = ———— .
sin (4 + C)
V. Diteyminarea distantet dintre doud functe inaccesibile (A si B ) (fig. 4.6).
\legem punctele accesibile C si D si mdsurdm distanta d dintre D si C
unghiurile Dy, D,, Cl $i C,_,.
Aplicim teorema sinusurilor in triunghiul ACD si deducenm

d sin (D; 4+ D)

- y respectiz in triunghiul BCD,
sin (D) 4 Dy 4 C))

d sin D,

sin (D, + C; + G,)
unghinl dintre ele, putem determina distanta dintre 4 si B cu teorema
innsulut.
. Delerminarea distanfei dintre doud puncte A si B situale fe aceeasi
rlicald (Ilg ‘17)

Acum in triunghiul 4 BC cunoscind doul laturi

A
%
H < '
£ a D
a
h b
8 = o




a) Cazul bazei B accesibile (fig. 4.7). Alegem un punct C accesibil si misurin
distanta a dintre B si C precum si unghiul z. Cuncastem indltimea % cu
ajutorul grafometrului.

Indltimea ciutati este H=h + H =l + a tg z. i

h) Cazul bazei B inaccesibile (fig. 4.8). \lcgcm dond punuo accesnbllO
B si C. Misurdm distanta a dintre C 5i D precum si unghiurile & §i 3. Deters

"

A'
gaprd, g en - 5 P
|
/ o
Z { H'
d |
|
BN Ne 3
k b
I 2l
Tig. 4.8 Tig. 4.9

minind cu ajutorul grafemetrulni distanta & dintre C si E, putamn scrie spes
cesiv . i
: @ sin g
Ho= 'k =k gty S8 gy =t — s
sin (8 — 2z}
deci #
a singsin 3
H=h4+ ————
sin (3 — 2)
. o PR ) e S = g S : g
. Determinarea mdrimii veaultantei K a doud fovie Iy si F, (fig. 4.9)8
A.phcam teorema  cosinusului  in  triunghiul ABC st deducem
|F1 +I- 2= R2=F} - F; —2F, F, cos (180° — z) san R*=F; 1 F}
+ 2 F; F COS .
Analog se determind )J- e 5 [2 =P FR =20 T coS
6. Arvuncarea cblica a wnii corp in vid. Bdtaia maximd. Indltimea maximd,

Se stie cd dacd aruncam din O un corp M sub unghiul & fatd de Ox, ¢y
viteza initiald v, legea de miscare a corpului M (x, 3) este (fig. 4.10)

% (£) = et cos 3, (1) = ggl sing — —5— 15NN,




Cind corpul ajunge in 4 avem y (¢) = 0. De aici 'rezultdi rddicinile f; =0

(care corespunde lui 0) §i £, = —2 sin o (care corespunde efectiv lui 4).

g
Distanta
ud
#(ty) = -2 sin 2z
g

e numeste bdfeie sau distantd de aruncare. Avind in vedere cd sin 2x are

\loarea cea mail mare 1 si cil ea corespunde lui 2 ¢ = » rezultd ci bdtaia

1o |

P
o h i vy
naximd este #p = — .
g
Astfel bitaia maximi se obtine la o aruncare sub unghiul ¢ = 45°.
[nidltimea pind la care se ridicd corpul M se determind avind in vedere ci,
in punctul cel mai inalt, V7, al traiectoriei, viteza corpului are componenta vy
\ vitezel nuld.

4 dy P . U, Sina
Deci vy = — = 0; de aici rezultd ,finipul de urcare Yo S
oz g
R
respectiv indltimea 3, = —2 sin?® 2.
2
=g
Evident 4, este maxim la aruncarca pe wverticald (1 = :-); dar pentru,
2
]
cazul bAtiii maxime (x = 45°), gisim 1, = —2>,
ig

4.23. Formule fundamentale pentru functiile
hiperbolice

]

Definigiiz 1) sinusul hiperbolic sh x = (¢ —e7%)/2, xeR

il

2) cosinusul hiperbolic ch ¥ = (e - e72)/2, xeR

h ; €T — e 7T
3) tangenta hiperbolicd th ¥ = i SR xeR

chx e%+e™®

h z -z
4) cotangenta hiperbolicd cth x = = - . » x€R*
sh x €T —e™%

Identitati fundamentale: 1) chx +-shx =e%
2) chx —shxy=e"7
3) ch?x —sh?x = 1
L) AR T
1
ch? »
1

sh? »

5 1 —thtz=

6) cth? z — 1=

s k0.

j &3
w
[}
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Tabela 4.9. Relatii intre functiile hiperbelice

Functia dati
Functia ciutatd
sh x ch x th x
. —_— th ~
sh x sh ¥ sgn x\/ch“x -1 hat -
\/l — th? x
e Tl 1
ch x J 1+ sh® x ch x — B
\/1 — th* x
th 'y —s_h 2 ry san x «/cl’l2 x— 1 Yhes
Jl + sh®* x eh 'y
L+ shx ch » 1
cth » ‘J it ————— ——1y x 3= 0
sh x sgn xy/ch®x — 1 th »

Functiile hiperbolice ale unor sume si difevente de argumente
sh(x £ ) ==shxchy-tchxyshy
ch(x4+3y) =chxchy +shxshy

th x - thy
th(x 4+ y) = s,
l+thx.-thy

Form:le de transformare a sumszi sau difeventei a doud functii hiperbolice in
produse de functii hiperbolice

shx+tshy=2sh xj:y.chx—i-y
chx 4+chv=2ch g By, =
& 2
-+ 4 f—
c¢h » —chy = 2sh e
2
sh (v + y
thxighyzbl“(r_"'i)
chx-chwo

Fermule pentru transfcrmarca uncr froduse de funciii hipeibolice in sume de
Junctii hiperbolice

1 ;
shx-chy:—:[sh(x+y) +'sh (¥ — y)]
L ‘
shx-shy.—.;[ch (¥ 4+ 3) —ch (¥ — y))

ch z - chy = —[ch (x + 3) + ' (x — »))

0| —
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Functille hiperbolice de argument dublu
sh2x=2sh y-chx
ch2x=ch®y +sh®x=2ch2x — =1L 2sh®x
24h %

th2 2 = ————
1+ th? »

Functiile hiverbolice ale argumentului pe jumdtate

hZ chx — 1, S Thx+ 1
sh—=-=sgny [ ———1i ol 3

— h
th-f-=Chx 1_ sh »

2 sh » —chx+l

Exprimarea vationald a functiilor hiperbolice ale unui argument cu ajutcrul
ingentei hiperbolice a jumdtdtii argumentului

2th X {4 2th =
sh oy = —2-; Cll,r:———;; thy = —— -'x y
: X
{—tht = J e gh8EE 1+the X
5 2

Liniarizarea puferilor functiilor hiperbolice

sh"x:—l—(cth—l) ch’x:%(ch2x+l)
2

'
1

(sh x + ch x)® = sh nx + ch nx

; Teorema lui Moivre
(ch x —sh )® = ch nx — sh nx

R:latiile dintre functiile trigonometrice si ccle hiperbolice

Formulele lui Euler: €% = cos x + isin x; €12 = cos ¥ — isin #.

. 1z -z z -z
¢ g . g =0 ale 2 B |6
[.sinxy= —ishiyx= ——— S5.sinix =ishy =ji—— '
2i
iz -z —— z -z
e e e \ € e
8 Cos'x =ichijy=— 2 57 G005 (1% —Cchip = e
2 2
e =l - & el eis
tgx= —ithix= —ij—— 7, tgix=ithx =i ——
'z 4 ez €T +- e %
.elz -1z z —z
; : L€ e . : .e% 4. e
1 ‘1;:x=1cth1x=1—+— 8. ctgix=—icthy = —i —
€'z — elz €% —el%
Poititea sau imparitatea functilor hiferboli;:e
sh (— x) = —sh »; th(— %)= —thzx
ch (— x) = ch #; - cth(— ) = —cthx, x#£ 0
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4.24. Folosirea tabelei IV.10 si a tabelei IV.11

Tabela 4.10. Valorile naturale ale functiilor frigonometrice fundamentale ale
unghiurilor misurate in grade sexagesimale

Tabela 4.10 contine valorile functiilor sinus, cosinus, tangentd si cotangentd
ale unghiurilor de la 0° la 90° din 10’ in 10%, cu cinci zecimale.

Pentru unghiurile mai mici de 45°, gradele sint date la stinga {iccirei
tabele, de sus in jos, iar pentru unghlurilc mai mari de 45° la dreapta {ie-
cérei tabele, de jos in sus.

Valorile sinusului pentru unghiurile de la 0° la 44° se citesc de sus in
jos in tabela care are scris sus ,sinus“ si de jos in sus pentra unghiurile
de la 45° ja 89° in tabela care are scris jos ,.sinus”. Minutele se citesc sus in
primul caz si jos in al doilea caz. La fel se procedeazi si cu celelalte functii.
Céutarea in tabele este simpld, mai ales dacd unghiul se giseste in tabele.

Exemplul 1. Si se afle sinusul unghiului de 25° 40’. Citim in stinga 25°
si sus 40" (in tabela 4.10 care are sqris sus ,sinus”) ; la intersectia liniei lui 257
cu coloana lui 40" gisim 0,43313.

Exemplul 2. Sh se afle sinusul unghiului de 63°20”. Citim in dreapta 65°
si jos 20" (in tabela 4.10 care are scris jos ,sinus“): la intersectia liniei lui
63° cu coloana lui 20/, gisim 0,89363.

Dacd unghiul nu se giseste in tabele, se face interpolarca prin pirti pro-
portionale pentru sin x si cos #. Pentru tg x si cotg x avem de facut urmi-
toarele observatii: tg x se interpoleaza prin pdrfi proportionale pentru
# < 46°40’. De aici pind la 70° se obtin numai patru, pind la 80°40°, numai
trei si pind la 85°40” numai doud zecimale exacte. O determinare mai precisi o
da formula

1 % 1 y
tg ¥ =tg———— conexatii cu tabela 3.2 a walorilor — 103,
90° — x 7

Tabela 4.11. Logaritmii cu cinci zecimale ai functiilor trigonometrice ale unghiu-
rilor de Ja 0° pind la 90° din minut in minut

Tabela 4.11 contine logaritmii functiilor trigonometrice sinus, cosinus,
tangentd si cotangentid ale unghiurilor de la 0° la 909 din minut in minut,
precum §i logaritmii rapoartelor dintre sinusul :au tangenta unui unghi si
unghm] respectiv, pentru unghiurile de la 0° la 2°59.

Gradele se cautd in partea de’sus a paginii si minutele in prima coloand
din dreapta daci unghiul este mai mic de 45°; dacd unghiul este mai mare
de 45°, gradele se gasesc in partea de jos a paginii §i minutele in ultima coloand
din drcapta. Logantmu functiilor trigonometrice se citesc sus sau in josul
paginii, dupi cumm unghiul este mai mic sau mai mare de 45°. Caracteristica
comuni mai multor logaritmi succesivi este scrisd’ o singurd datd in fiecare
grup de zece.

Coloanele notate cu =~ d 1” si — d 17, aflate la dreapta fiecirei coloane
de logaritmi, contin diferenta dintre logaritmii functiilor a doud unghiur
care diferd intre ele prin 17. Aceste diferenfe s-au obtinut impéartind Ia 6O
diferenta dintre dei logaritmi consecutivi. Dacd numarul secundelor cu care
creste unghiul este mai mare decit 1, partea proportionald a mantisei se
obtine inmultind d1” cu numdirul respectiv de secunde. Semmele -+ sau —,
care preced d1”, arati c¢d partea proportionali se adund la mantisi sau se
scade din ea. Pentrn unghiurile de la 2° la 87° se poate evita inmultirea folosind
tabelele auxiliare P.P. (tabelele partilor proportionale) care se gisesc dedesubtul
tabelelor principale pentru unghiurile de la 6° la 83° si pe pagina aldturati

- pentru unghiurilz de la 2° la 6° §i de la 837 la 87°.
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In tabelele P.P. pirtile proportionale sint calculate din secundda i secundd
de la 6”7 la 107; pirtile proportionale pentru 107, 207, 307, 40" si 50" dau,
win impirtirea cu 10, pértile proportionale pentru 1, 2%, 3, 4" si 5.

Logaritmul sinusului sau tangentei unui unghi mic de la 0’ la 3° nu se
podate afla interpolind prin pirti properfionale, deoarece aceasta ar duce
L1 inexactitati. Pentru a afla logaritmul sinusului sau tangentei unui asemenea
coghiose adund la logaritmul numirulul de secunde al nnghinlui numdrul S

u I ocare reprezintd logaritmul raportulul dintre sinus $i unghi, respactiv
itre tangentd s unghi. Peatru aceasta se [olosesc tabelele mici date. sulb
iwlele de logaritmi ai functiilor unghiurilor de la 0- la &° Tle contin nu-

ral de seeuande ale unghinlui si numerele S si T.

(o siin cazul calculelor logaritmice obisnuite, si in caleulul cu logaritmii
Lnnchilor trigonometrice sint de rezolvzat dould probleme: aflarea logaritmului

tiel trigonometrice a unui unghi dat si atlarea unghiului .corespunziter
ul logaritm dat al unci functii trigonometrice.

Problema 1.

Cazul 1. Unghiul sz afli in tabele (confine numai grade si minute).

7S

f »z/ﬂu Si se afle g sin 20°26°. Se cautd pe pagina care are scris su
)', 1ar in coloana din :.lmga. 26 1"- sin se citeste sus,.iar la intersectia

ste logaritmul ciutat: 1,54297.

coloanei acestuia cu linia lui 26° se gise

Cazul 2. Unghiul nu se afli in tabele (eontine grade, minute si secunde)

Evemply. Si se afle 1g cos 54718°20". Se cautd pe pagina care are scris
147, iar in coloana din dreapra 187: lg cos se citeste jos, iar la intersectia

oanel acestuia cu linia lui 18 gisim lozaritmul 1,76607. Cautim in ,med
minitor 1g cos 34719 si gisim l,/639J. Logaritmul cintat s2 afli cuprins
ntre acesti logaritmi. In coloana — d 1’ citim 0,28, in tabelele P.P., la inter-

fia coloanei 0,28 cu linia 207 citim 3,7, deci aproximatir 6. Intrucit d1”
o semnul mines, iusemneazd ol din mantisa logaritmulul lui 54° 18’ se scad 6
unititi de ordinnl al cincilea. Asadar logaritmul clintat este 1,76601.

Problema 2.

izul 1. Logaritmul dat se giseste in tabele.
; oy =
cemplu. Si se afle » stilnd cd i, tg & = = 1.90371.
mic decit 0. insemneazit ¢ unghiul este mai mic de
i notatd sus ,lg tg'; se gdseste 387427,

Togzavitmul fiind mai

43°, Deci se cautd in

1izul 2. Logaritmal ciutat nu se afld in tabele.

I ve )v/7 Si se afle x stiind cd 1g cotg » = 1,73183, Deoarece logaritmul
negatiz, ungluul este mai mare decit 43°.

Chatind in tabzle se deduce cd acest logaritm este cuprins intre 1,73173
|.73205, cirora le corespund unghiurile 615407 si 61°39", In coloana — dt”

m 0,50, Intre L,73185 si 1,73175 diferenta este 10. In tabela P.P., in
lonna 0.50, se cautd 10, ciruia ii corespunde in prima coloand din stinga
)", Deci unghiul ciiutat este de 61739207,
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5. ANALIZA MATEMATICA

5.1. Numerele reale

Multimea numerelor veale® constitui~ o multime R, inzestrati cu doul

operatii binare,

notate cu + (adunarea) si * (inmultirea), impreuni cu o re-

latie < (care se citeste mai mic decit sau egal cu), avind proprietitile:

1. (R, +) este grup comulativ, adici:

LI Yx, v, zeR avem (v -+ y) + 2z =% + (y -+ 2).
2. 30 e R, astfel incit VxeR avem x 4 0 = 0 4 x = x.
1.3. VxeR, 3x’ R, astfel incit ¥ + 2’ = x" + x x’ se numeste

opusul lui x §i se noteazd cu —x.

1.4. Vx, yeR avem x + y =y + x.

2. (R* ) unde R* = R {0} este grup comulativ, adici:

2.1. Vx, 9, z€ R* avem x(yz) = (x¥) 2

2.2. 3l e R*, astfel incit YxeR*, avem |- ¥ = x+ 1 = x.

2.3. Vxe R*,

Jx’ € R* astfel incit xx’ = x’x = |; 2" s¢ numeste inversu:

1
lui x si se noteazd cu ! sau — -

x

2.4. Yx, y € R* avem xy = yax.

3. Adunarea si inmultirea sint compatibile intre cle, adicid

3.1, V¥, ¥, ze R avem x(y + 2) = xy + 2z

3.2. Vx, v, ze R avem (¥ + )z = xz + yz.

4. Relafia <

este o relatie de ordine totald compatibili cu operafiile de

adunare §i inmultire:

4.1. VxeR,

avem x<x

4.2. Vx,yeR, 2 < ysiy <z implichk x =y

4.3. Vx,9,ze€R, x < ysiy < zimplicdi x < 2

44. Vxr,yeR avem ¥ < y sau y < ¥

4.5. V¥, yeR si 2 <y avem x +2<y +3 ¥YzeR

4.6. Vx,yeR si x <y avem x2 < y2, V220

1) Numelele reale pot fi introduse gi -cu ajutorul fdiefurilor in mul{imea numerelor rationale
{Dedekind), al sirurilor fundamentale de numere rafionale (Cantor) si al fracfiilor secimale infinite
{Weierstrass), nu numai pe cale axiomatici.

342


http:illzestrn.tr

5. (R +, *, <) satisface axioma lui Arhimede:
VreR, YyeR, ¥y > 0, dneN astfel incit ny > x.

6. (_)nulrc ar [i (a,) w>1 U0 sir de numere reale crescitor si (b, )n>1 un §ir

de numere reale descrescator, pentru care ap, € by, Vam 2 1sib, —ap,— 0
atunci existd un singur numdr ¢ € R, astfel incit a, < ¢ < b,, Vn 2 5.

Qbservafia ], Axiomele de la 1—3 ne aratd cd (R, +, .) este un corp comutativ.

Axiomele 4.1—4.4 ne aratd ci relatia < este o relatie de ordine totali,
ifar cele de la 4.5—4.6 cd relatia < este compatibild cu structura de corp,
a lui R,

O¥servatia 2, In locul axiomelar 5—6 se poate lua axioma

5. Orice multime nevidi EC R majoratd (i.e.)) 3b € R, astfel incit Vxe E
avem x < b) posedd margine superioard.

Observatia 3. Rezultd astfel cd (R, + ,-, <) este un corp ordonat continuu arhimedian (sau complel
ordonat).

5.1.1 Submultimi ale lui R

N={0,1,2234.)}, N*= N\{O}
Z="f., =3, =2,~1,0123,..}; Z* = Z\{0}.
0=

{in- meZ, n eN"’}: 0* = 0\{0}
n
R*

=R\{0}; R, ={xeR |z > 0}

5.1.2 Proprietdti ale mnumerelor weale, deduse din
axiome

1. Vx,y,2€Rsix + 2=y + zarem x = .

22, Vx, yeR avem --(:( F Y= —x+(—y) = —x—y.

3. YxeR avem —(—x) = x.

4. Va,beR u:ua.‘;m a -+~ x = b are solutia unici r = b —aeR.

5. Vx, vy, zeR avem (2 + 3) —s=x+4 (y —2) st x’'— (y + z) =
=(¥—y)—

6. Vx, y, 26 Rz # 0 5l 2z = yz avem x = y.
Vx,yeR avem x(—y) = (—x)y = —xy §i (=a)(—y) = 2).

8. Vx,y,2€eR avem x(y —z) = xy — x2.
9. VxeR avem x-0=0-x = 0.
103, Yxe R* avem (x1)-1 = =z,

1) j.e. este prescurtarea expresiei latinesti ,id est“, care se traduce prin ,adici“, ,aceasta In-
seamnd’. ’ .
1) yx, y€R, numirul ¥ + (— y) se numeste diferenfa numerclor x §i ¥ si se noteazd x — y:
3) wx, ¥ €ER s5i ¥ # 0, numirul z. (—;) se numegte citul fmpdrdirii Jui x la ¥ §i se no-

x
teazd —,
y
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11. V¥, yeR* avem (xy) = 0

&)

: ; et b
12. Va,be R cu a#0, ecuatia ax = b are solutia unici v = — ¢ R,

15. ¥x, 7€ R, i 2y =0 avem x = 0 san 3y = 0.

)] h
14. Va,b,¢,deR, ¢#0, d # 0 avem i+£_=m—5; AL
& d cd ¢ {
ab oG b ad — be
= — respective — — — = —w——
cd c d cd
a
. c ad
15. YVaeR si b, ¢, de R* avem — = —
b be
d

16. Vx,yeRavem x S y< —y < —x; 2 20 —x < 0.
17. Vx, ¥, z, teR, s <y sis<tirezultdi x + 2 <y + 4
18. Vx,yeR, Vz < 0six <y rezultd 2z > yz.
19. V¥, yeR, x > 0 si y < 0 rezultd xy < 0.
20. Vx,yeR, ¥ <0 siy <0 rezultd xy > 0.
V2 TR 2 LN T R o S i e T
22, VxeR* »2> 0.
23. YxeR. avem x> 0<»——1->O; 2 <0 —1—<O
x %
1

1
24. Vx,yeR}, 2 <y — < —
¥ x

25. Vx,yeRsix <y, IreQsipe R\ Q,astfelincitx <r < ysix -
26. Multimea numcrelor reale nu este numdirabild.
27. Orice sir fundamental de numere reale este convergent si recipio

28. Fie ae Ry si neN, n > 2. Atunci riddcina de ordinul n a lul
cxistd si este unicd.

5.1.3. Dreapta incheiatd

1. Numerele reale pot {i puse in corespondentd bijectivd cu punciele
drepte pe care au fost alese un punct origine O, un sens pozitiv si o wmfate o
misurd pentru lungimi. Din aceastd ratiune, multimea R se identifici i
cu dreapta consideratd, numind-o dreapla reald, iar numerele reale se iden!
{icZ cu punctele acestei drepte.
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. Fie —oo0 si +co0 doud simboluri. Notim R:=R U {—»} U {+x

"

lelatia de ordine < a lui R se extinde la R punind —0 < x < 20, YxeR.

sultd cd (R, <€) este total ordonati.
Mulfimea R se numeste dreapta completatd san dreapta incheiatd.

Observafii, Pe R nu se pot introduce structuri algebrice.

5.1.4. Intervale numerice

l. Fic ae R, beR sia < b Muoltimile urmiitoare sint intervale mirginite

le tui R:

{a,0) = {x¥]|a < x < b} (interval deschis).

a,b] = {s|a < x € &} (interval Inchis; compact).

‘a,b) = {x]a < x < b} (interval inchis la stinga si deschis la dreapta).

(eb] = {x|a < x < b} (interval deschis in stinga si i“"b?s in dreapta).

I'ic @ e R. Multimile urimdtoare sint intervale nemarginite ale lai R:
w) = {x| x> a} (semidrecaptd deschisd la stinga).

(a, +oo) = {x| x 2 a} (semidrcaptd inchisd la stinga).
a) = {x!x < a} (semidreapti deschisi la dreapta).

(—=,a] = {x| ¥ < a} (semidreaptd inchisi la dreapta).

Ohservapie. Numerele @, b, — ©, + o se numesc capelele inlrrvalelor respective. Dacd I cste

interval al axei reale, arunci mt(rvalu] obtinut din I prin inldturarea capetelor acestuia se

°
wete anderierul tui I gi se noteazd cu /1.

5.1.5. Vecindtale. Punct de acumularve

Definitii. 1. Se numeste vecindlale a lui a € R, orice mulfime V < R, care

ne un interval deschis, care confine pe a.

Sc numeste vecindtate a lur —co orice multime V_o.cR care confine o

ciudreaptd deschisd la dreapta (—o0, @), cu aeR.

Se numeste vecindlate a lui + o0 orice multime V+mcR care ¢mtine o

muh(aptd. deschisa la stinga (a, +00), cu a€R.

. Fie I € R o mulfime. Un punct x5 € R se numeste punct de acumulare
il multimiiE, dacd oricare ar {i ¥ o vecinitate a lui x, avem V N E\ {z,} # J.
Multimea punctelor de acumulare ale lui E se noteazd cu E’ si se numeste

(llimea derivatd a lui E.

i. Un punct x,e R se numeste punct de acumulare la dreapta (respectiv la
tinga) allui E, daci oricare ar fi V o vecinitate alui xjavem ' 0 E\ {7} # &
(respectiv V-0 EN\ {z} # @), unde V+= ¥V qn [x, +00) (respectiv V- =
(—00, 9] N V) este o semivecindtate la dreapta a lui x (respectiv o semive-

initate la stinga a lui xg).

Multimea punctelor de acumulare la dreapta ale lui £ se noteazd cu gLt
(o umltxmm puncfclor de acumulare la stinga ale lui E se noteazd cu L.

bservim ci E’ = ESYE?® si ca E nE"® poate fi wida.
Feoremd. 1) xg€ E' < Ax, € E\{xp}, 2, — x4,
) ,.DeL‘;«.» Elx e X, x, = K ¥prTs;
) %€ E’ @Eixne]‘ e TR e

L B

Observafie. fn mod analog se poate defini nojiunea de punct de acurulare al lui E in R,

(5]
e
o




5.1.6. Mulfimi mdrginite ale lui R. Margine
superioard. Margine inferioard

Definitie. Mulfimea nevidd E < R se numeste majorald saw sarginild
superior dacdi 3b € R astfel incit Yx € E avem x < b. Numdrul b se numegte
majorant pentru E,

Dacd b€ E spunem cdt E are un cel mai mare element, anume pe b; s¢ na
teazd b = max L.

Analog, mulfimea E < R se numeste minoratd sau mdrginitd inferior daci
Jda € R, astlel incitVx € Eavem a < x. Numdrul a se numeste minorant penfru I

Dacd a € E, spuncm cd E are un cel mai mic element, anume pe a; w
noteazi a = min E.

Exemply. Pentru E = [1, 3], min E = 1 si max £ = 3. Intervalele deschise
ale lui R nu posedd min §i max.

Definitie. Fie E < R o mulfime nevidd care adwmite minoranti. Se numeste
marginea inferioard* a lui E sau infimumul lui E §i se noteazd inf E cel mai
mare minorant al lui E.

Definitie. Fie E < R o multime nevidd, care admite majoranti. Se numegle
marginea superioard a lui E saw supremumul lui E §i se noteazd sup E cel mai
mic majorant al lui E.

1
Exemplu. Pentru E = {3 n —} avem inf E= 3 §i sup E = 4;
n>1

i
inf R= —o0.

5.2. Inegalititi remarcabile
1. Forme ale inegalitdtii lui Bernoulli:
a) (14 a)®» =2 1+ na, VaeR, a= —1, ¥YueN.

B) (14+a)*=1+aa, VaeR,a> —1, VaeR,a > L
)

-

(14 ay) (1+ap) . (l4ay)=14a,+a;+ ... +a, Vay, ap, ...,a, €R,
a,, dy, ..., ap = —1, toate aceste numere avind acelagi semn.

2. Inegalitatea lui Cauchy:
” 2 n n
aibi) < ( a?)( b?) »  Va;, b;eR.
Inegalitatea devine egalitate pentru a; = 2b;, A €R, i = m

3. Inegalitdfile lui Minkovski:

1 1 1
n 2 n 2 n 2
) (E (ai+bl)2) < _5_ ;a]“’) +(§ :bf) »  Va;, bieR.
i=1 t= i=1
*) inf E este caracterizat de urmitoarele doud proprietaji: 3

1) wyxeE avem inf E < z;

2) ye >0, 3yeE, astfel incit y <e + inf E,
iar sup E de proprietitile

) wz€E, avem x << sup

2') ye > 0, 3yeE, astfel incit sup E —e < 37



1 1

8) [(ay + By) (ay + ) ove (A + D)1 = {4y - ) ™ + (Byby o 5)®,

Yai;, BieR,, i = 1,n.

4. Incgalitdtile mediilor:

n e — Gy + s + ... 4-a
- — S A R e S LB s
1 1 1 n
i + —_ -
@y s apy

cuoag, = 1, n numere reale strict pozitive. Incgalitdtile devin egalititi daca
vumai dacd 4y = a, = ... = a,.

1 ” \k 1 n . .
51— a | € — af, YVkeN, n > |, Ya;eRY, i = I, n, cgalitatea
Ebaizler

are loc dacd si numai daci a, = a, = ... = a,,.

6. Inegalitatea lui Holder pentru sume finite:
1

n

1
”n by on 7
o) labi | < (Zlﬂi i”) (Zibr l"\ o Nasna, b he R
/ :

=1 /

—= t=1
I < p < 00, iar ¢ se deduce din —l S —1— = 1.
s 4
1 1
” n D/ 7
) 2 labs| = (2 | ai |p) (E | b, |q) » Vay, a,, ..., a,€R, Vby,...
=1 =1 i=1

1 1
aeRY 510 < p <, dar ¢ se deduce din — 4 — = L. Inegalitatea se
y
transformd in egalitate pentru |a;|? = | 5;|%, neR,, i = 1, n.

7. Inegalitatea lui Cebigev: dacd (ag)1<<r<n este un sir finit de numere pozi-

{lve monoton crescitor, iar (bg)igrgn este un sir finit de numere pozitive
monoton descrescitor, atunci avem

e 80 /I
— Eakbk<(—- a‘;) (— Zbk)’
n k=1 n = Ay

¢xceplie facind cazul in care ay = a3 = ... = a, sau b = b, = ... = b,, cind
lnecgalitatea devine egalitate.
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Dacd ambele siruri sint sau monoton crescitoare sau monoton descresci-
toare simultan, atunci avem

e (5 R

k=1

1 1
8. (ay + a, - - ay) —+——r ..+—);n- VajeRL, i =1, n
a, ay
n n a
g o i R,
0 (Eb)(z bl) (Z ) Vai, bic R
=1 121 =1
10. (1+a){(l+ay)e.(1+a,) =2, YaseRY, i= 1, n, 405 e a, = 1

11. Fie intervalul compact [a,b] € R, cu 0 < a < b §i ay, Xy, ey 3y, B
puncte din acest interval. Atunci avem

] Vol 1) (a+B2
(rp+ 2+ e+ 2 [ —F —F — F e + = € ———— 0%,
o 2 4ab
Ry R g M Y eRY, i L /
R 7 Qs ay a :
13. «ja1 +a}+ .. +ai<|al + lay| + ... +1a,], Vag .., a,eR
14. o+ by € Aag I e+ Gy s 4By Frat by, anbic

€R,y, i = 1, 0.

= 1‘.!]
15. ’—Ll < h+2h+ ...+ nuh <M2—L, h> 0, n =1 (Arhimede).
2
1= 1 1 il
6. — 4+ — 4+ —+ .. + — <2, =1L
12 st n®
1 1 1 1
17'—1+—+—+..+——<l—-——, iz > 2
23R T T B n* n

1 1 o 8
B.fn<l4—+.t—=<2yn+1-2,n> 1L

19.

W
|
8
%
o

)
S
| v
%)
o
|
—
R
==
[
\
-

9 4+ 1 4 + 3
3 —1
Slantomas e Pl o e 2
2 \n 2] 2n JZn
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2n—1 1
s =< —
2n \/511. -1

ah I Lo 5 . 4l |7/ By
23 |1+ —] <3, az= 1. 24. N4 V< Vn,n 2 3.
n
45 Y Faeet] A v T W s CBE
29 = 1 < e =0 20Vl > n, nz= o
A Y
nin—1
a= e -t 1\* 5 a2 2 :
27 R0 € | o =1 s B W) 5 dv= 3
2
2001 > AL 5 = 5 30. 2% > w3, n > 10 5

o a% —.pn o S AL
M. ——5 (’--—) » Va,beR}, unz 1
Inegalitatea devire cgalitate dacd a = b.
Cazuri particulare importante:
2(a® ~ b)) = (a + )%, VYa,beR].
4(ad - 1) = (@ +.b)% Va,beR’.
S(at - bY) = (a -+ D)%, Va,beRL.

32, a* + b* = 2ab, Va,beR.

33, a® + b+ ¢t = ab - bo + ca, VYa, b, ce R. Incgalitatea devine egali-

tate dacd si numai daci a = b = ¢.

4. a4 b= 24ab, VabeR,, a=0, b= 0.

55 24252, VabeR,ab>0.
b

8|

36. a + — = 2, YaeR:L
a

et S L = 3 C el R Y G
Sa 2 Sh

38. a® ++ B + ¢ > 3abe, YabceRL; a # bbb #c¢,cF# a.

1 ] Dl 1 A e | SO0

39. < -
1+la+b]  Ll+lal = t+]5]

» Va,beR.

0. ya - b < Ja + b, Ya,beR,.

41 (@ + o) (b + d) = Jab + yJed, Va, b c,deR].

RV EFDC T f) > Vale + Vdef, Va,b, ..., €RS.
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5.3. Siruri de numere reale

Notiunea de sir. Se numeste siv de numere reale o aplicafie fa multimii N in R,
x b \
Dacd ap = f(1n), ¥n € N, atunci sirul f se scrie (u")n>0, (an)penr (a,,) sau ag, ay,
e, dp,y -oe; Ap SC numeste teymenul geneval al mxululf
< - * . - 2 1
In locul lui N se poate lua N*, in care caz sirul f se scrie ((1,,)”21, (an), ¢ Ne,
(an) sau a,, ay, ag ...y An, .-

1 1 1
Exemple de siruri: 1) 1, —s —, ..., —, ...
2 < n
2) 202, 2,000 21 cenlun £ Sic constant) -
1 1 1
3) =1, —s — —, L (=)=, L
2 3 n

Sir finit. O aplicatie f a multimii {1, 2, 3, ..., n} in multimea R se numeste
sir finit (de numere reale) si se noteazd (ag)p=1,» sau ay, a,, ..., ax.
Notiunea de subsiv. Dacd ay, a,, ..., an, ... este un sir si ky, &y, ..., kg, ... un
sir de numere naturale strict crescdtor, atunci sirul (ag )<, se numeste
aln= z
subsir al sirului initial.
Struri cu limitd. Un sir numeric (a,) w1 S€ numeste cu limitd in R, daci

da e R cu proprictatea cd orice vecindtate a lui a contine toti termenii sirului,
incepind de la un anumit rang inainte. Scriem lim a, = a, lim ap = a sau ap—a
n->-+4w
pentru # — 4 co.
Siruri convergente. Un sir (ap),~, care are limita a2 € R se numeste con-
=
vergent in R.
1. Un sir (an),-, converge ciitre a€ R« Ve > 0 Jnce N, astfel fucit
=
Vin = ne avem |agp —al <¢

7 -1

¥ ¥ i
Exemplu. Sirul en termenul general ap, = ——» n=1, are limita a=
2n

2. Un sir (an),,, are limila 400 (respectiv. —o0) «» Ve > 0 In, €N, asa
=

fel incit Vi = n, sd avem a, = ¢ (respectiv ay < — ¢).
Siruri divergente. Un sir care nu este convergent se numeste divergent.

Siruri mdrginite. Sirul (ap),~ , este mdrginit dacd si numai dacd IM > 0,

n=
astfel incit, Vu e N, sd avem |az| < M.

Exemplu. Sirul ay = (=% n = 1, 2, ... este mirginit de 1, cidci |a,| =
=81 W ysic N*

Struri crescdtoare. Siruri descrescitoare. Sirul (ay),~ , este crescdlor (respectiv

>

descrescdtor) daci VYn € N avem a, < anyy (respectiv ay = anyy). Sirurile cres-
ciitoare si sirurile descrescitoarc se numesc siruri monolone.

Exemplu. Sirul delinit astfel a; = \/2, o= \/2 + ap.y, n = 2, este strict
crescdlor.

Sir fundamental sau 5iv Cauchy. Un $ir (ap),~  de numere reale se numeste

=

sir fundamental sau Cauchy dach Ve > 0 existd n. € N astfel incit Yin, n = ne
sd avem |ay, —ag| <e.

Notiunea de sir fundamental si cea de §ir convergent de numere reale sint
echivalente.
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5.3.1. Teoreme fundamentale asupra sirurilor
nimerice

1. Orice sir convergent de numere este mirginit.
2. (Criteriul majordrii). Dacd a € R, iar (a,,)”>1 si ('1")”21 sint doud siruri
carc au proprictatea. Va = 1, |ag —al| < ap §1 25— 0, atunci ag — «.

. el 1
Exemplu. Pentru sirul cu termenul general ap = sin — avemn |a,—0|<—
n ”n

1
si, cum — — 0, rezultd a, — 0.
n
3. Trecerea la limitd@ in inegalitdfi. Fie (u,,)"‘21 $i (b,,,),z>1 douil siruri
cu limitd pentru care ap < by, Vi = ng Atunci lim a, < lim by,

. Ve n—-xa

4. Fie (“")nzl si (bn)n>1 doud siruri astfel incit ap < by, Vi = n, Dach
lim 4, = +c0 (respectiv lim b, = —o0), atunci lim b, = +co (respectiv
B> ”n-» o n—> 0
lim a, = —).
”->a0

5. Daci sirul de numere strict pozitize (a,,)">1 este crescilor si nemirginit,

el
atunci — — 0.
an :
Exemplu. $irul cu termenul general a, = 1 -+ 2% fiind crescitor si nemdr-
3 : 1
ginit, sirul cu termenul general ——— — 0.
2127
6. Dacd aeR iar sirul (a,),~, converge citre a, atunci sirul (| ay|)
=
converge citre |al.
7. Dacd sirul (| anl),~,; converge citre 0, atunci a,— 0.
o

n>1

8. (Teorema de convergen{d a girurilor monotone). Orice sir monoton st
mirginit este convergent (Weierstrass).

Exemplu. Sirul dgfi_nit astlel a = J’ s \/2 + apy, n =2 este
strict crescitor si mirginit, El are limita a = 2.

9. Lema Iui Cesaro. Orice sir mdrginit contine un subsir convergent.
10. Fie (ap),~y, un sir convergent astfel incit |a, | < M, Vi = ny; atunci
=

| im ap,| < M.
n->o

e A e D : : (ks
11) Teorema ,clestelii. 1) Dacd sirurile (“")n;I si (b")n>: indeplinesc
conditiile i) a; € a, < ... K an < ... Kby <... < b, < by; i) by —ay— O,
atunci lim a, = lim by.
n—->w n-—»<

Exemple. 1. Sirurile (an),~o §1 (0n),~q sint definite astfel:
aeR, byeR, 0<a;<b,

ag -+ by R
a; = j———) b = \/aob“,
2
a, +b
u, = L—1, by = yah,
2
an-y -+ bp-
anp = = Ao by = \Ian—lbn—ln
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fndeplinesc conditiile din teorema precedenti si au una §i aceeasi limitd (Gauss),
media aritmetico-geonetricd a numerelor ag §i by.

2. Sirurile (a,.)"20 si (b,,)"20 definite astfel

age R b eR, ag <y

» : S ; by —a - - e
indeplinesc conditiile i) si ii) [bp — ap = -2 "0 si au, deci, aceeasi limitd.
6™ :

2) Dacd a€R, iar (2a)p>1 (a,;)n;_l_sl (_3,,)”21 sint trei siruri pentru
care ap<ap < Bp, Vn=ngeN, silim ap = a = lim B,, atunci §i lim ap = a.

A->r @ B> n-» w0
2 £ ”n 1 - 1
Lxemplu. Avem evident — = e
it Wl shEPra
ke fe

Uy dn

» Cum gy, 3, — 1, rezultd ap — 1.

12) Fie (an),~y un sir cu limita @ € R. Atunci sirul mediilor aritmetice
=

Gy + a9 + ... +a ps . —
[b,,:: —1—2“—") , cel al mediilor geometrice (g5 = \"'/a1 ay ... ap,
u
= W & ot n
ap > 0, Vke N*) si sirul mediilor armonice |k, = g il ap> 0,
i ey
a; an

Yk € N*) au aceeasi limitd a.

13) $irul (¢"),-,, este convergent dacd si numai dacd —1< q < 1.

14) Lema lui Cesaro-Stolz. Fie (ag), -, $i (b,,)">1 doudl siruri de numere
cu proprietitile

o<t <byo. <bp <., lim by = 400
n—->=r
2) lim oo S UGB T8
n>® bpiy — by

a
Atunci lim -2 = [,
n>o b,

15) Fie (cc,,)">1 $1 (b,,‘)n21 doud siruri convergente. Atunci

i) lim (a; 4 bp) = lim a, &= lim &,
n-—0 n—->aN n-r0

ii) lim (agbs) = lim (a,) - lim (by).
n—-o n—>0 n— w0
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lim ay,

e8¢ Hern
iii) lim [—‘) == , dacik Vi = 1, bys 0 si lim by # 0.
n-ew \ On lim &,
n-s0

A liméb,
i7) lim (ap)? = (lim a,)* %, daci lim ¢, >0 si ¥n = L, ap> 0.

N= n—D n—>0

16) Rezultatele de la 15) se extind si la sirurile cu limitd, dacd facem con-

sentiile:

au

23

1) a4 (+0)=(4+0)+a=aq—(—0) = —(—) fa=a-} 0=

@ - a=c, YVaeR.

6) a{—oc) = (—o0)*a =Foo, dupit cum a> 0 sau g < 0.
7) (o) + (4 0) = (=) - (—o0) = .

8) (+90) (—%) = (=) (+0) = —.

10) = -1 20 sau F o0, dupii cum a> 0 san a <0

I') \'Z: Cﬁ)" == ('_", 1)" t L, i &N*

12) at® = 4 o0, dack a> 1 si a¥® =0 dacd 0 < a <1,

—
-

) a-® =0, dacd a> 1 si a®= 400, dacl O0<a< L.
14) 0% = o0, Ya> 0; 0% =0, VYa <0.

15) 912 = 0; (+ 0)¥® = + 00; (+ o)™ =0.

an+1

16) V/{F0) = +20; (= o0) = —c0.

17) loge(+20) = +o0; log,0 = —oo, daed o> 1.
18) log,0 == + 0, loge(+ ) = —co, dacd 0 <a < 3=
: g 0 0 (0 si [™® .
17) Simbolurile —, -—y @ — 00, 0+ 0, 007, 0° si 1*® nu au sens ({uo
0 o
inteles).

— Tabele si formule matematice — e. 1/,313 : %33




b s b — a)
IS) Limita / a sirului cu termienul general ap == —— Zf[" e R 'j ?
7 e n
b
unde f: [a, ] — R, f functie continul, este I = g flx)d=.
Ja
5.3.2. Siruri remarcabile
1) Siral Iui Fibonacci, ay = 1, a; = 1, ay = ap_, + ap-s, n = 3, care are

termenul general

1 5\n — 53N
e i
) i

<Y

si pentrr care avem

. i = ln 1 + 5
lim /ap = lim 5 = ——i—
n—>wo n—>0 aqp

numéarul ,,de aur)"

2) Sirul care aproximcazd pe ﬁ, a> 0 (Heron ), cu termenul gencral
1 a .y
apyy = — |ag - — s n =1, ay > 0 fiind un numir real dat.
2 ap

3) Sirul cu termenul general

1 -
a,,+1=—[(p—l)zz,,—:— :—1]’ n=la>0 eeR, a,> 0, q;€R, pc N
an

P = 2 care cste conwvergent ciitre \/u_ (Newton ). /7

4) Sirul lui Traian Lalescu, avind termenul gereral

n+1 n

an= sl{n + Dt — Ju!lsilim gy = —
n—s0 e

5) Sirul care are drept limitd numdrul e

B (1 + —1)"; lm g = e = 2,7182818284...

n N> L

6) Sirul care are drept limitd constanta v a lui Euler

T

2 3 n n—xn

oot B TRt O L e T e Y an=7y = 0,57721566 19...

7) Sirul cu termenul general

1 : ’
en = e (ag + Chay + ... +Chan)

care arclimita a, dacd sirul convergent de numere (a,,)">o are limita @ (Euler )
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5.3.3. Limite fundamentale de siruri

: 1 :
) lim — =0; lim =
K0 5 n—sw 2B

n —
2) lim n= 1.
n— o

n_ n_
3) lim yJa = 1, Ya>0; lim n(\/a — l)=1Ina, a> 0.

n—w n—-wW
E UL s In?n
4) lim —- = 0; lim =0, aeR, a> 0, peN.
n—>xun 1N n—-m n'z
n

5) lim bl 0, VaeR

n—w gl

6) Tim nPah = {0, dacd |a| < 1, pe Ry

n—-%0

400, daci a> 1, pe Ry

a* o, pentru @ > 1, pe Ry
0, pentru |a | < I, peR,.

1 1
1 A e s
2
9) lim = T =1
-0 Inn
1\)En
10) lim (1 -l —] =e -
n—-w \ n
5
11) lim (1 + x,,)] E e
Z2n—0
a0
1 YEya
12) lim {l -+ ~—] o e
Ya—r ¥n
Yuz-0
1P 427 4. . 4P 1

13) lim — -» VpeN*
N il b 1




1P 4L 2P 4 . 4 P . 1
H)lim( 2R ) L e 1)27' Vp e N*

A
=0, pentru p =qeN; B, # 0
BO

by ) A
13 lim Ap? + AmP 24 L+ Ay } + oo, pentru 2>0, p> g,
na+o Bm? 4+ Bl 4 ..+ B ¥

A4
— 20, pentru=" << 8, p > g,

0
0, pentru p < g.

9 1 4 2 )
16) Mia | | 20 i NS, X .
noo |1 4 2n — 1 20+ 1 2

5.3.4. Siruri vecurente liniave
Termenul general al sirului (a,,)">1 definit recurent astfel:

ay, @y, ..., ay fiind cunoscuti;

Anik = Qdnik-1 + Calupk-p 1 oor - Qpin, 1= 1200
Qy, &, ..., ¢ € R {lind k2 numere date

s¢ afli rezolvind ecuafia caracteristicd

k k-1 .

" o= gt o T 4 (n

1. Daci ccuatia (1) are ridicinile reale si uistincte #y, 7., ..., rp atunci

i

ap = Cpt + Corlt + ... + Cpr,

constantele C,, ..., Cx determinindu-se din cunoasterea primilor k termeni
ay, ay, -, ag ai sirului respectiv.

Exemplu. Fie un sir definit astlel: agy, = = (apsy + Gn)y n = 1,0, =0,
a, = 1; si gdsim termenul <iu gencral a,; pentru el avem:

1 1!
= = + 1, =17 = ——
2(’? b 7 7 i




2. Dacd ecuatia (1) are o ridicinil reall iEiy
ca contribuie in expresia i @, (selufia gencrala ) cu s termem de lorma
(Cy = Cant - ... + Ca® " Hyrl.
3. Pacd ecuvatin cu coclicienti reali (1) admite dond radicini complexe
conjugate ry, == 2 (C0s @ -= i sin @), atunci ele contribuie in expresia termenu-
Ini general w, cn termenii (G cos no - G, sin no)p™.

ry muliipld de ordinul & ajnnci

5.4. Serii de numere reale

Definitic. Fie sirul (ap)nz1 de mwmere veale §i sirul (Sp)nz1, definil astfel
S; = ay  Ss = @y + Qave, S == a1 Gy e -4 an.
Se numeste serie de nemere perechea de siruri (”")nzi' (S‘,,)HZP care s¢ no-

teazd z :.1,,, E ;un sau @y -+ @s <+ «. 4= g - ... Termenii sirnlui (u,,)"\l se
=
w=1 nol
numese termenii serici, ap se numeste fermenul  generval al  seriei, termenii
sirului (Sy),~, s¢ numesc sumele parfiale ale seriei, iar seria dpyp =+ ayyn -

- Wy 3%

- se nunieste resty! de rang i oal serici considerate.

Serii eonvergente, divergente, oscilante. Seria 3 a, se numeste convergent@
n>=1

dact sirul sumelor ei parfiale (Sp),~, este convergent. Limita S a sirului
= S
(Sa),= se numeste suma serier $ise noteard S = ap - @y 4 oo - @p + o

Exemple. 1) Seria geometrich ay - a3 -+ a,¢% + ... 4 a,¢"7t + ... este

» = . : a
convergentdi dacd — 1< ¢ < 1 siare suma S = ——.
lL—g
1 1
2) Seria armonicd alternatd | — — 4 — — — - (L - (= DL — =
2 4 4 »
este convergentd si are suma S = In 2.
< )0 1 1 ]
3) Seria 1+ — 4= — -+ o« 4~ - <= ... este convergentih §i are suma
1! 4] !
D= €.
Seria Map se numeste divergentd dacd sivul sumelor ei partiale este diver-
n=1
genti
Exemple. 1) Seria 1-- 14 14-... este o serie divergentd si are suma
S 00,
o = o Dl 13 1y g s
2) Seria armenicd 1+ — 4+ — ... 4 — -+ ... este divergentd si are
2 3 n
suma -+~ «C.
: L o el + el . X -
3) Seria armonicd genevalizatd 1+ — 4 ... 4 — -k ... este divergenta
20 o
2 n

pentrie 6 < 1 (avind suma -+ 00) si convergenid peniru o > 1.

Seria Ya, se numeste oscilantd daed sirul sumelor ei partiale nu are limit#.

nz=l
Excmplu. Seria 1 — 141 — 14 ... este o serie oscilanid.
Tecrcmd. Dacd Yap este o serie convergentd de numere, atunci girul
n=>1
(an),s,, converge citre zero.
>




Corolar. Daci (an),~, nu tinde citre zero, atunci scria E ap este diver-
(o n>1
gentd.

5.4.1. Alte serii remarcabile

1 1 el 1
1 : =t M s o e N et
3 ,; nin + k) k( 2 k ) g
i
2) Yol 15el
=1 nl’
. 1 =
3) arctg = —.
nZ;:x 2n* 4
4) Earc't.g el E o b
n>1 22+ n+ 1 4
S 7
5) { ) — (Leibniz ). .
n>t 2n — 1
1 7 :
6) — = — (Euler)
2>l n (6}

1wt 12
(= sy
I = :
250 (2n = 1)% 32
1 T
10). = ——= CEulcy ).
’?5.\6 (m+ 1)t 9
: 1 i
11 b B L2y AL e
) ”2;31_(2;1 — 1)4 96
3 2 Kl 3 1 + 4
) T Pl BT R RS S S "——‘—_;_L_; ..
1 2 2 n n n+ 1

= 0,577215... (constanta lui Euler ).

13) Fie 1 < ) < py << oo < pp << ... multimea tuturor numerelor prime,
ordonatd cresciitor. Atunci seria

1 !
— cste divergentd (Euler ).
n;[ Fll

(<]
(55}
X



AL 5 < 3 e o
14) Fie / _, an o serie numericd cu termeni pozitivi convergenti si vy =

21
= Au4y - Anta + -.. restul seriei. Atunci seria
an 2 Y s
—— cste convergentd, iar seria
ot ] .
n=1 N'a

b I este divergentd (0. D. Kellog ).

e N

ca tuturor sumelor partiaie neordonate ale seriei arnionice

el
coincide cu multimea numerelor rationale pozitive (problema fractiilor egiptene )

: : 1 ) e

16} Daci in seria armomci’ni — se elimind termenii ai ciror numitori

n=l1 h

contirn cifra 9, atunci seria noud obtinutd este convergentd $i are suma mai
micd decit 25 sau egald cu 25 (A4. J. Kempner ).

'

17) Fie meN, m > 2. Atunci seria

i 1 x 1 1
1 afe —ccfits , P = Al
2 -1 m m 4+ 1 2m —1
WA NATIE T SR (BRI T T
2m 2m +1 3m —1  3m
este convergentd numai pentru x = —m 4+ L. (K. RKnuopp ).

5.5. Notiunea de functie

5.5.1. Generalitdti

Definitie. Fie E si F doud multimi 31 G o parte a produsului cartezian E = F
astfel incit Yx e I, 3ly e F, cu proprietatea (v, y) €G. Numim functie (apli-
cafie, transfermare ) definita@ pe E cu valori n F tripletul f = (E, F, G).

E se numeste domeniul de definifie, F codomeniul functiei, iar G graficu!
lui f.

In locul notatiei f = (E, F,G) se preferi:

JiE = F; Ii—f>F; = f(x); B =)

x se numeste variabild indepenrdentd sau argument, iar y variabild dependentc.
Elemental unic y € F, care corespunde lui x € E, se numeste siimaginea lui x
prin f sau valoarca functiei f in x.

Exemple. 1) f(x) = Jx, pentru care E = [0, 4] si F = 10, 21;

y =iy

I

1

2) fl) =sin %, cu E=Rsi F=[— 1, 1]

(1, x€Q .
NS0 =1 ,ogag E =R F={0 1} (fonctia lui Dirichlet)
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Qyservafic. Dacd E, I < K, atunci f: E — F se numeste funcfie reata de argument real  san
Suncfie numericd.

»Dnc:'\ E nu se precizeazd, atunci prin domeniul de definitic a Tunciiei se subintelege mulfimoea
tuturor puncrelor x din R pentru care f{r} are sens.

Restrictia unei functii. Extensia unei functii. Tie f: £ — F o {unctie 4
A < E o parte a lni E. Se numeste restricfia lui fla s si se noteazi [,
functia f4: 4 — I° definitd astfel, Yxe d, f4(x) = f(x).

Functia f : X — F se numeste o extensie sau o prelungirealui fq4: A < E — |
de la 4 la E.

LExemplu. Functia gx) =cos x, g :[0, =] = [— 1, 1] este o restrictic a
lui f(x) =cosx, f: R—[— 1, 1] si f o extensie a lui g.

Functii egale. Doud functil f: E— F si g : E; — F; se numesc cgale dacl
PoesranE i es I0 st Y e B i) (== kel

_ Exemple. Functiile f H{l}> {4, f(x) = x si g {1}—> {1}, g(x) = 22* — |
sint doud functii egale.

Functia nunicricd nuld pe E. Se numeste functie (nmuwmericd ) mdi |
E(<R) functia f: X — R definitd prin, Vx€ E, f(¥) = 0. Se nrofeazd [ 0
sayf =10.

Functia eonstantd (pe I£). Fie f : E — F o functie. Spunem cd f este funcjia
constantd pe £ si scriem f = ¢, dacd 3¢ € T, astfel incit Vae E, avem f(z

Functia caracleristicd a unci multimi. Fie 4 < E o mulfime. Se numejio
functie caracleristica a multimii 4 functia @4q: E— {0, 1}, definitd asrlel

(x 1, dacii x4
s R, T

{ 1, cind xeQ

Functia lui Dirvichlet: f:R— {0, 1}, flx) =
' ! { b f3) 0, cind xe R\9

Tunctia lui Riemann: f: R— R,

l, cind x e O\ {0}, » = f—, (poa)=14g=1
Sy =144 q
0, cind x e R\ (O\ {0} ).

Functia liniard. Fie o functie f : E — F cu L §i F spatii vectoriale poste /o
Functia f se numeste liniara daci

1) Vx,ve E, flx - ¥) =f(x) + f(») (aditivitate )
2) YxeE, YneK, f(hx) = Af(x) (omogencitate )
Exemplu: f: R— R cu f(x) = 2x este o functie liniard.

Functia identicd (saw identitate ) a unei mulfimi. Fie E o mulfime oearecare
Se numeste functie identici a multimii E §i sc noteazd lg, functia lg: ££— /
delinitd astfel, Vye E, g (x) = ».

Exemplu. Fie E = [0, 2]; lg(x) = x, x€[0, 2].

Observajie. Numirul fhnc;iilor definite pe o muitime E finitd cu m elemente, cu valosi in
timea finitd F cu n elemente este egal cu nm,
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Functie multiplicativd, Fie [ : £— R o functie cu I < R. Functia f se
numeste multiplicativd, daca Vx, y € E avem xveE si flxy) = flx)f(y).

Exemple de functii multiplicative sint: functia sigmwm si functia lui Euler
(ndicatorul tui Euler ).

Functii nuwmerice parve si impare. Multimea 4 < R se numeste simeiricd
in raport cu originea O1!), dacd Vxre 4 avem — xe 4, adicd 4 = — A.

Definitie. Fie f : E ¢ R— R, cu E simetrica fatidi de origine. Functia f se
numeste pard dacd Vx € £ avem f(— x) = f(x). Functia f se numeste impard
daci YxeE avem J{— %) = — f(x).

Exemple. Functia cos este pard pe R, iar sin, signum impare pe domeniile
lor de definitie.

Functii numerice periodice. Fie E € R o submultime alui Rsi f: E— Ro
functie. Spunem cd functia f este periodicd dacid existi T > 0 astfel incit Vx e E
iavem x — TekE si flx + T) = f(»). Numirul T se numeste o perioadd

a lui f.
Cel mai mic numdr pozitiv T avind proprietatea de mai sus se numeste
pericada minimd a lui f.
Exempte. 1) Functiile sin $i cos sint periodice cu pericada T = 2.
2) Functiile tg si cotg sint periodice cu pericada T = .
3) Funcgia f:R— R, f{x) = sin 2, nu este periodicd.
Functii injective. O functie f : E— F se numeste injectivd dacd, Vx,y€E
ox # oy, avem f(x) # f{y).

P 1. O functie f : E— F este injectivd daci, Vzx, v € E, egalitatea f(z) =
f(y) implicd ¥ = ¥.

P 2. O functie f: E— F nu este injectivd, dacd existda cel putin doud
clemente x, y € E, ¥ # p, astfel incit sd avem f(x) = f(y).

> 3. O functie numericd f: E-+ F (E, F < R) este injectivi daci orice
paraleld la Ox dusd prin puncte ale lui F iritersecteaza graficul ei in cel mult
un punct,

Exemple: 1) f:]0,2]— [0, 4], f(») = x* este injectiva.
2) g:7— 1, 1= 1[0, 1], g(x) = x® nu este injectivi.
Functii surjective. O functie f : E— F se numeste surjectivd dacd F = f(E)
alica docd 1maginea luit E prin f este F.

P 1. O functie f : E— F este surjectivd dach oricare ar fi € F, ecuatia
[\x) = b are cel putin o radicind z e E.

P 2. O functie f : E — F nu este surjectivd dacid Jy € F astfel incit Vxe E
avem y # f(x).
Exemple. 1) f: [— 1, 1]—> [0, 1], f(x) = 2% este surjectivi.
2) g:[—1,11—100,1] U {2}, g(x) = 2* nu este surjectivi.

O functie numericd f: E — F (E, F < R) este surjectivi dacd orice
mm.lelé. la Ox dusi prin puncte ale lui F intersecteazd graficul lui f in cel
putin nn punct.

') Analcg se¢ introduc notiunile de mudfime simetricd fatd de un punct xz, 5i de funciie pard
| raport cu x,, respectiv impard.
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Functii bijective. O functie se nwmegte bijectivd dacd esle injectivd si sur-
Jectivd. )

Exemple: 1) sin:[-— :]——> [— 1, 1] este bijectiva.
2

!

2
2) f:R— R, f(x) = x* este bijectivi.

Compunerea funcfitlor. Fic g : F— H si f: E— F.

Se numeste compusa lui g cu f functia k(x) = g(f(x)), Vx € E. Se noteazi
h=gof. y

Exemple. 1) f:R— R, f(x) = 2*; g:R— R, g(x) = 2%; avem

(fo8) () = 2%%; (gof)(x) = 25°; (fof)(x) = #%, (gog)(x) = 22"
Proprozitie. Fie h:G -+ H, g:F— G si f:E— F trei functii. Atunci
ho(gof) = (hog)of. '

Functii inversabile. IFunclia f:E— F se numesle inversabild dacd
Jdg: F — E astfel incit

Jeg=1psigof=1g

Dacil existd un astfel de g, atunci el este unic, sc noteazd g = f™! si se numecste
Sfunctiu isversd a lui f sau funchia reciprocd a lus f.

Teoreme: 1. O functic este inversabild <> este Dijectivi.

2. Dacid o functie numericd inversabild f este strict crescdtoare (descres-
citoare), atunci si /7' este strict cresciitcare (descrescidtoare).

3. Graficele functiilor f si 7! sint simetrice fatid de prima bisectoarc.

Exemplu. Dacd [ :[— 2, 51— [— 13, 8] si f(x) = 3x — 7, atunci f1(x) =

Wetanll s R I S

-
)

Funclii numerice monotone. Functia f:E— F, E, F € R, este crescd-
toare (respectiv sirict crescdtoare) pe A < E, dacid si numai dacd, Vx, ye 4,
avem: x < y implicd f(x) < f(y) (respectiv x <2 v implicd f(x) < f(y))

Functia f: E— F, E, F < R, este descrescatoare (respectiv strict descres-
cdtoare) pe A < E dacd si numai dacd Vx, y € 4, avem: ¥ < y implicd f(x) =
= fly) (respectiv ¥ < y implicd f(x) > f(y)).

Aceste functii se numesc smonefone (respectiv strict monotone).

w

Exempic. 1) Functia t7: [—--—— ,-)——»R este strict cresciatoare pe
i 2 2

<if Ty
(=5 3)
2) f:[1, 41— [1, 16], f(x) = x* este strict crescitoare pe [I, 4];
3) f:[0, =]—=[— 1, 1], f(x) = cos x este strict descrescdtoare pe [0, =].

4) Functia f(x) = [#], x€R, este monoton crescitoare.

Teoreme. 1. Orice functic numericd strict monotond. este injectivi.
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2. Orice functie numerici strict monotond $i surjectivd este bijectiva.

Functii numerice mdrginite. Fie f : E— R o [unctie. Functia f este mdr-
ginitd pe A < E, dacd satisface una din urmitoarcle condifii cchivalente
intre ele:

1) Multimea f(4) este mirginitd;

2) dm, M e R, astfel incit Vxe.d si avem m < f(x) < M.

3) 3k > 0 astlel incit Yy e 4, sd avem | f(x) | < k.
Marginea superioard (respectiv inferioard) a multimii f() se numeste
marginea superioard (respectiv inferioard) a lui f pe A sise noteazi sup f(x)

(respectiv inf f(x)).
4

Dacd multimea f(4) nu admite majoranti (respectiv minoranti), atunci
prin extensiune se pune sup f(x) = 400 (respectiv inf f(x) — —oc0).

Dacd multimea f(4) admite maxim (respectiv minim), adici Ja e A (res-
pectiv. 3be A) cu proprictatea f(a) = f(x), Vye.d (respectivz f(b) < f(x),
Vx e .4), atunci spunem ci f ist atinge maximul (respectiv minimul) pe mul-
timea A.

Numiirul f(a) (respectiv f(b)) se numeste maximul (respectiv minimul)
functiei f pe 4 si se noteazi max f(x) (respectiv min f(x)), punctul a (res-
pectiv &) numindu-se punct de maxim (respectiv punct de minim) al lui f pe A.

Punctul a, € E (respectiv b, € E) se numeste punct de maxim (respectiv
sminim ) local al lui f, dacd exista o vecindtate U a lui a; (respectiv ¥ a lui b))
cu proprictatea.  f(x) < flay), VxeUNn(E\ {a,}) (respectiv f(b)) < f(x),
Ve VN (E\ {&}))-

Dacil se inlocuicste < cu < obtinem definitia punciului de smaxim (res-
pectiv de minim) local strict.

Valerile maxime si minime ale unsi functii s¢ numesc extreme ale acesteia,
iar punctele de maxim $i de minim puncte de extrem.

Exemple. 1) [:R— [— 1, 1] f(x) = sin x este mirginitd $i max f(x) = 1
xeR
min f(x) = — L
~eR
2) f:70, +~oc¥— [0, +o0), flx) = % nu este mirginitd; min f(z) = 0,
x €[0, -+ ;)
sup f(x) = <+ 0.
xe[0,+x) M
Functii convexe. Fie f: I — R o functie, unde I < R este un interval.
Functia f se numeste convexd pe I dacd, Vg, x,el, x # x, Yie(0,1),
avzem

J{(1 = %) x; + Axg) < (1 =) f{m) + % f(xa). (1)

Dacit in (1) inlocuim semnul < prin <2, atunci f se numeste strict convexd,
iar dacd acelasi semn il inlocuim cu > atunci f se numeste concavd.
Teoremd. Tie I © R un interval §i f: I — R o functic convexd. Atunci f

o

cste continudt in 1.

Teoremd: Tie f: I — R o functic convexi. Atunci f admite derivate late-
L)
rale in fiecare punct din 7,

g ~ . . > . .
I'coremd. Tie f:[a, b] = R o functie de douid ori derivabild. Atunci f
ste convexd pe [a, b] dacd si numai dacd Vxe(a, b) avem f’(x) = 0.
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Exemple. 1) f : R— (0, +00), f(¥) = e® este’ convexi.
2) f:R—[0, +00), f(x) = x% este convexi
3) f:[—1, I]=[—1, 1], f(#) = 2® nu este convexid -

Inegalitatea lui Jensen. Dacd f : I < R — R este o functic convexid, xp e 1,

”
pe=0,k=1,n E?k > 0, atunci avem
k=1

2 Pr¥ Ei’xf (€79
k=1

> Zm
k=1

Functii cu punct fix. Fie E o multime. Functia f: E— £ spunem c3
admitem punctul fix xge I dacd f(x,) = x,

Daci £ < R, atunci f : E— E are cel putin un punct fix <= gralicul
lui f intersecteazd prima bisectoare cel putin intr-un punct.

/

Exemple: 1) Functiile sin si cdbs au fiecare cite un singur punct fix.
2) Functiile g si ctg au fiecare cite o infinitate de puncte fixe.

Functii lip. shitzienc. O functie f:E < R— R se numeste lipschilziand
daci existd i >> 0 cu proprietatea

Vx, veE, avem |f(x) —f()| < L|x —yl.
Exemlc. 1) Functiile sin, cos : R— [— 1, 1] sint lipschitziene cu L = 1.

w

’ -:)—-» R nu este lipschitziani.

|3

&

2y Eunctiastie [-—

O%servafie. Functiile lipschitziene joacd un rol insemnat in teoria ecuatiilor diferenfiale.

Functii cu proprietatea lui Darboux (PD ). Fie I € R un interval si
f :I— R o functie. Spunem ci f are proprietatea lui Darboux dacd Yx;, x, €1,
xy << 2, 5i Yy cuprins intre f(x,) si f(¥,) existd x € (x,, ¥,) astfel incit y = f(x).

Exemple. 1) Functiile continue au proprietatca Iui Darboux.
2) Derivata oricdrei fuuctii derivabile are PD.

Functia® £ 1 { e A e iy
llu(‘la — —) x
Y x+1, O0<a<2

[55)

nu are PD fiinded Inind %, = — —» 2, =1 5' —1—e (f(xy), f(x)) = 10, 2),
2
1.
» 1] astfel incit Z si fi€. imaginea unui asemenea

| %)

nu exista ,\'e[ s

o] w

punct x {fig. 5.1)

Teoremd. Functia f : I — R, cu I interval al axei reale, are PD <« Y] < I,
imaginea lui J prin f este un interval.

Operatii algebrice cu functii numerice. Fief : E—+ R si g: F—> R, E,F € R,
E N F # (@, doud functii numerice.
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. Suma f + g este functia definitd astfel:

VreE N T, (f+ 8 =flx)+ gl#).

. Diferenta f — ¢ este functia definitd astfel

VxeEn F, (f—g)x)=flx)—aglx).

. Produsul fg este furctia delinitd astfel:

VreE n F, (fe)(x)=/(x)"glx)

. Citul L este functia definitd astfel:
4

VeeEn IF si g(x) #£0, (i] (x) = /(—t)
g &%)

~

. Functia af, cu a € R, este definitd astfel:

VEeE ={af)(x)=afv).

Teoremd. Multimoa C a functiilor continue f:la, 8] — R constituic un spa-
iu vectorial peste R fatd de operatiile naturale de adunare a functiilor (Vf,g € C,

Jxefab], (f + o)(x) =1f(x) 4 g(»)) si de inmualtire a acestora cu scalari
Vrelabl, VA€ R, VfeC, avem (Af)(x) = 2f(x))

5.5.2. Functii clementare

1. Functia constantd f: R— {b}, beR, f(x) = b sau y =.b; Gy (graficul
lui f) este o dreapti paraleld la Ox (fig. 5.2).
: 4

A
yl

AR
o X

Fig. 5.2
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2. Functia identicd f: R — R, f(x) = x; Gy este prima bisectoare (fig. 5.3);
f:R— R, f(x) == —x; Gy este a doua bisectoare (fig. 5.3).

3. Functia liniard f: R - R, f(x) = ax, a€R; graficul G este o dreaptd
(fig. 5.4) care trece prin originea O.

51
oy
*9
\3'0
J’“O,(‘ oc
0 X
Fig. 5.4

4. Functia afind f: R—>R, f(x) = ax + b, a,beR, a # 0; Gyeste o dreapta
(fig. 5.5). Semnul lui f(x):

b

& =X e + 0
a

flx) Semn contrar lui a 0 Semnul lui a

/
Y

Fig. 5.5

5. Inctia polmammla. de gradul al doilea f: R — R, f(x) = ax® 4 bx —
+¢a,b,ceR, a # 0. Graficele functiilor polinomiale de gradul ul doilca
sint parabole (fig. 5.6).

(2]



4<0 \V

y=ox’+bxec, a>0
Y Yy

g J

N7

y=ox?rbxrc,a<0

Fig. 5.6
y A
y=x7
7. Funclia pé!inomiald de gradul al treilea
7 X f:R—> R, f(x) = 2%, Gy cste o parabold de
gradul al treilea (fig. 5.7).
Fig. 5.7
Y2
8. Functiile rafionale f:R\{x|Q(x) =0} - R, f(x) = ke Y (7eR X,
Q)
9. Funclia radical f: Ry — Ry, f(x)= \/x sau f: R—»R cu f(x) == ”n+1r
10. Functia putere f: (0, +00) — (0, +00), f(x) = % aeR.
11. Functia exponenfialé f: R— R}, f(x) = a% a > 0, a# 1, aeR
(fig. 5.8 si fig. 5.9). Functia exponentiald este bijectivi.
P
g4 Vi
-a* =g
asl 7 o<as<]
/l \
L 0 X
g X
Fig. 5.8 Fig. 5.9

367



Inversa ei este functia logaritmick.

4 12, Fun‘c,!i.a Iogaritmicc‘i f:(0, +0) = R, f(x) =logz ¥, aeR,a> 0, ay |
(fig. 5.10 si fig. 5.11). Este bijectivd si inversa ei este functia exponentisli

I\ :
‘y L]
g:loga:(
,/1;790"’ o<a<l
a>
ol - X
0 7\ X

Fig. 5.10 , Fig. 5.11

13. Functia sin st funcfia arc sin.” Fie functia sin: R — [—1, 1]. Restric{in

acesteia la [’-—- -5 ’ ‘;] este bijectivd si admite deci o {funciie inversi,

anume arcsin: [—1, 1]— | — — ] (fig. 5.12); avem arcsin (—ux)

e
2
2

= —arcsin ¥, VYxe[—1, 1]; sin (arcsin #) = », Vx € [—1, 1]; arcsin (sin )

w |

~ I

=z, Vxe[-——- =
2

2
g4 91
2 EagasinX Egi |y=aresing
zl2_ 0 i gl
W T f 7 X
T {__lns2

Fig. 5.12

14. Functia cos §t functia arccos. Fie functia cos: R — [—1, 1]. Restric(.
acesteia la intervalul [0, =] este bijectivd si admite deci o functie inver:
anume arccos: [—1, 17— [0, =] (fig. 5.13); avem arcos (—x) = m — arccos

jy
-

=|grecosx

|
|
i
i
=cosx | ®2
5
% 1

T

/] 7 X

91

~
/‘Q
L
N
N
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VYze[—1, 1]; arcsin # + arccos ¥ = —, Vxe[— 1, 1]; cos(arccos 2) = #,
i)

Vxel{—1,11; arccos(cos x) = x», ¥xe[0, =]

i

<

15. Funcfia g si functia arctg. Fie functia tg: R\ (—7— - Zz=| — R. Res-

trictia acesteia la intervalul (— ’ -1) este strict crescitoare i surjecti-
2

74

w |

vl st admite deci o functie inversd, anume arctg: R— | — =, —"—) (figu-
2 2

ra 3.14); avem arctg ( — x) = — arctgx, VxeR; tglarctgx) = — YxeR;
arctg (tg &)= %, Vxe] — :2—'- E
q .
y-gx g
/2
4 y=orclgx

“xf? : /2 X / =
/2

Fig. 5.14

16. Functia cotg §i funcfia arccolg. Fie functia ctg: R\Z=z— R. Restrictia
cesteia la intervalul (0, =) este strict descresciitoare si surjectivd si admite
eci o functie inversi anume, arcctg: R — (0, =) (fig. 5.43) ; avem arcetg( —») =
= — arcctg v, VxeR; ctglarcetgx) =2 VxeR; arcctglctg x) = 2z,

o P

li

w

Vz=(0,=); arctg » + arcctgx = —, VxeR.

g4
y:cg@x ‘M\J I/Z

/2 T

>y

Fig. 5.15

24 «— Tabelo ci formule matematice — c. 17313 362




17. Funcfia signum: sign: R— {—1,0, 1} (fig. 5.16), cu

—1, <0
sign (x) = 0, =0
I >0

g g4

71 :
y=s/gny 1E
q y=Hix
o
—_—7 10 X
Tig. 5.16 Figs 57

18. Funclia lui Heaviside H(x), H: R— {0, 1} (fig. 5:17),

H(x) ={0, Ze=til),

10 e,
¥
4 == 19. Functia parte intreagi [+]: R —
—Z (fig. 5.18),
7 e y:[;(] ( 18 L)
SZ2ST R 7 2 [¥] -3, —nLx<-—m-+1, neN
+ 3 - + ¥ =
i X n, n<x < n+1 neN
=/ O troprictate rex:arcabild a acestei
- functii: Vxe R, avem [x] < x < [x] + |,
o 2 respectiv. vy — 1 < [x] € x.
Tig. 5.18

20. Funclia parte zecimalé f: R— [0, 1), f(x) = x — [x] (fig. 5.19).

0}
proprictate interesantd a acestei functii: VxeR, avem 0 < x —[x] < L.

‘ ,5/ ﬂ\
; Y=x-[x]
< 13 . 7
« A 7 2 X
Fig. 5.19
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21. Punctia ,distanfa de la x la cel mai afropiat intreg":
N e
¥ —mn, cind xe|n n -+ =

{}: R—[0, 1] (fig. 5.20), respectiv {x} =
1
—x4+n+1, cind xe[n + + 1]

a

D=} (fig. 9.21) =

-~ E X x>0
A
] d
4
y=shx
4
=lxl
A X
g X
Fig. 5.21 Fig. 5.22
. ef — %
23. Funcfia sinus hiperbolic: sh: R— R (fig. 5.22),sh x = .
2
Functia este bijectiva si impari.
A
g
\/y.-.c/n( 24. Functia cosinus hiperbolic: ch: R -—
6% 4 B . .
! —[1, + ), ch 2 = = (lig- 3:23)=
» Functia este surjectivi si pard.
0 X
Fig. 5.23




25. Functia f(z) = arcsin (sin 2), f: R— [—-

o |
bl
)
e
03
n
=]
s

Y

)2 y=orcsin (s/m1 x)

37 m\ -T2 2?2 TN\ /2

/2 [

Fig.' 5,24
26. Functia f(x) = arccos(cos #), f: R—[0, =] (iig. 5.25).

¥

1T

f?
4 L/ y=arccos(cosx)
iz x  -xfZ 2 7z  Jez X

Tig. 5.25

5.6. Limite de functii
5.6.1. Definitii :

L. Limite wact functii tntr-un punct. Fic £ < R o multime, xy € £ un punct,
f: E—-R o faunctie si e R un punct. %‘puw m ci ! este limita faunctiei fin
daci V(x,),, un sic de puncte din £\ 4%ty CU hm\ta xg, sirul valoriior
T (](x,,))h/l, are limita 7. Scriem atanci lim f(z) =

Ty

Exemplu. Fie f: R— R}, f(x) = 2% si 2, = 1. Alunci lim 22 = 2.
x2—1

Obscrvatiic. Functia f nu are limitd in %,, dacd existd

ri de "\mct" din E\{¥.}, care au li-
mita x,, dar pentrin care sirurile valorilor funciiei au limite «

tiferite intre ele,

2. Limita latcrald la  stinga. Fie E < R o maltime, x s 8

uit vunct,
,.L——> R o functie si Igze R un punct. Spunem cd /g este ’wz ta functivi | la
stinga in x,, daci V(m,,)">11m sir de 1 .ncte din E, xy < xg, cu limita &g, sicul

walorilor lui f, (f(¥a)),~q, are limita Z;, Scriem atunci lim f(x) = /;

x-x,

flxo — O). L

I

(o)
~1
o



Exemply. im (l - u—} = 0.
2-0 X

x<U -
3. Limita laterald la dyeapta. Yoo f2< R o multime, xo€ E un punct,
f:E— R o functie si Iz € R un punct. Spunem ci 1y este Limila f: el fla

l,

dreapta in xg, dacd V{xn),~, nn sirde plmctc din £, 25> %, cu limita x,, sirul
valorilor Tui £, (flxa)),~ . are limita /. Scriem atunci Iym ) = L= flag 2=0)<
=
x-

%
—

Exempluy. lim | 1 4
x=0
x>0

5.6.2. Proprielati

Propozitic, Tie f: E— R o functic si xy€ E’ un punct (de acumulare al luj

12_ Atuncel numarul [e R este limita r\lI]C! ici ill bunctul x,. (‘ﬂ‘_‘:l St “\ll“ai
s y ) 3
astlel

dacit pentru orice vecindtate !” a lui { existdi o vecinitate U a lui .
incit, oricare ar fi a % x5 din LN E, s& avem flx)e V.
1
Exempluy. S se arate ¢i lim —— — = o004 Fie
22 (x —2)

vecinftate a lai --oc. Din ( s o7 C san | ® =2] <
x — 2)=
1 1 1y . ¥
— el I ——|] = U, vecinitate a lui 2, deducem o el | -
A C A g GPES _)"
4 - 1
cinfitate a lui - oc, si deci hm ———— = O,

2y

2%

Propozific. Yie f1 12— R o fmlchr: si g€ I’ un punct (de acumulare al

Tni Z). Atunci numirul / € R este limita !’uucticij in punctui 1, dacd si numai
= 0, 38(e, xp) == 0, 'ﬁtfo! incit | f(x) — I | < = pentru orice x € E\{x,},

-I

daci
cu proprictatea | x — x| < (e, xg).

Exemplu. Tie 1 R— R, _/(x) = a2 L 1 si e 10 Fentrw a mﬁm cl
Jim (12 4 1) = 2, fie ¢ > 0 dat. S& ardtdm cd lm £ 11 corespunde astfel
incit {a — 1| < § sd implice | 4% 4 1 — 2] < e

In adevir, din [2* 4 | — 2| =]a® = 1IJ'= |x —0]-{2rd| <

li—1(ja—1] +2) <52 +y)< e, san 29 < l) sir? <& :—, deducem

0< & =2 min {—E— ’ Vf_} .
s 2

Deci lim (a2 4 1) = 2.
21
Limita modulului. Fic f : £ — R o functie si x, un punct de acumulare at
Jui £, Pacd lim f(x) == {, atunci im | f(z) | = |Z].

A%y x->%,

Criteriul mejorarii. Fie f,g: I' - R doud functii si x,e L.
1. Dacd | f(») —1]| =< |g(*)], VxeE ,si daci limg(x) =0, atunci

x->%,
lim f(x) =
PR




1 .
Exemplu. Fie f: R\{0} — R, f(x) = xsin —+ Avem lim f(x) = 0. In adevir
: x x>0

i 1
din | x sin — ' < (x|, VxeR\{0},silim | x| = 0, pe baza criteriului majorarii,
X x =D
deducem  cd lim xsin — = 0.
x -0 X
*2. Daci f(x)=g(x), Vxe Esidacdlim g(x) = <00, atunci lim f(x) = +oco0.
X=X XX,
Examply. Fie iR R, f{x) = 2,1‘% + x + 5. Se cere lim f(x). Ob-

X~>4+ O
serzdm cd Ya > 0, avem f(x) =2x> L x - 5 > 2 = g(x), gt R— R. Dar
cum lim g(x) = +oo, rezultd lim f(x) =

Xt w X >l

3. Dacd f(x) < g(x), Vx e Esidacd lim g(x) == —¢o0, atunci lim f(x) =
X-et, x>+m
= —00.
Exemplu. Fie f: R— R, f(x) =23 4+ x =+ 1. Se cere lim f(x). Oblser-
X>—
~im cd f(x) < 2% = g(x), g:{—o0, —1) > R. Dar cum lim g(x) = —oc,
X—>—
rezultd si lim f(x) = —e0.

Z-p—D
Trecevea la limitd in inegalitdti. Tie f, g: E — R doud functii $i xye I/ un
punct {de acumulare al lui E).
Dacd lim f(x) si lim g(x) existi (in R) si dacd f(x) < g(x), pentruorice
X2, XX,
x e E\{xp} atunci lim f(x) < lim g(x).
x>, XX,
Exemplu. Tie glx) = 2%, g: (0, +0c) =0, +c0) si f functia nuli. Avem
Vx> 0, 22> 0. Dar lim 2* = (.
x>0
x>0
Acest exemplu ne aratd cd dintr-o inegalitate strictd g(x) > f(x), Vx #
£ xp, x €R, nu putem deduce pentru limite decit o incgalitate nestrictd

lim g(x) = lim f(x).
XX, X1,

Operatii cu functii care au limitd. Tie f,g: E— R doud functii si xoe E’ un
punct (de acumulare al lui E).

1. Daca functiile / si g au in punctul x; limitele /; si/, din R si daci /!, - I,
are sens, atunci functia f + g are limitd in x, si

Hm (f(x) 4+ glx)) = lim f(x) + lm g(x).

x =X, ] X-e¥,
2. Daci functiile f si g au in punctul x, limite I, si/, in R si dacd /,-/,
are sens, atunci functia fg are limitd in x, si avem

li-m (f(x) * glx)) = (_Hl]’-l flx) - (ﬁm. a(x)).

3. Daci functiile f §i g au in punctul x, limitelele 7, si/, in R si dacd ra-

1 ; : e :
portul — are sens, atunci functia — are limitd in x, si avem
2 . £
< lim f(.)
Lo TP EE S S at
lim e
xx, &(X) Tim g(x)
7,
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Limite de putcri. Fie f,g: E — R doud functii, xo€ £’ {un punct de acumu-
lare al lui E) si f cu wvalori strict pozitive. Dacd lim f(x) = a $i lm gx) = b
xex, XoeXy,
si daci a® are sens, atunci functia (f(+))¢¢) are limitd in 2, si avem

Iim g(x)
lim {(f(x)517) = (’nn fix)*

Xy Yy

Limite de functii compuse. Fie f: F->R gi w: I — I dondt lunctii, xyun
punct de acumulare al lui 72, zy un punct de acumvlare al lui F sih = fou.
Dacid i) lim u(x) = uy; i1) w(x) % w5, Vr e E\{x,}; iii) lim f(x) = I, atunci

=X, uo-ity
lim f(u(x)) = lm f{a) = [
22, U1ty

Cazurile exceplate la operatiile cu limite de funciii:

0
5' « 00 —o20, 0-00, 0% Il= o0°

& 18

5.6.3. Limile fundamcnlaic de funcfii

1. Polinoame. Fie P(x) = apx™ + a3t + ... +ap §i Q) = ba™ 4
4 a™t 4+ .+ by doud poliroame cu coeficicnti reali. Atunci avem
1) Iim Plz) = Plxl, Ve, e R;
X=Xy
2) lim P(x) = ag(=0)";
xst®»

P(x) _ Plry

3) xh—?:.z(:_ = 0t Vxo€R, C(xg) # 0;

2. Funclii rafionale:

0, dacii a<m
o
: Qgx™ + ... 4 ay =it daci iy
g liml = e LRk
2ot bga™ 4 ... + an

a, P
— " (4-00)%-™, dacli n> m.
by -

3. Functia radical:

lim \"/x:\'/xo.xceR+. nelN, n>2;

X=X,
1i : R
Y= e —1 X9 €
n 0 . 2
=1, \/"o \/ X9
lim \7 x= +00; lim 400 ; lim 7
T+ ® z-0 \/ x Ea -] I

>0
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1

el i
: 25+1 - X
nT e Sy = oo i e == 10 lim g = = 0.
T~ x50 N % x>t @ N X
x<
Exemplu:
y ; ¥ { 1y
lim — = lim ——__I—= lim ‘*——_——Tz -1
PO | Ly 1 g
T — 4 X7 & J.\xI 1'T~—— Xor—m __ 1_:___;
s et
4. Functia exponenfiald:
lim a* =a", x,eR, a>0, a#1 aeR
o, 3
lim a% = +¢o, lim g =0, daci a> 1, aeR.
X+ W Tr—0
im a% =0, lim % = o0, daci O0<a< 1, a€eR
X— -+ 00 Xos—o
lim e = 0; lim ¢% = 4-00, ¢ = 2,71828 18284 ...
X —m0 X3+
5. Functia logaritmica:
lim logg * = loga &5," x>0, {inif, ¢> 0, a# 1, aeR
£,
lim log, » = — 0, logg #}= 400, daci a> 1, aeR
¥=0, o tm i
Z>0
_lim logg v = +co, lim log, » = —o0, daci 0<a’<1l, aeR
‘x50 T—s—0
x>0
limlnax = —cC lim Inax = 4
x-0 Z 40
x>0

6. Funcfit trigonometrice:

lim sin & = sin #,;

- % o%e I

lim cos x = cos 7, Vr€R,

¥y,

lim tg x = 1g % % ¢=%/2 + Z=n

X3,

lim cotg x

Ty

lim tga =

1on/2
z<n(2

lim cotg x = +co

z-0
x>0

cotg xy, ¥ & Zm

+00; lim tgx = —c0
z-rf2
x>m/2

lim cotg x = —c0
E21]
x<0



lim arcsin x = arcsin xp —1 < % < 1
Xo%,
lim arccos ¥ == arccos ¥, —1 X ¥ < 1
X=X,
lim arctg x = arctg %, 2€ R
X—+2L,
lim arccoty ¥ = arccotg x5 ¥p€R
Xy
lim arctg x = — ; lim arctg » = —
X—-—0 A T+ D 2
lim arccotg x = m; lim arccotg x = 0
A= X~ 4L
7. Alte limite fundamentale:
: sin x { tg x
fim e Y lim —— =1
x—=0 x =0 =z
o oy arclin o arctg’ s
lim LR £ lim i L
-9 x x—rl) x
lim 14 =} =e; lm (L' _\')”-"' =8
I =0

lim = ¢% YaeR; lim
z—0 ’ 4

P o]

()

at —1 a* —a®
lim —=1n g, acR, .t0> 03 lim =g’lna,acR, a> 0
1-0 x - x—b
et —1
lim = 1
x-0 X

, a” 0,
lim — =
x40 a - 00,

lim
x50

aFzxt =10,

cind 0 <a<1, aeR
cind ¢ > 1, aeR

nEN*

VaeR, ac(0, 1) si neN*

_l_xi= 0, VneN*

lim 2" lnx =0, # = 1; lim
20 PR I L
z>0

lim -l—n——z—.:

s+t %

0, VpeN, VaeR, a> 0.




lim : (2— = 0, P = polinon din R[x]

X (S

(f 4+ 2)* — 1

=uqa, YzeR.

5.7. Functii continue
Definitie. Fie E < R o multime, x5 E un punct si f: E— R o functic
Functia f este continud in x,, dacd oricare ar {i (x,),~, un sir de puncte

din I carc are limita x,, rezultd cd sirul valorilor lui f, (f(xn))n>1' are limita

S(xg)-

Punctul x, se numeste funct de.continuilate.

Qdscrrvalic. Dacd f nu este contivud in x,, atunci ca se numeste discontinud in x,.

S 2 e elfesar TR e Al
Exemplu., Functia f(x) = 3
Tx =1 1< x<2
este discontinud in x5 = 1.

Definitie. Fanctia f: E — R se muwmesle continud pe 4 < E, dacit [ este
continud in fiecare punet x din A.

Exemplu. Tunctia f: R — [0, -~00), f(x) = 2® este continud pc R.

Definitie, Fie E < R o multime, xye E N E un punct si f: E— R o
functie. Spunem ci functia f este continud in x, la stinga, dacd f(x, — 0) existd
si este cgald ca f(x,).

Definitie. Fie I € R o multime, xyc £ n E? un punct si 1 E—R o
functie. Spunem ci functia f este contfinud in x, la dreapta, dacd f(y, +0)
existdl si este cgald cu f(ag).

Exemplu. Functia f:[2, +'oc) = R, f(x) = \/,r — 2 esce continud la dreap-
ta in v,=12.

Definitie. Fie [: (a,b) = R— R o functie.

Punctul xp€ (¢, b) se numeste punct de discontinuilale de primd speld,
dacd f este discontinud in xg, iar f(x, — 0) si f(x, + 0) cxistd si sint~finite.

Exemplu. Punctul x, = 0 pentru functia signum cste un punct de discon-

tinuitate de prima speti.
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5.7.1. Teoreme

1. Functia f: £ — R este continud in x,€ F, dacd i numai dacd penten
orice wvecindtate 17 a lul f(x,) existd o wvecindtate U a lui xp astfel it
Vx e UNE, sdavem fix)e V.

2. Tunctia f: £ — R este continud in xp€ E < Vs A5z, xp) > 0 astiel
incit Yae £ cu ' & — x| < 8i&, xg) s avem | f(x) —7/\,7(,) < &

Exemplu. Tie flx) = 1t + 8% +- 4, f: R—R si x, = 0. TFunctia f este
continud in 0. In adevir, fie e > 0, dat. Avem |f(x) — 4| = |2t 4 83| <
<| x| (4?4 8k, Dacd |x| < 1, atunci |2 4822 < 9 51 |f(x) — 4| <
<9 x| <ce implick |x] =< it s

Y

Ca & = minimum {l, i} avem x| < d=|f(x) —fl0)] < g, adicd f(x)
9

inan i 0.

2. O functice f: £ — 1 este confinud in orice punct izolat al domeniului sdu
de definitie.

e f: E< R— R o functie si xg€ £ n E*n E'% un punct de acu-
mulare la stinga si la dreapta a lui £, Atunci functia f este continud in x,
daca si numai daci

Srg = 0) = flxg) = flxg + O
respectiz

lim f(x) = f{lim x) = f{x,).

A-rXg

Exemplie. Functia f:70, 2] = R,

{8x =1, 0 : TN ¥ v
: este continud in xp= 1
1

SES

fiinded f(1 — 0) = 2 = f(1) = f(1 + 0).

Obsorvapie. Funetiile elementare fiind definite pe inlervale sau reuniuni de intervale, iar acestea
in puncte de acumnulare, rezultd c¢a pentra functiile elementare se poate aplica

il cu ajutorul liroitei.

alee funclitlor clementare). Polinoamele, [functiile rationale,
functia putere, functia exponentiald, functia logaritmica,
goacmetrice directe $i cele inverse sint continue pe domeniul lor

5.7.2. Func/ii continue pe intervale numerice

1. Teorem (Dolzans). Tic I € Run interval si f: I — R o functie continud.
Atunci imagirea lui [ prin /, adicd f(/), este un interval.
5

Fie 7 © R un interzal si f: I — R o functie continud. Atunci f are pro-
pruu.'"a. lui Darboux.

3. Fie 7 € R un interval si f: I — R o functic continuii. Dacd in doud
puncte @, be I functia ia valori de semne contrare, atunci f ia valoarca zero
cel putin intr-un punct cuprins intre a si b.

4. Fie I € R un interval si f: I — R o functie continud. Dacd Vxel,
(x) £ U, atunci Yxel avem f(x) > 0 sau f(x) << 0.
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5. Fie I -=Ta,b] © R un compact (interval inchis si mérginit) si /1 I — R
o functie continuid. Atunci f este mdrginitd pe I si isi atinge efectiv valorile
extreme.

5.7.3. Prelungirea functiilor prin continuitatc

Definitie. Yie E = R o multime si f: E— R o functie continud. Functia f
A
se zice prelungibild prin continuitate la multimea IF o E, dacd existd f: I' >R

A
o functie continud a cérei restrictie la E este f, adicd f = f|g.
Teoremd. Fie E < R o multime, f: £ — R o functie continuiisi a s R\ -

-un punct. ]
Atunci: 1) Dacd ¢ nu este un punct de acumulare al lni E, f poate fi pre-

A
lungitd prin continuitate in @, definind pe f(a) in med arbitrar.
ii) Daci 2 este un punct de acumulare al Ini L, functia f poate {i prelun-
gitd prin continuitate in a <>/ arce limitd in a.

2 A
In acest caz definim f(a) = lim f(x).
x-=>a

1
Exemple. 1) Functia f(x) = xsin — , 2 € R\ {0}se poate prelungi in x=0

prin centiruitate prin

fiindcd existd lim f(x) = 0.
>0

; 1 : § bt s
2j Functia f(x) = —» x€ R {0}, nu se poate prelungi prin continuitate

%
in x =0, fiindcd nu existd lim f(x).
x-»0

5.7.4. Operafis cu funclii continue

Tecremd. Tie f,g: E < R— R dond functii continue in x,€ E (sau pe E).
Atunci functiiie f - g, f — g, af ,cu aeR, fg, max (f,g), min(f.g). | f! 19,

s I . : » )
— sint continue in x, (san pe E), dacdi f9 si — au seus.
a

£ 8
5.7.5. Continuitatea functiilor compuse

Teoremd. Fie f: E— Fsig:F — R. Dacd funcha f este continud in x,¢€ £,
iar functia g in f(x,) € F, atunci go f este continud in x,e E.

5.7.6. Teorema lui Cauchy .

Fie f:R— R o functie continud si aditivd. Atunci funciia
f este liniard.
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5.8. Functii derivabile

Functii cu derivald intr-un punct. Fie f: EY — R o functie si zpe En E’ un
punct. Functia f este cu derivald in x;, dacd limita

tim 10 =S |

XXy X — xo

h

cxistd in R,

notatd cu f'(x,),

Functil derivabile inty-un punct. Functia f: E— R se numeste derivabild
in xg € ENE’, daclt derivata f’(x,) existd si f'(x,) € R, adici este finiti.
O formi echivalentd a lui (1) este

flxg + B) —flxo)

(2) filx) = lim " "2—_=—0 |
fi=-0 I
Lxemple. 1) Functia cos: R— [—1, 1] este derivabild in xy = i sif"(are)=
2
= =1,
0, xeR\O

2) Functia f(») = { este derivabild doar in originesi f/(0) =0-
%2, xeQ

Functii derivabile pe o multime. Fie f: E—R o functie si 4 € E 0 E’

o multime, Functia f se numeste derivabild pe A, daci ea este derivabild in

orice punct x, din 4. Aplicatia ¥ — f’(x) de la .4 la R se numeste derivata lui

f pe A si se noteazii cu f/,— , 0.9 (f), sauy’, 8%, dack ¥y = f(x).
dx dx dx
Exemplé: 1) Functia f: R— R, f(x) = 2 este derivabild pe R.
2) Functiile sim, cos: R— [—1, 1] sint derivabile pe R.
Functii cu derivate laterale. Functia f: E— R este cu devivatd ia stinga
(respectiv la dreapta) in x,e E N E® (tespectiv xge E N E?), daci limita

A = fe 2PN A %)~ fs VR n -
lim [3) = ixe) respectiv limita lim fif_)__ﬂol\, notatdfy(x,) sauf’(xy—0)
% X — X Taxy X — X

x>

(respectiv fa(xo) sau f'(x, + 0)) existd in R.

Functii dervivabile lateral. Functia f: E— R se nunteste derivabild la stinga
(respectiv la dreapta) in punctul xge E 0| L5 (respectiv xo€ E N E'Y), daci
fs(xo) (respectiv f3(x,)) existid si este finitd, adicd fi(x) € R (respectiv fi(xy) € R).

Lxemplu. Functia f(x) = | x|, # € R, are in origine fg(0) = —1si f7(0) = 1.
Tunctia | x| nu este deci derivabild in xy = 0.

Interpretavea geometricd a devivatei f'(xg). Dacl f: (a,b) — R, este derivabili
pe (a,b), atunci f’(x,), cu x,€ (a,b) reprezinti coeficientul unghiular al 'angent:i
geomelrice la graficul lui f in punctul (x, f(,)), tangentd carec are ecuatia

¥ — f(#) = f(x)(x — 7).
Dacd f’(x,) este infinitd, atunci tangenta geometricd in (x,, f{vy)) la graficul
Tui f este paraleld cu axa y'Oy.
Dacd f: E— R este continudl in xo€ E si fa{z,), fi{x,) cxistd, dintre care’

cel pufin una este finitd, dar f nu este derivabild in x,, atunci punctul (¢, /(v
se nunieste punct unghiular al graficului lui f.

1) Maltimea £ poate fi un interval sau o reuniune de intervale nereduse la un punct.
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Exemplu. Functia f(x) = |x — 2|, f: R— R, are pe # = 2 drept punct
unghiular. ¢

Teoremd. Daci f: E— R este derivabili in x,e EnESnE®, atunci
f este derivabild Ja stinga si la dreapta; in plus f;(x,) = f'(xo) = fy(#o) si re-
ciproc.

Continuitatea functiilor derivabile. Orice functie derivabili irtr-un punct
este continud in acel punct.

Teoremd. Fie f,g: E — R dould functii derivabile in x,e ENE’ ii 2eR’
un numdr dat. Atunci functiile f + g, &f, fg, A (g(xo) # 9, xq€e ENE’) si f7
g

(dacd f9 are gens) sint derivabile in x, si avem
1) (f £ 8)'(x0) = f'(x0) £ &'(x,)
ii) (Mf)'(x0) = 2f"(xo)
iii) (fg)'(x0) = f"(xo) 8(x) + f(x0) &'{x0)

iv) (_f_)' () = 1'{xy) glxn) ;—— fixg) g’lxg)
4 8%(xo)

v) (f9)" (%) = (&9« f')(xo) + ((f7 In f) - &')(xq)
Derivata functiei comtpuse a dcud frvcl’i

Fie f:F— R si g: E— F doud furctii. Daci g este derivabili in x,€
€EN E sifin g(x)€eF n F’, aturci fo g cste derivabild in x,€ E §i avem

(fo8)(x0) = f'(5(x0)) * &'(*¢)-

. Derivata functiei inverse a unei functii date. Fie: f: I — [, I, J intervale, o
functie continui si bijectivd si /~1: /] — I inversa ei. Dacd f este derivabild
in x,e I si f'(x) # 0, atunci /! ¢ derivabild in 5, = f(x,) € J si avem

(/1 (30) =

S (x0)

Diferentiala unei functii. Fie [: E— R si x;€ ENE’. Functia liniard
h — f(xo)h(cu argumentul & € R) se numeste diferenfiala functiei f in x4 si se
noteazd df(xgh). Deci

df(xg 1) = f'(x0) I (1)
Diferentiala dx a functiei identice cste egald cu /, adicd cu cresterea argumen-
tului: dx = h. De aceea relatia (1) se mai scrie
dfix)

df(x) = f'(x)Cx sau f'(x) =
dx

Diferentiala functiei compuse f(g(x)) este df(g) = ;“(g;dg.
Exemplu. Fie f:R— R, f(x) =+ x — 1; atunci df = (3x* + l)dx.
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TABELA 5.1. Derivatele si diferentialele functiilcr clementare

v i Tt
y=—a, aeR R O dy - 0 R
y = x R 3 1 dy »= dx R
y = ax, a€R R v’ g dyle=w.dx R’
y — x* (neN) R 3 = g™ cly s ma® T R
¥ = ax®(neN), aeR R Vo maxtl dy = nax® Iy R
: 1 . 1 1 oy
P —— R {0} 3 o= — dy = — —. da R\ {0}
¥ 2 x3
Y= : (n eN) R\ {0 § =% i =Lk R\ {0]
==y el ' = dy == —

o \ {0} i ot 3 PR S At
=22, aa>1 a€R [0, +a) y = qaa~l dy = axx dy ] %)
=22 <1, aeR (0, - o0) v o= gxa} dy = axe-1dx (0, %)

= ; 2 1 1
Y= \/x {0, +o0) Wi ~ dy = — dx {0 co)
24/x 2yx
7/ ’ 1 !
y=Vzx neN, nz2 [0, -|- ) ¥ o= — dy — (0 o)
ny/ x"1 nAf Al

ax +b a,b,¢,deR d l b ad — bc ad — be d

y = R\{ ~ — 3i'es dwv dx R —_——

cx +d ad—bc # 0 ¢) (ex - d)? (cx-+d)? C
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=k R gl = g% dy == ¢7dy R
= ac®, aeR R 9 = ae® dy =.aqc*dy R
= aeb® g, beR R 3" = abeh® dy =‘”abé'."’;llx' R
=a% a>0 a#l aeR R ¥y =a"na dy = a®*Inadx R
el .

e R y" = ba%In a dy = ba®in adx R
a#l, aeR
=SIVR
s ca s dinet R ' = bca¥In a dy = bcan a-dx R
a#l a>0
: 1 1 4
y=Inx (0, +o0) ¥y = — dy = —dx (0, - 0)
¥ %
\ ’ 1 iy
y=1In|x| R {0} Y= — dy = — dx R/{0;
3 x %
y =1loggx, a> 0 a #1, aeR (0, + o) y = 1/(x1na) dy = — 1 dx (0, =+ oo)
x1na
1 1
y =1In(x +/2* 4 a?), aeR} R T ey dy = — — dx R
NET Jit F @
1 ¥ —a a0 — 1 1 =
y=—1In —a€eR} ( L g = - dy = dx ( UU(a .{:t.)mL)J
2a xta U (a, - o0) % — aq® 2? — qa® PR HES,
1 -+ 1 1
y= —1In 2 ’ Qe R,T_ (—a, a) "\"' —— dy = ——— du (—a, a)
2a a— x a* — x? a* — x*
y =sinzx R dy = cos v dwv R




Tabela 5.1. (continuare)

L ¢ | :
Funclia lﬁog]cof?llx?;lic Derivata ‘ Bifereniiats [ Mli*l‘lilllt'illiil-r‘i':;l;v‘illr,:. d
R ¥ = —sin x ' d — sin v dy | 4
ol B 1 ' dux ! :
RV g ze| |y = — 1] tg® dp = — RA|Z - Z=
2 cos® x cos? v | "2
R\ Z= y 1 ’ v dx R\ Zsw
Wl e e = fdy = — — w
sin? x | sin® x f
= —(lfelgtx) | — S e
1
T sinax dx s
R|| — + Zr] 7 SLUES d» sl t R\ L - Z=
o 2 J COSTA s cos® x ' 2
R\Z= W - dy — ‘L(—j;\h- - | R\Zx
sin® y J
e o — g el i
e [—1, 1] bt = (=1L 1
- i
cos 2 [—1, 1] i oy (=1, 1)
1,/1 — x2 M
1
3 R STF e il dy et dx R
14 22 - - 22 o
1 1
g% R P o= e e dy = — — dx R
2 1422 14 22
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0: arc sccn.v e o= _.1 e 1 i oy
y<—§“ x\/,\_f!_l xez— 1 :
At SCC_X {—co 1] S = L dy = . dx (= 1)
T oy e o Aot '
y = arc cosec x 1 : 1 : 1 . 7 )
= T [, oo Y= i Pt e i
U5 3 5 l xylii—1 d xyfa =1
y = arc CT;C x o 3 et ot Ty 1 3% {—c0 1)
=== i - 1 22 =1 & 22 — 1 ;
2 —— e —_—
y=shx R v/ =chy ¢ dy = ch xdx R
=chz Rasns) 5’ = sh dy = sh xdx R
1 1
yi—=th x R y s —— dy = dx R
L2 2
ch?x ch® ¥ o
9 = cth » b R\ {0} gl =~ . dy = s dx R Y {0}
e sh® x sh?
- sh x sh x
y = sech x R Sl dys=t==——sd R
ch® x ch? x
. ; ch x Giiy )
y = csech x R\ {0} 3 e dy = — s dx R {0}
sh= x sn= x




Tabela 5.1(continuare)

Funciia Derivata A‘rlllgtmecgc?i(\!':l;i.‘ck z
y = arg shxv > ; g = _1— =
y =In(x —{—\/xz - 1) \/"'2 o 1
= @ I x 1
y = argch x M s S (1, -t-00)
gy =In(x +432— 1); Jat -1
v = arg ch ¥ 1
“ arg ch x el Voo — e (L -1 o)
¥ = —ln(x 442t = 1); ¥ ._‘/f': ot e
y=argihx 1
= —In aei £ 1— t"‘ e
2 11—z ;
y=alrgcthx+ } 1 (=00, —1)u
X y' = '
= I = U (L, +oo)
¥ = = 1 —2x
n -1
y=argsech x; y =20 I = ——_ (0.1)
a1 — a?
. ’ 1
y =argsech ¥; ¥y <0 y = —— 0, 1)
.‘\.’\/l "
’ —1
4 = arg cosech x L




Tinind seama de multimile pe care functiile clementare sint derivabile,
de regulile precedente de derivare a functiilor elementare (tabela 5.1) si de regula
de derivare a' functiilor compuse (y(x) = f(u(x)), '(x) = f'(2(x)) * 2’ (x);
y(x) = f(u(v(x))) ¥ = f'(x)w'(v)v'(%)), obtinem si urmitoarele formule «c
derivare si de diferentiere

Tabela 5.1. (continuare)

Functia Derivata Diferenjiala
yoa oyt g = dy = du
A =au, a€R ¥ == au’ dy = a du
Y=t 4v . ¥ = ko dy = du 2= dv
¥ = 1w ¥y =u'v + w’ dy =vdu + ndv
y = uvw vy = uw'vw -+ dy = vw du - nw dov + |
4 wv'w + uvw’ + uv dw
1 , L 1
Yy = — It dy = — — dv
v v ye
1 n'v — uv’ v —udv
.
y = — 3 e — (ly.—:. Wt L
v v? vZ
y=u", neZ u#0 5= et dy = anu"tdu
3y = au®, neZ a0, ackl " = a1y’ dv == nan™1du
g=u%, aeR, >0 W = el cdy = gna=t.dy
o . u’
o=l 11 = ) T dy
g = Vi n = impar; 0 2l | s
wr— » 1{' i ;lll
= \ru, w> (0, ne= par e dy - —"-r_____
¢ oo afunt=t DAY ) oty
g = ¥ Bt =t e¥ dy = % «du
of = a-c¥, d'eR 3 = au’ e* dy = ae du
. logy a L fogpa
.y = Ca¥ CeR, 3= Cn'a" ——— Ay == Ca'» ——— «(lu
é logy ¢ logy ¢
a> 0,a%# 1, aeR
u’ .
pe=Ina,n> 0 ol = dy = — du
f 1 1

* Am notat cu 2,v,@ ,... {unctii reale de argument real, derivabile.
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Tabela 5.1 (continuare)

Functia Derivata Diferentiala
u' 1
2y —=1n y’=— dy = — du
) 2@ 7
. 1 v -~ f ~ ’
y=loggu, >, aecR o 2
-0, a5 1 = —z’— logs € (55—~ 7 log, € du

ve=tgu, ug — 4 Zz

Y= secu, 4 & — -+ Zx
2

¥ =.cosec i, 1t & Zx

Y = arcsin u

Y == arccos ¢

y = arctgu

y = arccotg u

4 = arcsec i

Y = arccosec i

=0 10

y=2%% x>0

=25 x>0

=1’ * cosu

' = —u’ -sinu

> S U
A= e
S1n-
sin 7 7
Al ey
Y = X
cos® 1
€os 2
i SR

@
SI1I1~ it

,
1
’
y =
4 TR
T ¢
¥ u’
) =
¥ 1122
’
u
’,
=
Y =1
ualu? —
& 2’
g= —
2y 1 — 1
T’
P =y = v =-
L=
-~ v’1n .r;]

y'=va¥ 142" Inx

3’ = x%(1 + In 1)

dy = (cos u) du

dy = — {sinu) du
e
dyp=
>
CGS= 12
(9§13
dy = — o,
sin? 2
sin

dy = S du
COS*™ ¢
COS ¢

dy = —— +du
sin® 1

——l—~-du
¥ \/l—u2

d_’V o
uyut — 1
—1
dy=———-dun
uyu® — 1

1
dy =y [|—v-du -
u

+ (In ) du]

dy=vs¥-1dx+42%In ) do

dy = x%(1 + 1n %) - dx




Derivata unui determinant. Fic a;; : I©€ R— R, cu I interval, 2* functii
de clasi C* pe I si D(x) = | agj(x) |. Atunci avem

ap(x) apy(x) ... agn(x) any(x) any(x) ... ann(x)

ay (¥) ags(x) ... agn(x)
ek A3 (%) @sa(%) .. Aun(x) L

ap(x) apa(x) ... ang(x)

5.8.1. Pioprictats ale functiilor derivabile

Puncte de maxim si minim local ale unci funcfii f : T — R, cu I < R inlerval.
Spunem ci punctul a € I este un punct de maxim local strict pentru f, daci
existi o wvecindtate U a lui a, astfel incit

f(x) < fla), YyeUn (I {a}).

Spunem ca punctul b € I este un punct de minim local strict pentru f, dacd
existd o wvecinitate U @ It b, astfel incit

f(x) > f(b), Yxe U n(I\b})

Dacd inegalititile stricte se inlocuicsc cu incgalititi nestricte, obtinem
definitia maximului si minimului in sens larg.
Punctele de maxim $i cele de minim ale lui f se numesc puncic de extrem
ale lui f.
Teorema lui Fermal. Fie f : I — R o functie derizabild pe I. In orice punct
de extrem local (din interiorul lui 7) derivata lui / este nuld.
Teorewa lul Rolle. Fie f: I — R sia, bel, cu a < b.
Daca: 1) f este continud pe intervalul [a, b];
2) f este derivabild pe intervalul deschis (a, D) ;
3) fla} = [(b);
atunci existii cel putin un punct ¢ e (@, b), astfel incit f’{c) = 0.
Corolar 1. Fie f: ] — R o functie derivabild pe intervalul 7. Atunciintre
douwd zerouri ale Iui f existd cel patin un zerou al derivatei f7.
Corolar 2. I'ie f : I — R o functic definitiv pe un interval si derivabild pe
acest interval., Dacd « si b sint doull riidicini consccutive ale derivatei si
fla) * (&) < 0, atunci f arc exact o riidicind ¢ intre @ §i b. Dacd in schimb f(a) -
- f(b) > 0, atunci f nu are radicini in intervalul (e, b).
Teorema lui Cauchy. Fic f, g : I — R, doud functii si a, bel, a <b.
Daci:
1) f si g sint conlinuc pe intervalul inchis [a, b].
2) f si g sint derivabile pe intervalul deschis (a, b).
3) g'(x) # 0, Vxe(a, b),
atunci g(a) # g(b) si existd cel-putin un punct ¢ € (a, b), astiel incit

1) —fla) _ ['(e)
g) — gla) g'(e)

Teorema lui Legrange. Tie f: T — R o functic, @, bel si a < b. Dacil
1) f este continud pe intervalui iuchis [a, &],
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2) f este derivabild pe intervalul deschis (a, b),
atunci existd cel putin un punct ¢ € (a, b), astfel incit

O = 1@ _
b—a

5.8.2. Consecinte ale teoremei lui Lagrange

1. Dacd ¢ functie derivabild are derivata nuid pe un interval, atunci ea
este constantd pe acel interval.

Dacit f si g sint doud functii cu derivatele egale pe un interval, atunci
fuuc,ulc diferi prmtro constanti pe acel interval.

3. Tie f : E — R o functie derivabild si / < & un interval. Dacl Vxel,
avem f’(x) > 0, atunci f este strict crescitoare pe I. Dacid Vx e [,avem f'(x) < 0
atunci f este strict descrescitoare pe 1.

4. Fie f:[a,b] > R (cu aeR, beR, a < b) o functie derivabila. Daca
fla ) = 051 f'(x) > 0, xe(a, b), atunci f > 0 pe (a, b).

. Fic f : {a, b) > R o {unctie derivabild si ¢ € (a, 8). Dacd f’ se anuleazd
in ¢ sdm.lbmdu -si semmul, atunci ¢ este un punct de extrem local pentru f.

6. Fic f: I — R o functie continui pe I si x,€ . Daci f este derivabila
pe I} {x,} si dacd derivata f* are limitd in R in x,, atunci f este cu derivatd
In &, 51 1 (2 = 1m (%),

x5
Exemplu. Fie f(x) = arcsin ¥, x€[—1, 1. Dupi consecinta de mai sus f
este cu derivati in —1 st 1, anume f'(—1) = -1 o0 = f(1)

Teorema lui Darboux. Yie f: I — R o functie derivabi®l pe intervalul I.
Atunci derivata 7 a lul f are propnctut(u lui Darboux, adici nu poate trece
de la o valoare a ci la alta, [ird a trece prin toate valorile intermediare.

5.8.3. Derivate de ordin superior

Definitie. Fie I un interval $i f: I < R— R o functie derivabild. Spunem
cii f este derivabild de doud ori in xy€ I, dacd functia f* : I — R este derivabild
§it xg. Derivata lui f* in x, se numeste derivata de ordinul al doilea a lui f si se

noteazdd f”(xy), D*f(xo), ——— d"f(xo)

Deci
S {xg) = lim "M .
Foady X 2y

Analog se defincsc: f(xg),..., f(P)(x).
Formula lui Leibniz. Fie f,g : I — R douvd functii de » ori derivabile pe I.
Atunci fg este de » ori derivabild pe I 51 avem relatia:

(fg)(™(x) = fU")(x) * g(x) + CHf"1(x) g'(*) + - +
+ Gl (x)g " D(x) + Cif(x) ™), Vzel
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Citeva derivate de ordinul mn:
1. (sin #)(™ = sin (:r +n :-] » VieR, neN
2

2. (cos z)(™ = cos (x +n—
2

(1) 7!
3. (_1) = (—1)r =
x xR+

4. (ae?)(™ = qe?, VxeR, acR, neN

J, VxeR, neN

s VxeR\ {0}, neN

5. (M)W = AZx™M-", YxeR, 1<n<m
6. (@)™ = a%(In a)*, a> 0, xeR, neN

(=11 — 1)!

7 (In w8 =
n

VxeRL, neN
x

8. (sh x)2™ = sh x; (sh x)2"1) =chx, x¢ R,‘ n=1

9. (ch %)@ = ch »; (ch x)2*-V) =shy, xeR, n > 1

10. y= arctg z; y“‘.’(x) = (n —1)!cos®y- sin{y +n -;) s %€R,

'ye(— ~ —t—;—): nz L

|

- 5.8.4. Forme nedeterminale. Inldturarea
nedetermindrilor

In cazurile exceptate de teoremele relative la operatiile cu limite de functii,
trebuie efectuat un studiu direct pentru a stabili dacli existd sau nu limite.

Uneori derivatele sint de folos in aceste cazuri, in primul rind in cazul —,
0

prin anumite tecreme (1'Hospital, Cauchy).

o SR (ce]
Ridicarea celorlalte nedeterminiiri, de forma —, o0 — o0, 0-:o00, ©0°
@

. 3o : S 0
0° si 1%, se reduce la inldturarea unei.nedeterminéri de forma — .
0
« Teorema lui I’Hospital. Fie I un interval oarecare al axei reale §i #, un punct
de acumulare al lui . Fie f §i g dou& functii definite pe I\ {x,}. Daci:

1) lim f(¥) = lim g(x) = 0 sau lim g(x) = 4 oo
Z->1, Z>x, %,
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2) fsi g sint derivabile pe I\ {x,}.
3)g'(x) # 0, Yrel\ {x}

/(.\'\_7 le B

g'(x)

4). Exista lim

XX,

m
b

atunci
a) glx) #£ 0, Yrel\ {x)}

8) Functia = are limitd in x, §i avem
o
4

lim Jx) =l
x-2%y g(X)

Exemple. 1) Fief, g :R—> R cu f(x) = 2* — 3x - 2 51 g(x) = » — 1. Se

-cere lim ﬂ—v)

. Cu teorema lui 1"Hospital gisim
x>1 g(x)

s T PR A 11 Wi ol
lim S — lim Lttt A JaG il et S
21 g(x) =1 (v = 1) x1

2):Fie f, g s R—R, flx)=1n (1 4 e%), g(x) = z.
f(x)

Se cere lim = . Sintem in cazul — si en teorema Ini 1'Hospital cores-
x->® g(x) 0

punzitoare obtinem

" 1 {-- eZ}) T
lim LA)—:' lim i(A'—(l = | ]im. : =
2% g(x) XD (x)’ x>+ ®m % L1
s T
B R liTn Jsagn 2 Yt L
#>+ow  (e* 4 1)° x++0 %

3) Exemplul de mai jos ne aratd cii reciproca teoremei precedente nn este

= 2 - S T f(x) - / “(x
adeviiratd, in sensul cd, de pildd, lim = ( poate exista, fard ca lim I )-
r>+> gx) x>0 g’(x)
si existe. Astfel pentru f, ¢ :R—= R, f(¥) = x si g(x) = x - sinx, arem
y > ) | 1 =y
lim ——— =1, In vreme ce lim ——— nu existdl.
¥>® X 4siny 2s+m | - cosx

Teorema lui Cauchy. Fie I un interval al axci reale, xpel sif,g: I > R
doud functii, Daca

1) f{x) = 0 si g(xy) = 0

2) f si g sint derivabile in x, §i g'(v) # 0,




atonci
o) Existi o vecinditate U a lui ap, astfel incit g(x,) # 0 pentru orice xe U
Siox # xp Si

im L8 _ /(&)

e
w25 g(x)  g'(%x)

Exemplu. Tie f, g:R— R douid functii definite astfel

x%, daci xeQ 4 sin x, daci x€Q
Jx) = ) U St :
1 — cos x,dacd x e R\ Q x, daci xeR\ Q

Sit ralculdm lim f%)

-0 (%)

Cu teorema Ini Cauchy obtinem

x ‘(0 0
L U0 A Sl entr 0} =0 s g t0) sl
x50 g{x)  g'(0) 1

Teorema lui 1"Hospital nu se aplicd.

5.8.5. Reprezentarea graficd a functiilor
-Consideratii gencrale. Tie f:(a, b)) = R o functie derivabilda de doud ort
si xg € (a, b).

1. Dacd 7 se anuleazdl in ¥y si isi schimbil scmnul, atunci x, este un punct
de extrem local pentru f si anume:

@) Dach derivata f* este strict pozitiva la stinga lul &g si strict negativd la
<reapta lui xy, atunci xg este punct de maxim local pentru f.

%) Dacd derivata f” este strict negativd la siinga lui g si strict pozitivi la

dreapta ui xy, atunci ag este un punct de minim local pentru f.

2. Dacd f” se anuleazi in a, si

schimld semnul, atunci x, este un punct
de inflexiune.

3. Dacd f” > 0pe (a, b), atunci £ ¢ convexd peacest interval, fardacdf” < 0
pe (@, b), atunci f cste concavd pe (a, ).

4. Tie ap un punct de extrem local pentrn f.

Dacll [“(xy) > 0, atunci x, ¢ste un punct de minim local pentru 7, iar dacit
I “(xg) = 0, atunci x, este un punct de maxim local.

La trasarea graficului wnci funclii se efectucazd wrmdioarele cperalii:

i) a). Se dcterminii demeniul de definitie a functici. Dacdi se di
f:E< R— I' CR, f(x) = ..., evident atunci domeniu! respectiv este chiar E.
Dac nu se indicd E, c¢i se da doar f(x) = ..., atunci E cste reprezentat de mul-
timea punctelor dreptei reale, pentru care operatiile prin care este definitd f
au sens. :

L)
©
o~
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b) Se determini (dacit existd) punctele de intersectie cu axcle de coordonate,
adici punctele de forma (0, f(0)) sau (x, f(x) == 0).

c) Se detrmind limitele functici f la capetele intervalelor de existentd,
inclusiz lim f(x) si lim f{x), dacd Z include intervale de forma (—co, ¢) st
X —r— )

(d, -=%0).

2) Se determind (dacit ex ta'a.) simetriile pe care le poate prezenta graficnl
lui f (simetrie fatd de Ox, fata de Oy, fatd de O sau fatd de alte puncte din R®)
si, pentru functiile per lOL]l(_(‘, pcr;ondi {pentru a desena graficul Ini f m:mai pe
o perioadi).

3) Se afli (daci existd) punctele de discontinuitate si limitele laterale
corespunzitoare ale lui f.

4) Se determind asimplotele verticale (corespunzitoare acelor puncie ae £
in care cel putin o limitd laterald este infinitd) ; ccnatia unei asemenea asimptote
verticale va fi de forma x = a.

5) Se determind asimptolele crizontale (u<(‘nci:;tv acclor puncte b, d'ei¥
care an proprietatea ¢d b = lim f(x) san b = nn (x) (cind E incindeintervale
X->—0 x- J,

de tipnl (—oc, ¢) sau (d, --co0)); ecuatia unei asenmenca asimptote orizontale
va fi de forma 3 == b {la ramura de la —oc) sau 3 = &’ (la ramura de la --o0).

6) Se determind asimptotele oblice (rectilindi ) (adicit dreptele de ecuatie
4 == mx - u, cu proprictatea lim (f(x) — mx — n) = 0 (dacd £ include inter-
XA-r— O
¢ - :
vale de forma (—oc, €); rezultim == lim , == lim (f(x) —mz)); caz
K-p— w0 X Xr— L

analog cind /7 include intervale de forma (d, -i-00).

7) Se cerceteazd dacd graficul functicl fadmite si asimplote curbilinii. Curba
e ccnatie v glx) este o asimptotdL curbilinie a graficului functiei f <= f(%)
se poate scrie sub forma f(x) == g(x) -- I(x), cn im A(x) == 0 (dacd /72 include

x--lo—:osau-i-oo

intervaie de [orma (—=2, c) san (u' »-j r.‘)‘ P S D R). De pildit functia
f:R{—1}—R, J(x) = a* (\. -+ 9)/tx - 1) admile drept asimptotd curhilinie
parabola dc cenatic 4 - 3

LR 3.. S 8

§) Se calenleazd f'(x) si rddédcinile acesteia. Absciscle punctelor de extrem
local se giisese printre rddicinile derivatel. Se ntecmeste un tablou cu sempul
derivatel pe o,

9) Se cnluxh'l/d.j x) si ridicinile acesteia. Abscisele punctelor de infie-
Xiyne (daca existd) se 'mw\c printrc ridacinile lui f”. Se intocmeste un iablou
cu semnu! derivatei secunde, in care tablon se includ §i punctele de disconti-
nuitate ale derivatei a doua, cind asemenca puncte existi.

10) Se calculeazidt cocficientii unghiulari 2i (semi)tangeniclor la  grafic
in punctele remarcabiie ale acestuia.

11) Se intocmeste tabloul general de wariatic a functiei, cuprinzind 4 linii
cit valorile importante ale lui &, cu f'(x), cu fix} si f7(x).

12) Se reprezintdi apoi, intr-un reper ortegonal, punctele remarcabile
(¥, f(x)) ale curbei reprezentative, asa cum rezulti. din tabloul general, §i asizap-
totele acestuia (daca existd). Tinind seama de caracterul crescitor sau descresca-
tor al functiei, de caracterul ei concav sau convex, se unesc punctele desenate
printr-o trisiturd continui. Dacd vrem si trasim graficul lui f cu o precizie
si mai mare, putem desena si citeva puncte ajutéitoare ale graficului, de forma
il f(x,-))_, cuhke = 1.2, 4., sl ek,

385



http:nuita.tc
http:Olc('st,.ia
http:I,(�tl'a/.tl
http:corcspUl:zrlto:.rn

5.9. Primitive. Proprietati

Definttic. Fie I < R un interval si fil — R o functie. Functia I': I — R
st numeste primitivd (exactd ) sau antiderivatd a functiei f, daca:
1) 1" este derivabild pe 1.
20V tie I -Reli=1 - o
=) - it
Lxemplu. Fie sin: R — "—1, 11; atunci o primitivi a acestei-functii este
I(x) = — cos x. >

Fropozitie. Fie f: I — R o functie care admite primitive. Atunci orice doui
primitive ale lui f(x), F,(x) si F,(x), diferd intre ele: printr-o constanta.

Definitie. Fie f: I — R o functie care admite primitive. Se numeste inte-
grald nedefinitd multimea ‘tuturor primitivelor lui f §i se noteazi

Sf, de,z" sau Sf(x) dx.

Exemplu. Pentru fix) = sin x, din exemplul precedent, avem (sin’fx dy =
L4

= —cosx = C, CeR.
5.9.1. Proprictdti

1) Oricg functie continud f: 7 € R — R admite primitive.
2) Daca f,g: I < R — R sint dou& functii care admit primitive, atunci
si functia 2f - 32, cu «, R, admite primitive si avem relatia

S(ocf(x) + Bg())d¥ = a Sf(x) dx + SSg(x)dx.

5) O functie care admite primitive are proprietatea lui Darboux.

4) Daca f este definitd pe intervalul I al axei reale, cu valori reale, si ima-
ginea lui / prin f nu este un interval atunci f nu admite primitive.

Tabela 5.2 Primitive imediate ale unor functii elementare

Nr. . Domeniul de oty
ot Hiudiis definitie R
) — 2B xR+l
L[ f(x) A B § S 2P dx == —
neN n+ 1
20 F () == (0, + o) S s xa+1
ae RY{—1} o+ 1
3 it m__
flx) = (0, - c0) Jxodx =
meN, m =2
74 m/ m=1
= o o yme
1 m+ 1 &
s 'I R >
4 20 i) K 4 S“I e a
aeR.\ {1} In a




Tabda 5.2 (conlinuare)

Nr. 3 ’ Domeniul de l ool
crt. Functia definitie Primitiva
|
-
3 Jiv) =e R S % dy— e
1 —o0, 0 it
6 | flx) = — e sty
* 5
1 1
7 | f(a) = — (0, -+-e0) S:—’izlnx
X 3 %
8 | = L (—0, —a) sau a4 e A ey
x% — aq* Jx*—a® 28 x-+ta
aeR, a> 0 -(a, -+ )
13 1 —
s it (—8, a) S ol SR, P
x* — g . 2 —a 28 a2z
aeR, a> 0
10 | f{x) = sin x R Ssm x dy = —cos x
11 | f(x) == cos x R gmq x dx = sin x»
1 e rl\
) e &R {ﬂ 4 z:) S —lex
- cos? v .4 cos?
. 1 < R\NZz dx
13 flx) 5 = — cotg x
sin® x l sin? x
14 | f(x) = tgx N { tg x dx = — Injcos x|
‘ I =R lz + 4= ) 105 X
15 1 fiz) - cotg x PR s \ cotg ¥ dx = Injsin x|
i x 7= sin 1
16 g sin x rer\(E + Zz) sin x e -
cox 2 cos? x cos x
“0S X TR T x 1
o 109 ('(1: x S Lf)ﬁ et P 4
sin? x  sin?% x sin x
x 397




Tabela 2.5 (continuare)

-

Domeniul de

it Functia definifie Primitiva
18 _I‘(A’) = Sih'a ¥ R S COS o.X
singr dx = -
« € R\ {0} o
19 | f(x) = cos ax R S sin 2y
cos &x dx =
a€ R\ {0} 4
2 x) 2 R in2x
20 {f(x)= sin%x S‘im' iy X _ SIn2%
2 4
2 = L 2 ; sty D
LR L) = D08 - E Scoy FUaR ey 17 <X
2 4
23] 1 I < R\ Z= ¥
f(x) = — g =In| tg —
sin x sin x 2%
23 1 = »
2 | ) = 1=r\[Z 4 zx) i et
Cos x i:’. J CcOSs x
= —In (._. i _—_) l
2 4]
L]
24 : 1 R dx
| 10 = e ; -
\/X"—‘—a- § a? + 2%
aeR, a>0 :m(,,_\/wuaz)
25 . 1 I < (—cw, —a) sau da
) = 5 =
J F- o= aQ” x= — a-
aeR,a> 0 I<(a, -+ o) =In|x + + 22 — a?|
26 1 (=1, 1) dx
flx) = S————— = arc sin x
1 JI ==z J1-2°
27 — -—
= fx) = 1 =58 — ( 2 =={IC COS ¥
\/ 1 - _)JI — x2
2 1 =k
3 Sflx) = {5l S S ©
Va — xt Jat =zt a
2eR,a>0




Tabela 5.2 (continuare !

|
Nr. . [ Domeriul de Sy
crt. Tunctia [ definiti» Primitiva
il
—1 —a, a —dx %
29 flx) = iS5 4 J = Qrecos —
2 2
a® — x® a

30

')
~

39

a* - x*

aeR,a> 0
_‘f(::) = e?% gig bx

abeR, a* - 5*#0

%) = e%* cbs bx

a,beR, a®--b2#0

(%) ='shr

f{#) = chx

R

e

(—c0, 0) sau

(

0,

/

- c0)

§ ¢%% sin by =
<)

1 asinbx—5bcoshx-

’,
I —_— X
| 2 :

at 4 &%
e

{ St L Cos bxdx =

Sch:: dx = shx

S dx
= —cth »
sh® »

g = th x
ch® »
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5.9.2. Metode de calcul al primitivelor

1) Metoda de antiderivare prin pdrii. Dacd u, v: I — R sint fuuctii deriva-
bile cu derivatele continue, atunci wv, u’v $i v’ admit primitive si avem

S u(x) - v'(x) dv = u(x) v(x) — S u’(x) » v(x) dx.

2) O metodd de antiderivare bazald pe o schimbare de variabild: Calcularca
primitivelor de forma:

e = Sf(u(x)) u(x) dx,

unde ¢ = u(x) este o functi(:.'deﬁnitz‘t pe I cu valori in J, iar f(#) este o functic
definitd pe J cu wvalori in R.

Dacd  este derivabild pe / si f are primitive pe J, atunci functia f(u(x))u’(x),
definitd pe I cu valori in R, are primitive pe . Mai precis, dacid [7(¢) este o
primitiva a lui f(¢), atunci avem: ;

5 Jlula)) Wi dx'= Flua2C.

In rezumat calculul primitivei se face dupd schema:
1) Se face substitutia ¢ = u(x)

2) Se diferentiazid accastd functie d? = u'(x) dx

3) Se inlocuieste (formal) in 4 si se obtine

e Sj(t)dt.

4) Se calculeazd o primitivi F(f) a lui f(¢).
5) Se scrie A
A = Sf(u(x)) #'(x) dx = F(u(x)) + C.
Exemplu Fie f: (—1,1) > R, f(x) = \/_l—:r—:::‘ Se cere o primitivia lui f.
—x

Observdam cid A se scric astfel

A=S';dx __}_S 2x dx :
VI=@R 2 JYT— (2

Avem deci: £ = 2%, t:(—1, 1) = [0,1); ¢ sau u(x) este derivabild pe (—1,1) =

=1; fit) =m. £:10, 1) = R, cu primitive pe[0,1) == ], de pildi IF(t) -

. 1 3 Al
= arcsint. Rezultd ch; f(x%) + (x%)’, definitd pe (—1, 1) cu valori in R

are primitive pe (—1, 1) si

xdx g b . )
S Ly E e (#%) +C

In vezumat
=R
2) dt = 2x dx

1 di
3 d=— S Sl 5
2 ) L
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4 B ()= —71 arc sin ¢

2 1
— = — arc sin (#?) 4- C.

NI= A 2

Pam in continnare o tabeld cu primitive ale unor functii compuse, deduse
din tabela anterioard a primitivelor imediate, cu ajutorul mietodei dezvoltate
Ja acest punct. Peste tot vom admite cd u: I — R este o functie continud si
cu derivata continud pe /.

Tabela. 5.3. Alte primitive

Nr. Primitive ale unor funetii
crt. conipuse
oy fipel
1 S (%) .'d.\':ﬁ» neZ, n# —1
i+
+1
2 5-1(% =L(ir—)—.y_eR\{—~l} yu:I— J < (0, 4 c0)s
&% 1
3 ) dx e
:./“m e \/u(x) meN, m=2, u: I— J < (0, + o)
Uz e
4 Sa"m w'(x) e yue€R, a> 0, a#1
In a
5 S VIE el VREZ i) e
6 S w’(x)dx 1 m!u(x)—rﬁ‘ aeR, a> 0, Vxel,
u(x) — Za {u(x) -a | u(x)e{ —a,a}
7 S sin #(x) - »’ (x) dz = — cos u(x),
8 Scosu( ’ (x)dx = sin u(x),
9 SJ& dx = —ctg u(x) Vxel, u(x)¢Zx
sin® 2 (x)
w'(x) dx u(x)
10 —_————=In {tg ——|, 7] Z=
S sin u(x) 2 s ju(x)¢
11 -M.z—_]n tg M_E] 9 VZEI,“(X)¢£+ZE
cos u(x) i 2 4 2
12 LA tgu(x), Vxel,u(x)¢ Itz
cos® u{x) 2
13 +Zn

§tgu(;)- W(x)dr = —In|cosu(x)| Vrel u(x)¢

ISR
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Nr. crt. Primitive ale unor functii compuse

14 cotg a(x) » w'(x) dx ="~ Isin u(x) |, Vyel, u(x)¢Z=
cos u(x 1 : ]
15 w'(x)dyr = — ——, Vxel, ulx)¢ Z=
sin® 24( sin u(x)
- 1 =
16 L "(") wix)dy =———,Vrel, ul¥)¢= —Z=
cos? u(2 cos u(x) 20

dz = In(u(x) - Ja* + #¥(x)) e¢€R, a> 0

% eyl Le )

18 i ( dr = In | u(x) + /11‘3(.\') — a®) vae€R, a> 0

\/1 2(r) — a®

u{l) € (—cc, —a) sau (a, +o0

19 A dx = arcsin BiE) ,a€R, a> 0’ u(l) < (—a, a)

\/a — u®(x) a

1 ¥ 5

20 i (” — — arctg -“ﬂ ,aeR, a> 0

a a

_ e
u(x) L sin 2u(x)
2 4

21 cos® u(x) » u'{x) dx =

S
P
P
d S\/a-
\ i =
S
P
S

w{x)  sin 2u(x)
2 4

[$5)
[[¥]

S sin® a¢(x) + u'{v) dx =

3) O altd metodd de calcul al wnor primitive prin schimbarea de wariabild:
Calcularea primitivelor de forma

= Sf(u(.v)) dx,

ande £ = u(x) este o functie definitd pe I cu valori in J, iar
f(t) este o functie definiti pe / cu valori in R.
Dacd ¢ = 2(x) este strict monotond si derivabild pe I, dacd inversa ei x =
= v(t), v: J — I, are derivata v’(t) continuil pe /, dacd f(t) este continud pe J
§i dacd F(¢) este o primitivd a lui f{¢) - v’(¢), atunci

Sj(u(,v)) dy = F(u(x)) + C
Schemd formald:”
1) Se face substitutia ¢ = u(x)
2) Se afla inversa lui u, x = v(t)

3) Se diferentiazi ultima functie dx = v'(¢) d¢
4) Se inlocuieste in B care devine

B ='S fl) - v'(e) dt
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5) Se aflda F(!) = Sf(t) v'(1)
6) Se scrie B
S/(“(r‘f)) dx = Flu{x)) - C.

Excmplu. Fie f(x) = COS"'VII)._'. f:(0, o) —> R. Consideram ¢ = n( Jx.
1:(0, o) — (0, =¢), functie strict monotoni si derizabild pe (0, oc) == I In-
versa ¢i x = v{l) == £%,v: (0, oc) — (9, c0) este continuiigiarederivatav’() = 22

\

14 1
continud pe (0, 20) = J. In plus f{¢) = cos? = Tt el este continud pe
" 3
. W, oo A o 1 - cos 2¢ = &
{0,¢) = J.Oprimitiva alui f(¢) + o'{t) = S gt 2t este imediatd f(¢) =
= _.‘i_Ltqm ZZ-L cos 2?2 .
I e L S O
. 3 B _red e ) -
Acum Scos‘- = ——5——}--‘/2—3 - sin 2 4fx 4 —3 ¢os 2 Jx = C.
In rezumat:
) 2= 4/x
=i
3) dx = 2¢ di
4) B = Scosﬂz-Z!dz: S (1 cos 20) + 4 It
iy Zsin 22 cos 24 \
BF =S 4S L E
4 [}
— g 2
6) S cos? Jxdx = ——:— -l~ sin 2 Jv g—\—‘ + C

4) Calculul primitiveler prin recurentd. Aceastd metodd se aplicd la deter-
minarea primitivelor functiilor f care depind $i de numérul natural 7,

J:I'x M—> R, M < N, (x,n)— f(x,n).
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Folosind o alti metodd de calcul al prigmitivelor (de pildd metoda integricii
prin pirti), sintem condusi la determinarea unei primitive pentru f(x, n — 1)
sau f(x,n — 2). Iterind procedeul ajungem la determinarea primitivelor func-
tiilor f(x, 0), f(x, 1) sau f(x, 2) care se calculeazi imediat sau sint tabelate.

Lxemplu: Fie f:T x N> R, f(x,n) = x"e%. Si se stabileasci o formuli de
cecurentd pentru calculul lui Iy Sr" e? dx. Integram sau antiderivim prin
pirti luind « = 2™ (deci die = nx"! dx) si dv = edx (cu v = c%).
Gisim

In=3s"e* —n S 7 1eTdy sau
I=2"e% —nlp, (1
Evident 7, = c*. Din (1) deducem
L =26t —e I, = x*¢* —2(x 8% — et etc.

Formule de recurentd utile in caloulul primitivelor

d; 1 1
An =S - ’ An = 5 +
(#2 + a®)* (n —1) (a4 an72
1 L — 3
05l 2n JA"—I' w2

“dx 1 x
Ba =S = &g . *
(2% — a*)" 2a%(n — 1) (a®* — a7}
.1 2n =3
— . - Bpy, n =2
a® 2n —2
m ) m-1 J L L
% % a4 x {m — la N
Cp = \——— dx; Crs — — = Crp-as M= 2
Ja"—i— i m n
: M dx ML X g (m — 1ja?
Doy = \—— 5 Dy = + Dy m =2
i sz_ =5 m m
dx Ja L a® m — 2
Ep = ———y Ep = — EeE T 5 E’"‘Z' mz=2
S 4 Jaﬁ—{— 2t (m—1) a®x (m — 1) a*
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d % R _n
Fp = g _x e = \/x . -+ i Fpon=2
J am ‘/1'.'.__ at (n—1)a%a"" 1 (n — 1) a®

3 B dx 1 s M —1
Cpg = S———'—”—‘——T; Gm = — — T 1 .\Ial_. P -1'- . a-Cm 2, m = #
Q®— x* m m
dx — Jar = 2 m—2
Hp = yHm = — e ' Honsg) 002
Jam Ja— x2 a*(m—1)am1  a*m — 1)
Im = S {in x\" d¥; Im =xln™x — mimey, =1
. : ; e L g e :
Kp = \ sin® x dx; Kp = ~— — sin®"1 ycos x + Kpg 22 ]
n n |
1 o : n—1 ‘
Ly = \cos® x dx; Ly = —cos™ 1 x sin x L Lps n=2
n n
Mp=\1g"x dx; Mn = tghtlx — My, n>2
n — 1
Np = Scotg cdx; Np= ~ : cotg? 1x — Npgy, n 22
n —
dx cos x n—2
Pr = ; Pp= — - + Pargr o 42
sin® x (n — 1)sin®? » n—
dx sin x n—2
On = ) On = -+ Oneg, =2
cos™ x (n—1) cos®1x n—1

Ry = S.v" sin xdx; Rp= — a" cos x -+ nx®Isin x — n(n — NRyp, 22

Sp = Sx" cos xdx; Sp= x"sin x + na"Icos ¥ — n(n — 1)Sp,, n =2
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5) Metoda coeficientilor nedeterminafi pentru calculavea primitivelor din
Junctii transcendente

Dacd f(x) = e*¥Py(x), f: T R, cu Pp un polinom de gradul », atunci

o primitivd a lui f este I'(x) = e% « Ox(x), unde Q, este tot un polmom de
gradul 2.

Pentru a determina pe I“(z) este suficient si determindm pe QOn(x). In acest
scop, dupd definitia primitivei, avem

(e*%Qn(%))" = e*TPp(x). (h
De aici rezultd cocficientii lui Q, si deci F(x) este cunoscuti.
Lxeniplu. Si se afle o primitivd a lui f(x) = (23 — 222 4 5) ¢,
Din egalitatea
S (2% —22% 4 5) 3 dx = (Ap3® + dja® -+ A2 + Aj)eF 4 C,
prin derivare gdsim (dupid suprimarea lui ¢3%)
A —22% £ 5 = 3Aux® L34 + Ap) 2% + (34, ~ 24)) & + 34, - A,.

De aici rezultd sistemul

3dg=1 - 34, + 24, =0
34, +'$Ao = =2 343 4 A = 3
cu solutia: E
.-4(-,_—1-, Ay =-—1, A.,-_—E. $1 A:}:'I_J
3 3 D

Observatie. Acecasi metodd ¢ aplicabild si la calcularea primitivelor func-

tiilor g(x) = Rp(x) cosax si A(x) = Sp(x)sinax, cu R, si S, polincame
de gradul 7.

5.9.3. Calculul primitivelor unor functii rafionale

- Definitie. O functic rationald f: I — R se numeste simpld dacd are una
din formele

1) f(x) = aga® 4 a2 ... 4+ ap
2) f(») =———i—, A,aeR, neN, a¢l
(x —a)® ;
Bx + C

3) f(x) =——————, B,C,abceR, neN*, B —4diac<0
(axtA-bx ic)® g

Definitie. Un polinom de doud variabile de gradul u este o functie de forma
Plx, 3) = z , ai;‘”’j ajjeR, mneN.
i, j=0
t+]$n

Definitie. Se numeste functie ralro;mld de doud vanabxle citul a doud po-
linoame de doud variabile,
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Teovema de descompunere a unet functii rationale in functii rafionale sz'mplé.
Fic f: I — R o f{unctie rationald
P(x)

fr) = =2

Q(x)

unde P(x), Q(x) € Rlx]sint polinoame prime intre ele.
Dacid Q(x) are factorizarea

Q) = (¥ — @)™ v (% — @)™ (3% + Myx + NP, (22 + Myx + NP

(Q(x) # 0, Vxel)

atunci f se descompune in mod unic astfel

o AW i
(¥) = g(x) — i = o o —— L
i (o) (et ey
, A(lq) .A(Zq) A4t
; + ' xe
(#I=a )™ Uy ek X —aq
B+ ot Bx 4+ o B 1 )
= B M ol TN T
g (#* + Myx + NP i (#% + Myx + NP1 24 Mx+ Ny
By 4 ¢l By 4+ B + ¢

+ e - -

i

LB L
(2 4+ Mex = Np)Fr * (52 4 M,x + NP} x24 Myx+ N,

unde g(x) e un polinom cu coeficienti reali, constantele care apar sint numere
reale, jar M2 — 4Ny < 0, k= 1,2, ..., 7.
P(x)

Q(#)

Teoremd. Calculul primitivei S dx se reduce la calculul unor primitive
din functii rationale simple

Sx"dr, neN, SL, neN, eeR si
(# —a)®

Bx -~ C
S(z—;_\‘_),;d,?, B, C, 411,N€R' 'HEN, M2 — .L\v<0
FAS X—}—;'

Exemple. 1) Fie f: (0, o0} — R, f(x):%- Si se afle o primitiva
¥+ 1

a lui f.
Descompunem pe f(x) in functii rationale simple astfel
SRR N s A it (4 +B) 42+ (—A+BLC)x+ A+Ce>
L1 x4+1 22— x4+ 1
1 1 1
A= —~, B=—, C=—.
3 3 3
Avem deci descompunerea
F AL 1 1 r =1 2 1 « 1 2x -1+ 3
2%+ 1 3x =1 3 x*—x+1 Jx41) 6 2 —x+1
1 j! 2xt=t1 ik 1 1
T a4+l 6 A—aetl 2(,,_%)”+5’_
2 4




cespectiv

- xdx 1 1 O e
S T = ——ln(xr+1)+—In (xz—x+1)+—.l_arctg"x_ o .
B4 1 3 6 V3 V3
2a; - 2 — 4gc
2) S dx - 1 15 2a% + b V/b 4ac o
ax® +bx +-¢ b —4dac  2ax + b + B — dac
b% — 4ac > 0,
d 2 2ax + &
3) S E = arctg Y <+ C, b*—4dac<0.
ax® + bx + ¢ . —(b° — 4ac) A = (b — Haq)
4 S dx . 1 2ax + b
(@x® + b + ¢)* (n = 1) (b — 4ac) (ax® - bx -+ c)"-1
2(2n — 3)a S dx e
(n —.1) (6 — 4ac) ) (ax® 4 bx +¢)n1t =
5) S el . ol LSRNt RS Labd, 1 .
(ax®* + bx + c)* 2a(n — 1) (ax® + bx + ¢)*!

+23a—abS( dx e

2a ax® -- bx 4 ¢)"

5.9.4. Metoda lui Ostogradschii pentru determinarea
partii rafionale a primitiver dintr-o functie
rafionald ;

§ P
Fie f(x) = ﬂ, f:[a,b] > R, Vxela, b], Q(x) # 0.
Q(x)
1) Derivém pe Q(x) si gidsim cel mai mare comun divizor al lui @ si Q.
Fie acesta D(x).
2) Aflam citul impdrtirii lui (¢x) la D(x). Fie acesta C(x).
'3) Construim un polinom @(x), cu coeficienti reali nedeterminati, avind
gradul cu o unitate mai mic decit gradul lui D{x).
4) Construim un polinom ((x), cu coeficienti reali nedeterminati, avind
gradul cu o unitate mai mic decit C(x).
5) Construim egalitatea

S e LR 1L +S ) e et B,

Q(%) D(x) C(x)
Derivind si foloéind metoda coeficientilor nedeterminati, determinim poli-
noamele @(x) si(x), decisipe @) (partea rationald a primitivci) $i pe _41—(1)— .
: D(x) ct)
6) Calculdm apoi o primitiva a lui %
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Exemplu. Fie f(x) = —1— x€(2, +-o0). Sd se determine
(x =28 (v + 12
partea algebricd din primitiva Iui f(x). In acest caz a/(m Jae A Al Q(l) =
= (r = 23x - 1), 0(x) = (¥ — 2)*x + 1)(5x —~ 1) Y Q) = 2)
(¥ = 1) = D{x); citul impdirtirii lui Q{x) la D{x) e\u L(v = (¥ — 2 + 1
Deci:

— s

1) Dix) = (x —2)% (¢ + I).
2) Gy = x =2) (» +1).
3) g(a) = ax® 4 by = c.

1) Y(x) = ayx -+ b,.

5) S dx L ax? +bx + ¢ _:_S ayx + by ds.
(¥ =20 (v = 12 (x =22 (x + 1) (x —2) (v + 1)

Derivim:

1 (¥ — x —2) (2ax -+ b) — (ax®* + bx + ¢) 3x

(¥ —2)3 (x + l}‘l: (¥ =2 (» + 1)® i

ayx -+ by

(2 —2) (x + 1)

’
si deducem
=+ (b, —a —3a) 2%+ (—2a —2b —3b) 2% - x(—4a —b —
— 3¢ + 4a;) + (— 2b - 45,),
de unde sistemul:
ay =0;
by — a — 3a; = 0,
—2a —2b — 3b; =0,
—4da —b — 3¢ + 4a; =0,

— 2b -~ 4b, =1,
1 %] 1
cu solutia: a=—, b=——, ¢(=——, a =0, b =—
9 18 $ 9

Egalitatea de la 5) devine

dx L Rat=Sp—1 i IS dx L c
S(x —2P (- 1) 1B —22(x+1)  9) (x i

ol¥) 22 —5x—1
D(x) 18 (x —2)2 (x + 1)

iar partea algebrici din primitivd este

1 1 -2
O primitivd pentru ———— — este —1n £ e g ]
(x —=2)(x + 1) 3 x+ 1
astfel am obtinut chiar o primitivid pentru f(x).
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5.9.5. Substitujii si formule wuislizate peniru reducerea
calculdrii primitivelor unor funciii la
calcularea primitivelor din functii rafionale

Nr. ert. Primitiva Substitutia. Formule

n n
SRI)(x’ l/ax-f—_b)dx gt ax + b
1 cx + @ cx +d -

2 ISR(x, \/(—zxz + bx + ¢)dx] | i) Pentrua >0, i+ xﬁ?—'

= \/d—;?—f— bx + ¢
ii) Pentru ¢ > 0, tx £+ yJo =
= A\/axz +bx + ¢

iii) Pentru & — 4ac = 0, i(x — x,) =

= sz‘z + be + c,‘xl fiind o riadici-
nd a ecuatiei ax? 4-bx 4+ ¢ = 0

3 | (R(e®?) ax b= 0% 40, acR
¢ ar
t = t > == t ‘, =
4 SR(té' x) dx : g x x=arctgi, dx i
5 SR(sin z, cos x) dx t=tg ; s % =2 arcitg i, dx =
— z d¢
1+ 2
: 2t
sin x — ,COS % =
+ 2 14 2
AL B
2 2
6 SR(x, Ja? — 2?) dx x=asint sau ¥ = a cos ¢
2 x =a tgt! san x = a cotg ¢ sau
7 SR(x, Va*r + x?) dx x=a sht
e x = san x = Sau
8 SR(x, V2 —a?) dx sin ¢ cos t
x=u cht
4+ N 1
9 Mx + N i 45 ]
(x—:z)\/ax‘-‘-i-bx-é—c X —o

') Cu R{a) si R(ax, B) am notat functii rationale de un argument, respectiv de doud argumente,
A se vedea definitiile de la pagina 407.
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LExcmple. 1) Sia se afle o primitivd pentru f(x) = ———————
x \/l + x b oa®
1

2

f (0, +00) — R. Observdm ci f(x) = — = f(n(x)) cu u(x) =
lalins
& A

1 ] ek 4 1ut AT
= — ., Dacii luam¢ = — - sintem eXact in conditiile metodei 3) s§i avem

x X
it
S flye'(tydt = — S———.—_-(J—_—_‘
U4
th 132 3 : :
Cum 1 4+¢+4 £ = (l + —| 4 —, aplicim formula 17 din tabela 5.3
2 4 §
$1avem
: 1 Cewia]®
F{)y = —In|t + — /(2 +
() ( i 2 = Afl* = l]l
respectiv
2 1 1 e i T
— —dv——= = In —+—+—-\/l+x+x'-' +C
x\/l-g—x—f- x2 X 2 x ;
2) Si se afle o primitiva pentru f{x) == ———1——___—- , x€(0, 1), Aici
(a - 1) \/I — x?
ax® 4 bx + ¢ = — x* + x si avem cel de al trei-lea caz al lui Euler (tabela

de la 3.9.5, cazul 2, iii)

- I . woos ady T m—
Luim x; = 0 si introducem functia ¢ definitd de x — x® = fx, care ne

1 —x ) ; : : i
a8 fi= V , (0, 1) > (0, +00), functic strict descresciitoare, derivabild,
X

1
azind inversa x = v(t), cu () = I » v:(0, +ec)— (0, 1), cu ()
+ 2
continud.
1 — 2t 1
Acum f(t) v°(2) = 4 Bk ) 30
2R (2 + 12 )
21 21
. = ¢
O primitivd a acestei functii este F({) = — \/2 arc {g i iaro primitivi
‘\ -~
a functiei date cste
d 1 —
S—x_r‘———' Zarctgv 3
(x + 1)z — a2 2x
= dx 1 _—
3) —__:‘*——‘.2—:111‘2(11-*-17—%2\/4(0:!’+bx+6)‘+C, a> 0,
\/a:c2 +bx + ¢ a
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4 — ol arc sin -—ZM—M-—}—C,a<b.

/4
S\/ax"' Fbrte . Al-a NI E — 4ac

X s SRR e .
5) S—GJJF_L: dx= ._M.Jax2 Fbr+cL 28a OLbS _L_I_C.

Jax® £ bx + ¢ a 2a Jax®rbrtc
el e e T e
6) SJaz‘-"%—b.r—f—cdx: i \/a:c'3~;b,v+o——_a—c
4a 8 aya
X1In | 2% + b +2\/a(a.v~~--bv—c |——- , a> 0.
R e bt A B e b
7) S«/ax'-’—}—bx—;—adx:%\/ax?»i—bx-.—c+
a
b — 4 2ax - b
+—_—_ac-arcsin-,a;——_'_-:—c, a < 0.
8ay — a v b — 4ac [

5.10. Functii integfabile

5.10.1. Integrala Riemann.

1. Definitie. Fie [a, b] < R un interval compact. Se numeste diviziune a
acestui interval si se noteazi cu § o multime {initd {xu, Xy, «eey X3 de puncte
dith e, bl, astfel dnclt iz = ¥y <t % = .0 =la, = &

Multimea diviziunilor intervalului compact [a b] o notém cu A.

2. Definitie. Se numeste normé a diviziunii § si se noteazid cu V(§) cea
mai mare dintre lungimile intervalelor partiale [¥,, %], [#1, %], eses [¥p-1, %zl

3. Definitie. Se numeste multime de puncte intermediare asociati divi-
ziunii 3 si se noteazi cu £ o multime de puncte {£;, &,, ..., £}, avind
proprietatea £; € [x;4, x¢], 1€ {1, 2, 3, ..., u}.

4. Definitie. Tie [a, b] un interval compact al axei reale, f:[a, b]—= R o
functie, 8 o diviziune a lui [a, ] si & o multime de puncte intermediare
asociatd lui 8. Se numeste sumd Riemann, corespunzitoare functiei f, divi-
ziunii § §i multimii £ de puncte intermediare si se noteazd cu 6¢(§, £) numirul

n
> xi = xia) f(Ea)-
i=1

5. Definitic. Functia f :fa, b] — R se numeste inlegrabild (in sensul lui)
Riemann pe [a, b], daci 34 € R, cn proprietitile: Ve > 0, 37(e) = 7, astfel
incit pentru orice divizinne § a lui [a, ], cu ¥{3) < 7 si pentru orice multime
de puncte intermediare &, asociatd lui §, sd avem

log(3, &) — 4| <¢

sau
lim 6r(3, £) = 4,
v(8)>0 & =)

oricare ar fi diviziunea § din multimea, diviziunilor A ale intervalului [a, b}
si oricare ar fi multimea & de puncte intermediare asociatd lui &

6. Definitie. Numéirul 4 se numeste infegrala definitd (in sensul lui) Riemann
a functiei f pe [a, ] $i se noteazid

b b b
Sj, S]’dx sau Sj(x) dx.

T
—
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5.10.2. Proprietifi ale integralei definile

1) Orice functie monotond f:[a, bj— R este integrabild.

2) Orice functie continuid f:[a, b] —» R este integrabila.

3) Orice functie f :la, b] = R integrabild este marginitd pe [a, b].

4) Dacd f este méirginitd pe [a, b] 51 continud pe [a, b], exceptie ficind un
numdr finit de puncte din [a, 6], atunci f este integrabild pe [a, b].

5) Daca f, g :la, 8] — R sint doud functii cu proprietitile: f este inte-
grabild pe [a, b} si g(x) = f(x) pe [a, b]\ 4 unde 4 este o parte finitd inclusd
in [a, b, atunci

o) g{x) este integrabilda pe fa, b] st

(4 5
8 S g(x) dx =S f(x) dx.

6) Dacif,g: [a,b]—> R sint functii 1nte~rab1!e iar 2, 3 e R atunci «f + g
este integrabild si

a

a [ ]
Sb (af(x) + Pa(x) ax = aS‘f(x) dx + :as ¢lx) d,

7) Daca f :[a, b] — R si restrictiile lui fla [a, ¢], respectiv [c, b], a < ¢ < b
sint integrabile, atunci f este integrabild pe [a, b] si

b c b
g f{x) dr:S flx )dx»i—s f(x) dx,
Ja a c

Lxemplu. Fie f(x) = {r el ) Functia f este integrabild. In
x*+ 1, xe(l,2]
adevdr functiile fi(x) = x, x€0, 1] si fo(x) = 22 + 1, xe[l, 2] sint inte-
grabild  si f difera pe [1,2] de fs intr-un singur puuct. Deci f este
iutegramla $i

S: flay dr= Sl xdx+ Sz (x2 + 1) dx = 23/6.

0 0 1

8) Dacd f:[a,b.— R este o functie coutinul., atunci avem

(2575

aadlie blhs
Saf( nd;:i < M[(,.)

9) Dacd f:[a, b > R, este integrabild, cu walori pozitive, atunci
5
f(x)dx = 0.
a
10) Daci f :[{a, b] — R. este o functie continud, iar [¢, d] < [a, b], atunci
avem

d b
S f(x) dx <S flx) dx

11) Dacid f, g :[a, b]— R sint doud functii integrabile cu proprietatea
g(x = f(x), Vxe[a, b], atunci avem

b 5
S‘ g(x) dx > Saf(X) d,

413




12) Dacd f:[a, b] — R cste integrabild $i m < f(x) < M, Vxe(a, b)
atunci

mb —a) < \ x) dx < M(b — a).

13) Dacd f: e, b:— I este o functie continud si F : (e, b]— R estec o
primitiva a lui f care se anulcazd in xge[a, b], atunci I are forma

Py \: f(2) dx, Vxcla, bl

14) Tecrema de medic. Dacd f :[a, b] — R este o {unctie continud, atunci

existi ce€la, b] cu proprictatea ‘
1

b=-a

ij) dx = flc)

Dacid f este contincdi pe [e,b] © R, iar g cste pozitivi si integrabili pe
[a, 8], aturci existd £ € (a, b), astfel incit

b
S fixg(x) dz = fi 2>S 2la) d.

15) Feimule de integrere prin pdrli. Dacd u, v :[a, b]— R sint functii
de clzsa C!, aturci avem

b b
= S 1n'(x) v(x) dx

b
S u(x) v'{x) da = u(x) v(x)

) Formula lui Leibniz-Newtcn. Dacldl f :[a, b]— R este o functiz inte-
grabild, care admite primitive pe [a, b], atunci pentru orice primitivd F a
lui f are lcc egaligatea

b
S f(x) dx = F(b) — F(a)

17) Formula de schimbave de variabild. Daci u :{a,bi— I si f:1— R,
cu u de clasd C! si f contirud, atunci

b %(d)
S Slu(x)) » 2’ (x) dx = S f(1) dt

u(a)

18) Existd functii integrabile care nu admit primitive si existi functif
care admit primitive dar nu sint integraktile.
A 1, dacd z€(0, 1
Exemple. 1) Functia f(x) = ] ( ] este intcgrabildi, dar
U, daca x =0
nu admite primitive fiindcd nu -are proprietata lui Darboux: f([0, 1) =
= {0, 1} nu este interval.
1
l x2 sin — 5 dacd x /0, 1]
xz

2) Fie f(x) =
l 0, daci ¥ = 0
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Functia f’, derivata lui f, admite ca primitivi pe f. In schimb f’ nu este
integrabild deoarece fu-u:p'ilo integrabile sint marginite, iar f* nu este margi-

B

19) Formula lui Leibniz. Fie [a, b] $i [c, d] doud intervale compacte ale
axei reale, f :{a, b] X [¢,d]— R o functie continud si cu derivata parfiald
in raport cu x continui §i «(¥), B(x) doud functii continue si cu a’(x), 8'(%)
continue pe [a, b]l. Atunci functia

este derivabild pe [a, b] §i are loc relatia

F/(x) = f(x, B(x) - §'(x) <,a<x>>-a'<x>+sw) A
a(x) cx

Tabela 5.4. Cileva integrale definite

T ~
1) S cos mx cos nxdx = S sin mx sin nx dx =
0 o

0 dacii m % n, m si n sint numere intregi pozitive

Z daciom =un
2

2, 1 d 7
2) Snxsinxdx-: — 2% B)S —————x—-—~_—

0o 1 + a% . :’

4) Sl 22 1= 22dx = =/16

)2 n/2 ;
5) S sin®*"+1 x dx -—S cos*™t! xdx =
0
22 456,020

= ————— (n > 0, intreg)
3:5-7..2n + 1)

2 nf2
6) S sir?® x dx = S cos®™ x dx =
0 0

= AL ot bl = (n > 0, intreg)
2+4+6..2n 2
7 Yap dx o
) — =,
0 a_p bx? 4 Jab

0 0<a<l):’

T
8 In(l — 22 ) dx =
)So %t S AT {2::1na (e> 1)
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S In cos x dx = Snln sin xdyx = —x1ln 2.
)

i = m e N*

el
W],

l_,\

]
11) S sin® mx dx =
{J

5.10.3. A plicajii ale integralei definile

1) Determinarea ariilor figurilor plane. Dach f :[a, 8] —» R. este o functie
continud, atunci subgraficul lui f are aria

= v flx) dx

2) Dacd f, f,:[a,b]— R sint doud functii continue si f,(x) < f.(x)
Vx €[a, b], atunci portiunea de plan cuprinsd intre graficele celor doud functii
si dreptele de ecuatii ¥ = @ §i ¥ = b are aria

b
b1 S (f2(¥) —f2(x)) dx

3) Determinarea volumului corpurilor de rotafie. Dacd f :[a, b]— R este
o functie continud, pozitiva, atunci corpul de rotatie generat de f are ~volumul

=—:§f(z

4) Determinarea lungimii graficului unei funciii. Dacd f :7a, b — R estc o
functie de clasd C?, atunci graficul lui f are lungimea

L= Sb \/1 -;—f”"‘(.‘r) dx.

5) Deteyminarea ariei suprafetelo? de rvotatie. Dacd f:Ta, 81— R este o
functie de clasid C!, pozitivd, atunci suprafata de rotatie generati de f arc

aria

b
4= 22’ ) NTF G0 s

6) Determinarea coordonatelor % si n ale centrului de greutate. Fie G(E, v)
centrul de greutate al unei pldci plane omogene mirginite pe graficele functiilor
continue f, g :[a, b] = R (f(x) < g(x), Vxre[a, b]) si de dreptele de ecuatii
X = a, ¥ = b. Atunci avem

b 1 b a2 2
S x(g(x) — f(x)) dx —?—S (g%(x) — f*(x)) dx
g a < o= < Ja

b
Sb(g(x)—f(x)) dx S (8(2) — f(x)) dx

Rezultd imediat un caz particular interesant cind f = 6.
7) Deteyminarea momentului de inertie al unui corp de rotatie omogen fald

de axa de rolafie
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Daci f:[a, b]— R. este o functie continui, atunci corpul omogen de
rotatie (fatd de Ox) generat de f are momentul de inertie fati de axa de
rotatie

unde u este densitatea constantd @ corpului respectiv.

8) Determinarea momwentului de inerfie al unet pldci plane omogene limitate
de graficele functiilor continue f, g :la, b] 3 R, g(x) = f(x), Vxela, b], si de
dreptele de ecuatii x = a, » = b, fati de axa absciselor, se efectucazi cu

formula

I ==

(5] l';;

b
{ @ —re ax
a
unde u este densitatea constantd a plicii respective.

9) Celcularea limitelor wnor sivuyi numerice.
a) Pacd f:la, bl = R este o functie integrabild, atunci

) S b—a 1 b
Llir‘n 3 2; (a + ﬂj_al) — i v Saf(x) dx. ™

b) Paca f:[0, 11— R este o [unctie integrabild, atunci

lim iif(ﬁ]zs f(x) dx.
=1\

1
Ny +wc i 0

5.10.4. Intcgrarea numericd a functiilor

1) Fermula dreplunghivrilor. Dacd f : [a, 6] — R este o functie de clasi C1,

TP LR LN A
”
= =)
op = 5 [fa) + f(x) + oo 4 f(xn1)]
respectiv
o
Sy = Lf(xl) < f(%s) + oos 4 fl¥ng) + f(8)],
it

b
atunci S, sau S, aproximeazi integrala definitd S f(x) dx, cu o eroare cel
3
b —a)2 M’
mult egali cu i , unde M’ = max | f'(x)].
” ze[a, b]

Y ez ki -
Exemplu. Sa se calculeze I = \ 4/6x — 5dx, divizind intervalul [1, 9] in
1
8 parti egale. Si se indice eroarea absolutd si cea relativi.

417


http:rl-+7':.IJ

In acest caz (fig. 5.26) avem a=xy= 1, %3 =b =09, &k = Yo I
8
Z = 2,...., ¥; = 8. Calculim valorile lui f in punc.... ae diviziune:
x 1 2 3 4 5 6 7 8 9

flz) 1 2,6458 3,6056 4,35890 5 5,5678 6,0828 6,5574 7

E= 1 Y
///r
ﬁx}:m
: b
/.0123455709 <
Ko Xy Xy Xy Xy KXo KXo X, Xg
a b -

Fig. 5.26
Cu formula ce di pe S, gisim I ~ S = 34,8183. °
Valoarea exactd a lui I se giseste imediat 7 = 38.

Acum eroarea absolutd este g, = I — S, = 53,1817, iar cea relativd

€ s | ’
€ = ?;- - 100 = 8,379,.

2) Formula trapezelcr. Dacd f :[a, b] — R este o functie de clasi C®,

e N

Xij=a +

b
Sp =

z_,,a”‘”) + 2(f(%)) + o+ f (25-0) + LB

‘b
atunci S, aproximeaza integrala definitd S f(x)dx cu o eroare cel mult cgald
a
b — a)® M”
<u sl , unde M” = max |f”(x) |.
12 n? z€la, b]

Exemplu. Valoarea Iui I calculatd cu aceastd metodd se gaseste a fi
I ~ 37,8183, eroarea absoluti ¢; = 0,1817 si eroarea relativi e. = 0,48¢,.

5.11. Ecuatii diferentiale

Definitie. Se numeste ecuafie diferentiald ordinard (sau obignuitd) cu o
{functie necunoscutd y o relatie de. forma

F(x, y(x), y'(%), ..., 3%()) = 0, (1)
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sau de forma
FO(E) = S, y(8), ¥'(5), ooy YD) 2y

intre variabila independentd x, functia necunoscuta y(x) si derivatele acesteia
pind la un anumit ordin #, unde F : A © R"*? — R respectiv f: | X D € Rx%
X R® — R, sint functii continue.

Observagic: Cu I, J notim intervale ale axei reale, ca de obicei.

Exemple de ecuatii diferentiale: y'(x) — y(x) = 0; y"”(x) + «y(x) = 0;

i
% ili +Ri=E; " =3 +y=0; (x+2)y" —(x =5y =Ty =0.

dz .

Definttie. Se numeste ordin al'ecuatiei diferentiale (1) sau (2) ordinul cel
mai inalt al derivatei lui y care intrd in ecuatie.

Exemple. Ecuatia diferentiald y° — y = 0 este de ordinul intii, iar ecuatia
(1 — 2®)y” — 2xy" + 6y = 0 este de ordinul al doilea.

Definitie. Se numeste solutic a ecuatiei (2) o functie 9 : /< J— R, ca
derivatele @'(x), 9”/(#), ..., @(™)(x) continue pe I, ‘care inlocuitd in relatia (2) o
transformd pe aceasta intr-o identitate in xe I:

Vrel, o(™(x) = f(x, 9(x), 9'(x), -ry P ().

-Exemplu. Functia @ : R— R, ¢@(x) = e* este solutie a ccuatiei diferen-
tiale 9" — 9 = 0, fiindcd inlocuitd in ecuatie ne di e¥ —e? =0, VxeR.

Problema lui Cauchy pentru ecuatia (2): A rezolva problema lui Cauchy
pentru ecuatia (2) inseamnd a determina o solutie 9 : / — R a ecuatiei, care
indeplineste conditiile (initiale)

2{x0) = ¥
9 (%) = Yo, %o€J, (Fo» Yoo s ¥$® V) €D,

@ D(x) = pin-N),

Exemplu de fuoblemd Cauchy. Si se determine o solutie o :[l, 3] — R
a ccuatiel y'(x) — v(x) = 0, care indeplineste conditia:

¥(2) = 2. Se giseste g(x) = 2e¥72, » i [1, 3]—[2e7], 2e].

Observafie: Tn rezolvarea problemclor lui Cauchy pentru o ecuatie diferntiaid fundamcntale
sint urmditoarele chestiuni;

13 Demonstrarea existentei locale sau globale a solutiei;

2) Determinarea intervalului pe care existd solutia.

3) Demonstrarea unicifatii solutiei.

4} Dependenta solutiei de conditiile inifiale.

Peatru ecuatiile diferentiale elementare considerate in cele ce urmeazid mai
jos, aceste chestiuni se rezolvd usor (constructiv), pe baza cunostintelor de
analizA matematicd dcbindite in liceu.

5.11.1. Cileva tipuri de ecuatii diferentiale elementare

y(x) = f(x), f: I < R—> R, I interval, f continud.
¥(x) = flx)y(x), f: I € R— R, [ continud (eccuatie liniard ).
y'(¥) =/ay(x) +— b, a, be R (ecuatie afind cu coeficienti constanti ).
y{x) = f(x)gy), f: I <R—R, fcoutinud,, g: < R—- R, Vye ],
g(v) # 0, g continud (ecuatie cu variabilele setarabile ).

5. agy”(x) — ayy’(x) + a,¥(%) = 0, aq, ay, as € R (ccuatie liniayd de ordinul
al Il-lea cu coeficienfi constanti ).

T L0 19
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5.11.2. Mulfimea solufitlor unor ecuatii diferentiale si solufia problemei lui Cauchy

peniru aceste ecuatis

rxel,<I ye/; CeR

?rl; Tipul ecuafiei Ecuatia diferentiald :\[u"’sig;s‘ai:'g:ﬂ.i::{isa“ Datele initiale Solutia problemei Chauchy -
1| Ecuatia cu | 3 =¥ (2). f: TS R—R, ¥ (%) = % 4 %
variabilele | f continud * y(x) = Sf (M dx - C el | yel, ¥ (x) == 4 -f- S f(nar,
& Y X,
separgte . CeR MER A 3
Exemplu. §’ = sin x ¥ (¥) = —cos %+ C, 2(0)=1 |o@@r)=2—cosr, 2eR
sin:R—[—1, 1] reR, CeR
2 Ecuatic cu | ¥ = &(3), g: J = R— R\{0} dy ¥ (%) = 2% o L =
. variai;ilele & continud 207 X siaixel re€ 1, AE=%0 0t ST R
separabile Ce yo€J i
Exemflu. 9" = 14 3* arctg ¥ (x) = & + C, v€l ¥ (0) =0 o(x) — tang x,
y:I<R-R CeR ( = T
re|l —-—, —]|.
2 2
3 Ecuatie cu | 3" =f(x)-g(v), f: IR, 5 dy VX, ) =S| [ *
variabilele | g : J — R\ {0}, continue f(x)dx 4 C= \ — ) ? Xoel; \ _ 1) dr =
separahile : gLy Y€/, 25

Y s
:\ =, v e < I, yeT
v, 8(s)




Lxemplu. y" = — 142 sin ¥ 2 T Bl o D) e P(¥) = \/l S ‘_/:E__ 1
vl 2
Plpis J | x| < 2 - arcsin ("“:“)
gy =——» 2
5
g:(0, @) > R
f(x) = —sinx
fiI—[—1,"1j
SRS ] * ps)d
“cuafic P Pox) y. =0, T ~S,v(l) d vel, | ¥ (v Vo, —'S P(s)ds,
liniard P [ — R, continua é'(::')R Lne ¥ eu" Sl ==l es= xel
Jo€R
Exemplu. 3" —~1— y=0| yl¥—2) = g = P(v) = , ¥€ (2, 4 00)
¥ —2 : Yo =9 ¥ =2
ve (2, | )
5 | Ecusfie | y'=ay b abeR ak0 | .\ coae B Lo 2B =S o (o g ) atems
afind cu . - b -/ €1, %
coeficienti | Y I Jiy#F ——> ) Yo€/
consianti w Ealk s yadi—rF
* Vrel a’
Exemplu, v =y —2 wis) =2 4 Cec¥ v(0) =3 p(¥) =24 % xeR
y:R— (2, 4 o0)
6 Ecuatie de | ¥ =f(x), f: I > R,

Icr

ordin supe-
rior nor-
malj

f continud

ﬂn:Yu—mmm+

4+C v+ Cp x xyed,
¢ G eR

¥ (%) = 30,
¥ (%) = ¥
x€l, -

Yo ¥ €R

y(x) = Sx (¥ — &) f(t)dt -+

+ 30 (¥ — %) + 3
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f;; Tipul ecuatiei Ecuatia diferenjiala M"”;;‘:;:?;ﬂ;‘,’;’m““ Datele initiale Solutia problemei Cauchy
Exesglu. v = arc sin x -|- 222 1 0) =0 2x% — 1
RS Wkt - i I y(x) . arcsin x -~ g’,fg()) =0 o(x) = l—q——--arcsin 1+
“ J1 g x ¥
arcsiv ¢ (— L= +: /[T="5 + +;1/1—.v". re{—11
el PR gt +Cx 4Gy, xe(=1,1);
g~ G, GER
7 Ecuatic V' +wv=0;y:R>R [ y(x)=C sinws V(%) =30, | ¥(x) = yp.co8 (v — x)) +
diferentiaid -+ Cy cos wr; €, C, e R, xeR| ¥'(¥%) = g 15 y .
a oscilatiilor %o Voo -+ -;-..xm w (v — x),
armonice ¥eR i
Exemplu. ¥ + 17 y =0 y(x) = C; sin_\/ﬁx + ;o : (l) () = cos 17 x + sin Jl_7 =
4 Cg cos /17 %, xR, 3 TL ot xe€R
Gt eR Yo =
8 Ecuatie ay” 4 by ey =0 - LA T 7y y (xo) = Yo, 73— Ao s
liniari de | ¥ :R—>R:a, b ceR 3 (1’2 R R g T V() = 3%, | ¥a) = A== (Bmala
cordinul al ar® 4+ bor 4-¢ =0, i i . Vo . T2 ,— 41
doilea cu A>0; r s, Yo & R + 2o = "Nlo , (-("'—Ju)’:‘,
cocficienti ¥y =7
constanti. reR
Cazul N - y
ridXcinilor | Exewjli. 337 — 2y — _A, | m=0 ¥
distincte | = 8= 0 y(=Cergce 3 IR ogaler g 2 3
g 5

3 —2r—8=0

r=2 1=

"
— 4/3

xeR; (¢, C,eR




Ecuatic
liniard de
ordinul al

ay” 4 by" +¢c=0;
y:R—=R;a b ceR
ar* 4 br 4-¢c= 0, cu

g (x) = (O v b Gy) €75,
¥eR, €, C el

}"(Tu) = ."(y
(%) = 3o,
X0 Voo

¥ (2) = [(yg —r30) * + 30 +

+ 73930 — 3] T, reR

doileacu ° | A=0,r,=0r.=r ya€eR
coeficienti. [
constanti. Exemplu,- 3" - 29" + y=0 | y (2) = (Cyx - C,) ¢7%, X =0 P (x) = x¢7%, xeR
(at}ll. ; P2 2r 4l =0 xeR C, CeR Yo =10
rddicinilor | p oy =2 — 1 g NGl
duble 8 £ u
10 Ecuatia, ay"” 4+ by +cy =0. ¥ {#) = (C; sin Bx -+ y{xg) = % *¥y

liniard cu
coulicienti
constanti.
Cazul
rddacinilor
complex2

y:R—=R;a b, ceR
ar?4-br4-¢c=0, A<0;
n=uo+i3 p=a—i3

4 C, cos Bx) - %, xeR, C,
C,eR

¥'(x0) = Yo
For Yo Yo€R

yx) = —'1:’——— sin B(x —

— ) + 5 cos Blx —

— x“) cﬂ("—‘n), xe R

Exemplu, 3" 42y 4 2y =0
4 2r+2=0
= =144, 7=

1; g="1

~ 11

o= —

& (%) = ¢7#(C, sin x +
-+ C, cos x) §
xeR: (G, CeR

@ (#) = (sin x 4 cos x) ¢7%,
xeR




Tabela 5.7. Citeva integrale pe intervale necompacte:
D T ko - ' ; =
1._S ) 2.S eZdx =1 3. S“’ L
=

o a+bx*  2Jab 0 o 1+ 2%
=~ (a> 0)
@ sin ax ¥ » e
‘1.5 — dx = 0 (a=0) 5.5 e—xzdx=_\_/—:_-
0 x = o ]
= (a < 0)
6. SD Sl Sy I G B
) ITX"',’ 2 0 g v 2
m»xn—ld -
S.S oSl (0<n<1)
h x4+ 1 sin a7
R Sl e
9. 25RO dp = (@a> 0)
2qm+

l»)l :l

pentru a> b

© sin ax cos bx
10. S = s 0 pentrn a =15

0 * =
-ﬁ- pentru a < b

+ + 0 I
11 S sin (2%) dx =S cos (x%) dx :]/ 7 :
% %0 :
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