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1. ARITMETICA 


1.1. Sisteme de numerape 

"i,tern II de numeralic in baza z·ecc. Uri c': l: 'lm;1 1" na t u ral 11 # 0 Sl' p oo.te 
II I II ll, n<\ ! Inil' "I ], 'furln<t: 

!i IJ • 

I I 	 m, " lfl- !,"" ({I,Uo E {OIl, 1, "oJ~} I !lUlllit c cifrdt.: JllIIlI;Jrului 11. 

~ lln lt'rele 1, 2, ... ~ 9 st'· lltl111f.: :}C cijl e ~-oJl Hijical irc. 

r'.Wlp!lt . 5 987 ~~ 5 · liP .;- ') . JO~ -:- 8 · JO -:- 7. 

Sisteme de Jlulllcralie in baza B, BEN, B >") () ,-icc nundr natllro.1 n 
, , nll l S poate se rie ill m od lilli e su u for ma: 

It 

.11 11m , am- I' "', ilI,cl u E {O . 1, 2 .... , B - I} , carC St· nllIHt'SC cijl'de ll 11 marulu i II. 

' 1lmerele 1,2, .... B-1 Sil!t ci/J'eie semlli/icatiVt'. 

Sisteme de nUfllera\ie u!ilizate..-\I~,turi d e s isternlll zt' ' ima l sc utilizea za : 
I lunll l billa r (B = 1, e ll ( ifn'It, 0, I), s is l c l11111 oc tal' (B S. ell cifrt-le 0" 

't, 1, _. ... , 7). si .<lcllI ui 111'xaz,'cimai (B = 16, e ll cifrck O. 1,2..... 9. A. B. 
(. D. E . 'F) si , i, leJ/l lll s(x(lgoi ma / (e ll ),aZ:.l E = (0). 

Frc'C'Ie nt, I,aza unll i s istem de lluJl1 cratic sc asoc iaz;, nllrnarllllli respec ti" _ 
II}, (I)rma 111111i indict' infe rior, ,c ris ill tre pa ran t czc rO\lIIJ(i e . 

E;rcmpill. 100(10) = 	Ii · 16 -: . oj = 6-!(lc) ; II ! (2 1 ~ 1.22 1- 1·2 + 1 = 
7(10) 0'" 2,::;·,;- 1 "" 21(:1" 

1.2. 'Teorema 	impartirii intregi 

'fcorema impa r!irii intregi pentru nurnerelc naturale . Da.d !. a E N ~ i b EN '. 
1II IIe i ex i~ t:1 qE :'oI ~i i'E N, ast~1 incit a ,= bq ,. ,., eu 0,:;;,. < b. q ~i ,. fii nd 

11111 cietermina ti e ll acea~ t:l propric:tatt' 

f"xc mpl u. Pen tru a = 11 ~ i b = 13 ('xi s tii q = ::; 5; ,. = 2. a s tfcl inci t 
13 · ::; - 2. 

Teore ma impii rjiri:' numerelor intregi. ])ac;l a E Z s i bEll". {O}. atulld 
• I tj, q E Z . ,. E Z aukl iucit a = bq + ,.. e ll 0 ,:;; ;' < I b l. q ~i ,. fiind unic 
d. I'lnlina ti Cll a ceastil. propri eta !e. 

Ilm<: re le a. b. q ~ i y !;'~ llum esc rt'spec! i,,: dcfmpii'!it. fmpar!itor, dt ~i rest . 

• fJentru nota\iile roioslte pentru suhmultimi importante .Ie Dumere!or reale, a se vedea 
1.1. , pagi na 379 



1.3. 	 Divizibilitatea numerelor naturale 

D;fillilie. NI/II/arllt 11.'l'rrrat b oF 0 dh'i:i" ,1ll1miiYllI naillral a, dacii (:ri,IJ 
1111 Hilmar lIalllral c, ail/cl111[1! a = be. . 

Se spune ea a [e divi:!e pril/. b (wu a NI( un 1IIultiplll alilli b) , re[pccliv 
b divide pc a ( sall bell.' 111/. dil'izor alllli a); proprietatca b di',iele p c a sc 
noteaz[\ b I a. 

Crilerilt g-""eral de divizibi'ilale: un llul11:h 11'llural b oF 0 cli'/ide llUlIl'I[l,l 

natural a, daeI ~ i numai daciJ. restul impiir tirii lui a la b estc egal ell Z(· ro. 

A 19oril III 111 llli Ellelide. Se Ill1me.sle a!g.1rilmzrl illi Ellclid al Hl/macrOr 1/alllTale 
a ,~i b, a ;:. b > 0, lablout de rcia!ii 

a = bq1 +- 1'1' 0 ~ "1 < b, 

"n-l = 	 rnq'l+l -+- 'nl-! ' 1'nd ~~ 0 

N'ufficrele q" ... , qn"l se n'l!n~sc e/.turi, iar 1"\. "', "nH restt:ri. 

Ctleva proprieliifi. I) Dad a I b !;'i b ! c. atullci a i c (tranziti"titate). 


2) Dadl b I a ~i c oF 0, atunei be I ae. 


3) Dae;l b I a \,i b I e atunei b i (a ± e). 


Tcorcmii. Proc!usul a n nllm~rC naturale cOllsecllti',e sc cli',ide cu 1I!. 

Teoremii. Ori2c n\lm~lr illtrcg a se rli',ielc ell -a. - I, 1 ~i a. 

D;fini{ie. D iv izDrii - ,7. - I. 1 ~i a (/ i II alii II :/IIdr illireg a [e 11111/11.'[( dit'i~ori 
imf>roprii. G,'iee all dil1i~ol' a! II(i a E Z [I.' Ilum :sle divizor proprill. 

DJini/ie. NI/m~re!c i Jlr:gi dif!ri!e de -I ~i 1 nre all /llIm:!i dit'i .:ol'i impl'Q­
prii sc 1IU11le[e HZ/mere il!dt'eompozabiie. 

D :jinif ie . Num :·rclcliliregi [.7I'e au divi~ori propl'ii [e /lUI1Ie[C 1/IIIIIere compu[t'. 

1.4. 	Criterii de divizibilitate a numerelor naturale 
scrise in baza 10 

1) Un n Itl/dy wl.1 um! eslc divi::i!>il ell 2 (sa II cIt 5) daeii Ji lIIernai dacii 
ci/ra lenitdlitor este diuizibilii el! 2 (sau ell 5). 

2) U ;/ wllllir JI'I!l!ra i esle divi::ibil ell 4. ( S<1 11 e1l 25). dacii ~i 1/llmai dacii 
tlllmiru! f ,)r""1.t ell ci/i'a ~~c i!or 5i a u:litiili!or, I u:z!e tn ac~add or.line, ffle divi ­
;ibil ell 4. (WII ell 25). 

G]lIera!i.::z.re. Uil 1IumJr wzillral esl" divizibil ell 2P (sau ell 5 P). PE N', 
daea ~i wI·m Ii d:Jd numlm! fomVlI c1l I/!Iiude l' eifre csle di,'i::ibii ell 2P (;au 
(;1.1 5 P ). 

3) Ull 1IlIm'ir 1I:llllral eslc diui::ibil elf 3 ( sail ell 9), dacii {-i i/!!/Iw i dacii 
sum :t eifrelor sale este dillizibild Gil 3 (sail ell 9). 

-4) Un 1Iltmar natura! e[le divizibil cit 7 daca ~i l/!/1}wi daeii Wma ero­
d1JSel~r oj/inl/le prinlnmll-!!irea cifl'ei ?lllilalilol' eu 1, a eifl'ci zecilo,- ["I{ J, a 
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111, [Ill' Cit 2. tl cifl'Li l1lii lc.r e ll 6, .1 ,:ihd =ec ilGr de mii ClI -I, a cifre'i 
I rlr mii c /(. < a cifrti miiiaandcl' Ci l 1, '0 cifni ::ccil or de. mitioane c'n 3 

t If rli/' i=ilJ i l ii. fliil 7, Rc: tlll /1I!jtl l!irii ItIlui Il il/lliir Jla/lIml P"ill 7 e,ts' 
1.111/ I lIl Imjtil!il ii acc: t(i : 1'11: <' Jiill ~'. 

I 11 JI/t }}l(ir !latur a! e, te dil'i~ild (It 11 daca si 11ltmai dadi di/oro/fa. 
i "~I, II IH I Cljl'c!or de rang i iilpa r fii f l tlmi cif/d oy dc ra ng lay o te divi:ibilii 

I I/, 

II) [JU Tllf Hl a ;' na tllral c~ t c di ..!i:i.bil e lf. 13 da cl'i s i HZt}ilai dacii diferel1·/!..l, 
I , IIH m i r u i /(}/' IW1! ,;1t 1t'timc'!e Irei cifrc 5: HUI1Htr;t! JO/Illal Cl l loale ;e!daile 

) j ,-It di1: izibilc1 ClI ]3. 

,1.Jr.t, 	 ,\ crst cri teriu ('ste \'a Jauil ~ i pentru u:\' iz.ibili t atea etl 7 sau 11. d ac;1 diferen~a reS­
pect i \' ~ es te di\"l Zibilti ell 7 sa u 11. 

1.5. 	 eel mai mare divizor eomun ~i eel mai mie · 
multiplu eomun* 

J) (m ilie 1. S e IIl1m:st e cd lI/.1i }JLlre di cizor com l/a ( c. m.1il,rl.c. J a l lIume­
, 'JI 11 ,1 1;ya!e a ~i b Jll/;,z.1m! will/rill d carc arc tropr£clt1!ile: I) if i a $i d ib 
(1I1I •• t d (,s ic u i, divi::or conLlm.J: 2) dadi :;) I a ~ i 8 I b, atunei :;) ! d (adied t! 

• r lmaima/'ed iltire toti dit'i: orii coinlt llia illl ia~ib J. C.nun.d.c. 50 Ilote<l zl 
III (ll . /I) .,i sc d(t<.>rminfl eu <ljntorul ah;oritmul ui lu'i Euclid (tl -~ 1'11)' 

OrJill iJie :'. ,YIII/!::/'ele wtt llraic a)i b Se Itltm :Se prilH3 ililre all', dacd (a,b) ~.~ 1. 

n/i Jl itie 3. 5e lIumc~ ! e eel ;In; mie m ullip ! 1I coml£a (c.m.m .m.c.) aZ1111 1lle­
III' Ilatu rale a $i b /Jllmi'iYl: l ll al ural J/l caI'e aye propl'ieti'i}ile: I) iZ I -m ~i b I m 

( I" " ;, m cs t e nIl multi pI li com u l1 ): 2) dadl a I f1. ~i b I fl., fI. EN, atllllc i m I 11. 
(, hcd J1t esle cel mai nlie dill tre lo!i liu!tipl ii collliwi ai lili a ;,i b) , C.ll1.m. ITLC 

lIol t<l.ziL fa, bl . 

(,I , a ) = a; ~ a, aJ = a (ind( mpol<. Jliii) 

(a . b) = (6 . a); :a, b) = :b . a] (co l111tali ',itatt' ) 


((l C, be) = e (a , b) ; :ac, bc] = c :a, b] 


(a. (b. c)) = ((a, b), c) ; ~ (" :b, c'J = [ [a. b: , c] (" ,;<)~iativitate). 


(a , ~a, b') = a; La, (a, b)) = a (;.. borb\i t:). 


(a , b) ' [ a , bJ =, abo 


Teolemal ui Caw!' . Daca Ull n~mh in t reg divide produsul a UO lla. I1l1mf're 
lIt reg i !?i este prim ClI Hllul d inne fac torii produsului, atu nci accs t num{n' 

dl'lidc cellllalt factor al produsului. 

1.6. Numere prime 

D~filli!ie . Sf lI ume~Ie Ill/mar prim or ice 1l lll1l11Y nal ural p, p ~ 2, care Me 
I/ , rpt divizor i pc ± 1 ~i ~ p . 

E xemplu. ~umercie 2, 3, 5, 7. n. 13 sint l1u mere prime. In tabela 1.3 
Int date I1umerele prime de la 1 la 10 000 . 

• Aceste conceptc se definr:sc corespunt .3.t or p l.:-ntru a , b F. Z -:::IU pt;;ntru un nurno'lr firlit de numere 
I", rr. i. ' 
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T~ort".a lui J:: ..c1id. ~[ul, i rra a numcre:or pcill1(, este infinit~ . 

,. ,. 0 r c rn l. Numa rul lla tural p ;;-" 2 es te prim _ 'rf a, bE Z astfel incit 
<I> II " divide produsul ab sii. rezlI!te ci p I a sau p I b. 

'rfJl't",d. Dad 2~ -+ I e s t ", lIIl nnmi'lr na tural prim mai mare decit 3. 
(tnmi J. ese 0 puterc a lui 2. 

llttPT'1;ie. Jlecipoea x es te i ~e{!c:eroe !Jo ll e~t -:" a d e.: ... ~ra tl. De pild1 

?u + 1 - 641 . 6 700417 jEu]e-) ~i : " + 1 ~~'J . ! 77·67 280.21310721 (La..dr,): 

!-"ur.c!ia lui E!Jli!T, 9(71), C'ste Ll ~ fii1iUl p'~ N. eu valori in N, astfel: cp(n) 
~<tl~ nU l~(1l1 n u ' creior natura le rna i m ici d eeit n ~ i prime ell n. Se mai 
1I .\ ..U(:~t e ;:U:)c~/orr.! .,~miir 1l!; , i ~I 5a'j in.d ica/arlll Zlii Euler. 

l:.· :'e~~ph. Pentru fl = 3'). n ll mercl e L 7. II , 13, 17, 19, 23 ~ i 29 sint mai 
mil i r1edt .30 ~i sint P!'!~~! ~ c I 30. J.kei 'P (30) = 8. 

Te')1'e~. -I. IXi.t~ nu ;;nlni.l r~a t ur~l n :!.n: descolnpUne re3. n = p~l. p~I .. .pj/, 
al ~l n (. i 

cp (" ) = n(1 -:~}(I- ~) ... (1- ~).
PI P2 PI.: 

I.' X"",,,j)! "" Fie ,~ = 30. Dcoareee 11 = 30 = 2 . 3 ·5, avem P I = 2, p'! = 3 

~.' i f: 3 = .5. Prill urmare :p (30) = 30 ( 1 - +) ( 1 - ~)( 1 - ~) = 8. 

Te'Jremii . Dadl a, bEN ~i (a, b) = I. atullei q>(abl = q>(a) ·'P(b). 

Exmtplu. Fie,. = 21; p en tru el a 'rem a = 3 ~ i b = 7. Deci tp(2!l = 
cp(3) ' q1(7) = 2·6 = 12'. 

Proprietii!i (lie indiclomlui lui Eu!a. 
l. Indicatorul unui num.'ir .na tural m a i mare d c-ci t 2 es te un !1Um1l.r 

natural par. 

2. Dacii. ,. > 1. atunei 9(11) ~ 11 - 1. 

3. Dad " - I se divide eu cp(nJ, atunei 11 cste prim. 
1. Suma indicatoriJor tuturor div izorilor unui numa r natura l este egal eu 

numArol natural eonsiderat. 
5. Suma numerelor naturale prime eu 11 E N ~i mai mici decit n, notati!. 

p(n). este data de jormula 

1 
p(n) = - ntp(n).

2 

Miea leorf:1ftiJ /J ltti Fer7ft/JI. Da.d peste un nurnar natural prim, iar a un 
intreg oarecare. atunci 

aP - a= 0 (mod pl. ( 1) 

adid a Jl - /J se divide eu p. 
Da::l a nu este divizibil eu numarul prim p. atunci relatia (1) se ma.i 

scrie 
1a Jl - - 1:::: 0 (mod Pl. (2) 

adi(3., de aceast3. data. aJO-l - 1 se divide ell p . 

• IwJ !"'....it ~~•• d dad P este UQ ur.ill~r nAtural prim. atunci 'l'(P) - P - :: 



I ',111/1". ]J,LI:l p ~- " ~i <L ~ 2. atullc i 26 - 1 = (,3 (':itc un lllllltiplll de 7. 
I" 'fllIU, llli ElILer sa :! /'vr" I>:a IH i Fermat a~nerali:iltd, l'i~ 11 un lLumlr 

I 1111 I d,ll . cP (II) i nu i '-atonil hl i! ~ i (.1. J!) = 1, eu aE Z; atllnci avem 

a~(I1) := I (lllOJ n), 

,/ \tI l _ 1 ~(' di'ride Cll ,>/, 

1,,,:{'U. I " ll~ l'll a = 7 ~i n = 10, a V{,nl cp( !O) 

J'" liT (1<;(11) = 7 1 = 2 -l (',1 = I ,:- III W: 

I, It till a llli tVit ;OI! . XIIllI :lnl\ !l:tt'lr.t\ p est'" p r im, dac[l ~ i Hum'l i dad, 
I) I : i:= U (mod P) , adica Itllm[t rlll (P - I)! -; , I se dilficc cu p. 

III/Plll . Fie P = 7 (nlitlllr prim). Alanci (7 - I)! + 1 = 721 = 7· 103 
Illl multiplu de 7. 

11/0' de 11 zonae prime. Dill ~irul de nU llIere PIl = n~ ...:, 11 -1- -! 1, ell n = 
0, 1, 2, ... ,29 rc zalUl. -10 ci t' !tUlll' rC' prime (Euler): 'II, 13. " ', 1601. 

Ill' asem ensa , din ~irul de llUtllerl' naturale' q" = tl ~ -:- It +- 17, eli 11 = 
0, 1, 2, "', 15 r~zult<'t. IG !lUlllCTl' prinh~ 17. l'.i. 23, "', 257. 

1.7. Teoreme de teoria n merelor 

I, I yel1la fw ulam.n/a'ci , O rict · Ililmir illlreg di 'e ri t de zero ~ i d e ± I se 
I .. dcscompune Inlr-" I\ l'r"du s Lit. fa dorl . r illl i, Aceasta d e-eompu nere 

I IIfIlCa, ;d,~trac !' il' f:.cil!d lil' U 'I in' a I.lLtOrii.'I-. L'Il a ,eUlent:a numar i treg'l 

., • il' !iU h fo rma: J: = -'. t;lp~' .. , t'k', 0,;11 "'I ' .. ' . :'k IlL> IIleT" na tu ral IlCIlU il'. 
I () - Pl < p~ <: .. ' < t;; Ill:':!' ft: L'rtll1 ' . 

•\ tf'asta 5e mai nun! .~tt' :" ~J r t'''lll'' f ~~n l; 'n ... lJtal·j \ ! ~l l·i 'nu.ti(ii . 

l)a,c .... un Itu tn~tr Ila.tllr~ ~ i! an tl< · :- L(.' lll p~lal' l\..:a l.:'P',) lit·(. Jl - ar:r. ·li~· (.,y . ;~tu .~,- i 

'l. IJIi" s?i i na t urali ~ill t llu! : \.llii p I,.h.tll':iUi..11 : 

(1 + u -r- a'2 -I' IL") ' , 1 . J - .. ' ~ "J,.l . (1 - CT ... -i- cY) . 

J'v""J.lyU! dit'i'::Jri!vY :t n!~~ J1 :tn:d., n :.l!.o!J.l n. V:,~\...d. nllmarul na.tu rc. l 11 ~ 1...! 
nmpuncrca c alloni , a 

l'lJlei num.'l.rul di 'r izoril o r !latura i ai lui n , cr(n), este dat d e produsul 

Sama tlivizorilor u1Ul i numar ?laturat ?>. Dal-i lll! mll.rul natural ?~ are 
,cumpunerea can onica 

tUllc i sum;!. tutu,or divizorilo r na t u rali ai lui n, . (n) . e~tf' date, de fo!'mu!a 

p"~ + 1p"'+ ! .c ­T(n) = ' 1 -
Pl - 1 p" - 1 

J 



1.8. Ecuatii remarcabile , 

EClfa!ia pi/ago!"ic(; ,\:2 + )2 = :2. _\ccast{L cct:atie arc drcpt <olntii mul­
uZliJnea. de l111l1H:TC naturale ): :..;:;:: 2u'/.', y = - 'i,2, == l(2 -+ t-,z, U, V -E N*II 

~, > '1..'. 

E.\~CJJlpllt. Pcntrl1 It ::':: 2 ~i t..' =- I , g,l~lln ~oh:.tia r:atnra!a .1.* = .:t. ;t' == J, 
z = 5. Pentrn Ii =- 3 ~i " ~ 2, oi.tinull x = 12, )' = 5 ~i ; = 13. 

lOci/alia dia/flJl/i ell (IX -:- ty = c, _\c(astr~ ('ct:atie cn a, b, CE. Z arc ~oluiii 
illtrC'!;i dad. ~i llum a ; dar;L C.l1 l.ll1.rl.c. al m:mcrllOr a ~i Q, re ~pccti't (a . bj, 
t'~te di',izor ill lui c. SnhqiiI~ in:rcgi ale ccuatici Sili.t .t o = ..1"0 +: ntb, y = )'0 ­

- Illfl. 111 E Z. unde .1'0' Yo ("Sft' 0 oolutie intrcagii . rartiLl:lar[l_ 

EXCl/lplll. Ectlatia 3:< - 101' = 2 are c.m.m.d.c . (3. - !I)) == 1. rcspfcti" 
-"0 = ~, )'0 = I. Deci x = -! - 10 III,. )' = I - 3m. 111 E. Z . 

EcZta/itL llfi j.Jl.1l·[-cnJ1ot .\:2 - hi':! = I. _.:\cfastrt, eCt:atic-, t:cc~ k cste UJl 
J1\lmar I{atur::l!. dikrit de un p~. trat perfect. ad mite Ull ~i'r de ~(Ihqii. nl:ll1([t' 
Ja tura1,c (xn. Ynl"Er;. dtfinite n -curent a ~tfd: x" ~_J = "1.1'" -;- ' y ,Yn; }'n +1 = 
= )'IXII -;.- "1J'n, en (Xl ' )'ll CeGt mai wierl solutie. 

EXWIP!U. Ect!atia*) .1'2 - Jy2 = I are .1'\ = 2, )'1 = I; t.l cc i 

1.9. Alte rezultate din aritmetica 

1:[
D-/ini!ie. .C;e lIl!inCl',:-tc /rac!ie ire<lucli tilci "rice 1l1t1nar l'a ticJ.?ul il l, 

11 E Z. II oF 0, cn (1/'1, 1/) = I. 

Tco;-emd. 0 fraetie ircductibiIa sc tra!ISforllla intr-o fract ie zccimaIrl perio­
dica simplii daca Iltlmitorul ei ntl are nici factorul 2 ~i nici fac t owl 5. Ea Sf' 

tra nsformf\ in fra c(ie zecirnal[L perio<iicii mixta, daca numit orul ~iitl pc: li cga 2 
san 5 contine ~i alri factori primi . Pa rtca neperi cc1 ica arC un lit:m;lr de c ifrl' 
egal eu cC'1 ma; mare d int~c exponentii lu i 2 ~i 5. 

TCGyei;,c/. Dad a, a, b, b', n E Z ~i ab' - a'b = ± 1, atunci fmc!ia 
«n + a' 

estc ircductibilii. 
1m -i- b' 

1.10. Extragerea radacinii patrate 

Xumurul clat. de exem plu 5J 82-4, se .imparte in grnpe de ci te l Odl e iCr , 
tl e la dreapta spre stinga. dtima grnpa. putincl a'lea ~ i 0 singura. c iirfl: 5382-4 _ 
s~ cautii num;lru l "I cami p:, tr:lt e cuprindc in prima. gruplt. din stinga 
(in exemplul dat, nllma ru! c;;'utat e'te 2); el '/a fi prima eit ra a radf~ci!1ii 

pat rate a 1I11!!1urulu i clat . EHratul r~ sp(;cti'/ se scade din prima grupii ~i 
r estului g:isit. a d ic:, lui 1. i ,e a l.:l.tura a d c>t.:a gru pa, respes':i'/ 38. Cu /lulIlarul 
astfel obtinut. adicr, cu Lie;, sc proccdeaza asHe!: se separd. nltim::l cifra. din 
dreapta ~ i apoi grtlpa din stinga, a d ieii U , se in~parte ell dubluI prirr,ei cifre 
a riid 3.ciuii . in C;J zul nostru i: citul 3 5e serie Iinga dublul radacinii. 43. 
cbtillindu-se t!n numar care se inmul!t?te ell ultim:l ~a cifr:i. -)3 :, 3 == 129. 

1" 




-----

'" ,ar,".; l prO Iu s Sl' p OJ. te scct(kJ. dill H<llllitruI fo rma l de prillll!l rest ~i llE­
" 1',1 a lit t ll('"t:l lui . LiS, alune i lllllll'lrlll ell <::a r(' s -a inllllll\i t, 3, cs tc a d o ua 

f If.,. ~L r;td,·lC illii flUtllarulul dat. Daca IlU, ~e schlrlllJZi cifr;). illtl1111tiloan:.~. 

1 .... 1. ' ,(' ,,"Ialll: c ifrC' all' r,,-"flcinii ;;c am, prill ac ('la ~ i procedeu , ' 

I{"' I ul fi---,':1rei sl'~t (l l' ri trehuie s5 fie Ill"i luie cleeit dublul Illlm:irului 
I, Itlll de e ifrl'l l' [('Speeli.,l· ale ructfl c illii plus UIl(L 

I ) , « ·~t Illlill -lrul cla l l' s te zC'c illlal, ucsp'lr!irl'" ill grllpC' de d Ollrt cifre se face
",,,,,"d d : la ·Firgultl. " pre s tingJ. pelltru parlea intrea g"t ~i sp rc dreaptM 
I' II flt pa l'll'il Z('C illl :1 Ui. (colllp1clind e ll l!n Zt'rll lllt ima !rllp?t dill c1 rcapta. 

l.\/ 1I 1 cind t'lrl' (l ~ iltg\lra cifra). 

1, \'f lll/'! It. 

.,;S 382-11 232 
-1 -----~--~~~~----~ _ ___ 2 X 2 ~ i I 43 x 3 = 129 
13R -?-- = ;-<-2-----9-L-i-j -'-'-2----4-G~I-1~6~2- =

1129 -------------~----------"

" 	 ~L4 

92~ 


1.11. Extragerea radacinii cubice 

, ,,( 11 ;,,,,,1 clat . de eX(:l11plll U 312053, se illlP:1rll' in grupc de c ite tr('i 
• Ill' , tk 1<1 dreapta 'pre stinga, IIltillIa grttpfl elill sl'!lga putilld a 'll~a d Olll 
, ti", ~ ' l ll c hiar 0 s iugllrtt c ilra : U J 12 DS,> . S t' [;a u ttl ([lImJ.rlll a l e[trui rill> 

I :lprilld ~ ill prill'Ll grn[1a din stIng.:\ (in ('x f'Iuplu l Il1l'llrioIlat, t1unl{l.rui 
, Ill ta t. est :: 2) ~i Ca re consliluie prim:, c ifr ct a rJ.d,-,,; i11ii. So: scad" cuhul, 
, I {,,:I, Ii dill pdll'n g ntp[t, 13, ~i rC's lllill i 5 i se a l J.tn rJ. prinl'!, c irri., a gru pei 
,, ' u,"llIJ: tr.:; , adic:t 3. :'oiIIlU{trul astfel COflllat , 53, sc iU 'lXlrtl! l:J. illlreillll pCltra­
1" lui pr illt : i e ifrl' a r;'lcncinii, adieCt la 12. CItul ;>.s,Cel lll.tillut ('ste S::tll a 
(I I.t ..!. l'i(r?i a !~"'td acin ii crL uta te sa lt L11l lI11 rn i'tr Ina t 1l1an' ~ i atl1ltci. prill illcerci"iri 

IIt' C'Sl 't C l':.t r2' s21. p ~ nniU't e fl' (~ ltI:lrl' :t scCl''"l ('ri i. Sl' aju llq- C" ta. c ifl'Cl eX:.l.ctrl (in 
" 'lII plu l chI , rt:zll ltatu l il1lp.'trtirii 53 : 12 cstc -1; aCt's la ('sk pn-a mare ~ i 
.dunc i s~ iuc.':t rc[l C" J. c:trC estc ciCra c1l u ta ICl ). :\lInt'lrnl fo rmat de cell' 
d",,;l c irr ~ ,t1e r[ld;lGluii, 23, sC' ridiea la c u i> ~i SC' s ca d l.' diu lIulllitrul form a t 
I" prilll : 1c- ([oua g-fltP~ dilt stiug-a ale llllndrnlui dal, aeiie J., dill Ll J 12. Lingi 
( ' ,Illl o:" tinut, II-iSD, SL' coh oara prima cifr::'l a gruppi a tr['ia, 0, ';'i o p c'­
I l\ia St: c:lIltilluJ. ill m :r;! aStmiilliHor. 

I{ s lul trchni e ~it fi e IIni mic t1~cit i:Lt,.;: ih tl SU llI C- ; tlintTt' rrtcl:ic iu a ~i 

[,-ltrat ul dlct f'tcillii pill S Ulill. 

L r ;// pi II: 

~/ i , .312 US.) 
8 
5.): 12 ' 0 ~ 

Ll.112 
12 167 

1145U:IS87 = 7 

2.37 
2" :.: .) = 12 

2'13 = 1382-1 (prl'a ma(e) 
2}1 == 12 167 
2.i" x J -, I 5.'\7 

237" = 13 312 05 ., 

133120S3 
13.312053 

11 



1. 12. F o]osirea tabelelor 1.1. -l.5. 

Tab r I a 1.1. Plltcril e nllmrr~lcr 2. 3 ~ i :; 

_\ C' <t"I't. 1:11><'I 'l ,oll tillt' pu :{'d l<- ,!(' la I I" -iO ;de llllIl I{lrullli 2. de la 
la .lU ak lwm[lrttllli " ~i de la I Ii! 24 alc 1l1l11l:, rlllui 5_ Ea "e lolos('~l e a stfe): 
~ t· \:allt <."'l in c()loall:l t~x (exponC'utul J ~i S(' IlHT,tC', }1« at' (. a~i linic o{'izon1.aLl 
spr<' urt'apta_ ill ('(.:oi!lla P. uncle s(' g;-"" SI (' rut('CCi!: dl' CXl'mplu. pC'tltrll 
i.l. afla Plli(,H'Cl ,21:! S(' callt:i ill ((l loaria Ex Jl1.l111,wlrtl J J2 ~i ~(-' ga:-.(~te in 
col oallC!. P rt '/ ldla t n1 ~ 096 = 212. 

T a h (' I a 1.2. Puterilc 4 ~i 5 a le nnmcrclor de la 1 la JOO 

Pro( ('<I'.' 1\1 u" utilizarc al fab cIci cste urmatoru l. In prima coloana ~i ill 
c(-a d e a. patr<1 sc g[i':'f'~t(' I1unl[lrul 1/, iar in c('lela Hc pllt f' r{l e llunlarului Jl; cl c 
,' ,, (·m pln d aGi II , ~ 15, atllnei il· = 5() 625, iar 1/; = 759 375_ 

TaL c 1 a 1.3. ~llmcrcle prime de la 1 la 10000 

_>, ceas!;" tClI )('l :, (o nti1lc llulllcrek prillle ill o rdillca m[lrimii; pentru \l~11-

rillia cilir;i, llllm;-l r lll s llt{,lor 11-<1 fos t tr eC l1t (It-.it 0 singl1rC, data ~i eu cifre 
r:r:J'q>: (1<- (-''' 'l npll1 307. 161'1,6007 ('I C_ 

Tab e I a 1.4. Cd mai mid divizori ai nllmrrc1/Jr natu rale (:(' la 169 la 10000 

:\C("c)S l5. taUf" lrl ~e r-/e!.'te la dCSL'O lnpllllCf('a lllllllf"'rclor 11l a ri ip factori pri111i; 
t\a llll l'OntiIlL' 1l11IlH.:. rc:lc Ji-;i7.ibile prin 2, '" 5, 7 ~i 11 <Iii! 111 0 ti"l(, ll~or de 
inteles_ 

Penhn uti ii/a rca tai)("lci sc impartc lI ulili,rl1I - ca re illt (' re~('ctcazi - pc rinu 
}1rin 2, :;,5, 7 ~ i II: cinelllna din imp[, rtiri se lacc exact , sc Ca l1t'l d tul in ( ol oa­
Ila S ; u aC ;"l,acc, t c it s(' af! il HI colna nfl, a tUll c i eel Ill a i mic c1i-, ilO r al Sil Usc gas('~te 

ill coloalla al[,tl1ral{l D_ Impartim c i!tll prill a cC'st ep i mai mic di-,izor al 5['11 

~! cdntanl 11 011 1 l' it in ratwia. [ontinu:tl1t ca 111ai illainte. rillfl c lud obtinclll 
\.In cit care lIll :-i ',' nlai g[lS{ - ~t(' ill taht'la :5i carc- (':-:!P, in cOllst'ciIl~,l, JluJnar prilll 
(etTa ce :-;(' poat(' -If: r i f i('~ \t~n;' e ll ajl1t(l}"ul iaheki I. .; ), 

EXfmt!,,: 11 ~ -l., (.IS; '" -,ni" l1 ) "f (-'j lJ r'~li? lii-,i/illil prill 5 ~ i pri!! 11 ; 
c:;'~ im: 'I.) (, 15 = 5 :,_ II : ' 7~) ,,_ ~':u ll1 ;-'rH I 7!J,i se afh ill (oloana S; al{tturi 
ill coloarja I), Cit ll11 ("(: 1 T1~a i f!li c cfj -! i l ,--Jr al ~tUL i1ull1urul 13. In1pn.r!illl Tt~ 
iY, prill !; ; ;)-'( Ill: -;' 9 ,, ~ , U '; (, l. ,\~<,rl:lr ~,i G15 C ~ 5 II >: Li 61. 

Tab (' 1 a 1,:\_ Parti pro po,-P naIr ;Jcntru inlerpol;'ic-j Jiniare ale numerelor 
naturaie de ]a lIla <;0 

Dac~~ s(' C tllJ OS(; d Oll ; :" "/al o ri ale 11np j n l-- ;- i!ni, ~ ." pnate cal cula eu 0 prc­
ci zie sl1fic iellttl, liJi!-'ori, p('!ltr~t T1 e-'/oiic pri~c tif_·f'. (..~ "/aloare internlcdiara, 
ilthnitindll-SC' (\ cre~ tf'f( ' :-:(lll 0 (f(:-: 1.. rP":'te:-:'-: proro rtio i:nHi e ll difcrenta dintrc 
celt: doua -"dori (U Ol t'SCl,te, .' ' 

EXOII!llf_ SI:' (ada -, a lcar<'<t. ,\' ~'()17.cll ll o~cilld -,aloarC'a ';901= 30,017 

~i .j902 "" 30,{LU_ 1~'l d iit'r(,ll ta d(' 0 llnita te intrea!!a a llumarului eorespundc 
Ij cre~ter <.: d e !{i miimi u. radic? lt :lui. Acfmi t inel proportionalitatca dintre 
cre;;terea radicallllni ~ i cr('~ t e rC':- . Ilumarullli sc -,<1 adallga la eea mai midi. 

!;!intre ce ll' don;1 -'Cl'ori, J6 >: .3 miimi , adica -l, 8 r('spedi ... 5 l1liimi, valoarea 
10 

allata la inte rst ctia lilliei 3 Cll eoloan,l 16 din tabela. \'aloarca ciutatii cste 
G~ci 30,022. 

12 



T.\BEL.\ 1.1. l'"t.·rilc lItt Ull'Cclnr ) :; ~i ;; 

, 
~ I II :2 OH, 2 1 :2 0<)7 152 ., I " H 7 -lS, 1i4.~ 

12 -1096 '» -l '\14 .10 4 ') 4 2l)4 9672%J_ 
, I, ~ 1')2 2 ., I' 3XI! (j0~ ,\ ~) ,,\ 58') ~) 34 592 
I II> I l-l Ie ,lXi 2-1 1(, 77 7 21f ,, 4 17 17') 8m IS4 

, , [5 ,,27(>S 25 .l.l 554 432 .15 ., 4 :15<) 7.,8 .'{is-, 
" '1 -1 1 It, (,5 5)(; 2il 67 108 86 4 31i (,S 71l) 476 nil 

12XI [7 I.i I 072 2 7 13-l 2 17 728 .17 IJ7 438 95, 472 
1\ ..! ~ (, IS 2()2 144 28 268 435 -l5G .,8 274 877 ')06 9-j4 

" I " 12 [ l) 524 2~~ 2<) 5;6 87u 9 12 .)1) 54<) 7')5 8U 88<; 
III I 1 02-1 20 I lHI! 57G :>0 1 (1:'3 " 41824 40 I OL)':) 51 I (,27 771i 

i ! iI 

pII I II Ex IEx 

PUler ih: lili 3 

P II 
l'x p [., pI II 

:; I' [II -l 60 ,>5 ,; 20 .;II I n 1-17 21 
Il) 5,1 -14 112 .i 1 .'I! I05') hO ') 

I jl)4 32.l 'H l-l'> 171<.82 7U 2.12 7 
2324205,1) 4'i I-t 7~2 0GLJ81 14 2 4 
IH 7 2SS (jOf) 44 ,;H .'4S l)() 72 43 15 25 

2 54 [ Sn 5 X2~ ,,2 ' )4,,046721729 16 20 
-,2 [87 7 1)25 5l)~ 4S-I 917 I 12l) 1-10 16 .1 27 

r. 56 [ 22 K7(' 7'J2 454 <)(, I.'i87 420 48') 26 
') (,S G30 37- , (, 4 ss ,Il) 68.\ 1 Hi2 2(j I 'Hi ; 21)~~ ! ~[ti ,~<) 0-[9 2U5.'\l) I 1.,2 li 'H 64 ~):> 486 73-[ 40 I :;02(J , 

Put eril l' lui :. 

~ 

1\ 
p E, p Ex PII II 

I 

(, 

7 
s 

5 'I ') 

25 [lJ 
[25 I II 
625 

I 
12 

:> 12 5 1J 
15 G25 Ii 
78 125 II 15 

::~O 625 II 16 

: ~5:; 125 
l) ;65 62 .3 

'IS 828 125 
2'14 H () 6 .2 5 

! ~20 '7U.l [25 
I) 10.\ 515625 

.,0517570 125 
152 5S7 390 625 

17 
1. 
11) 
20 
21 
22 
') ' ..... , ~ 

24 

i(j2 C) .'l) 453 [25 
.; I! 14 (i'); 265 625 

E) on 41j6 J ,~I! 125 
')5,,674,\ 1 1i 4(1 62 _~ 

-176837 1-8 2l), 125 
23''1 ItlS 7<) [ 0 ['j 625 
I [ <J2tl 928 ~55 073 125 
5') GlI-l >-1-1775 .,00 r;~.5 

1') 
. 'J 



TADEtA 1.2. Puterile 4 ~i 5 ale nurnerelor de la 1 ):;. 100 

II 


n>HeII n' 
II 

It "c 

?­ <) 765625
390625
.:> 

11881376
156376
26
16 
 32
:2 

14348907
5.1 1 i1127 


17210 368
2i3 28 
 614 G5681
3 


20511 11')
102i 707231
i 
 256 
 29 


24 300000
3125 
 8101UJO625 
 30
5 
,. ·28629 151
7776 
 923521
1296 
 31 


33 55-1 -132
16807 
 I Oi8 576 
2 '1017 
 32 


39 I:l5 39J ,1 185921
32768
-:1 096 33
M 

'15 -135 -12-11336336.6561 
 59019 
 34
9 


52 521 S75 
1500625
10 000 35
10 
 100000 


16796 16 
 60 466 176 
1-1 6-11 
 161051
11 
 36 


_,7 187-1 161
20 i,r, 69 3-13 957
2-188.3212 


71) 215 1(,'>,,71293 2085 136 ,
38
28561
13 


2.113 'I'll 90224 19) 
39
30 -116 5.>7 824
H 

40 2560 000 102400000
50625 
 759375
15 


2825 :-61 115 856 201 
(,5536 -11I1H857G16 


130691232
3 111696
83521 
 1-119857 
 ~217 


4' H7 OUS H>1O-19:-r, 1 :-'89 568 
 .,) 3 ~ 18 SO 1
18 


I 
 16-1 9 16 224
2 ~76 099 .> 748 096 19 
 130321 
 ·H 

184 52S 125 
4 100625
160000 
 3200000
20 
 II 45 


205 962 1) ;6
4 OSi 10 1 
 4 '177-156 1944S1 4G21 
 I 

.oj; -1879681 I 2293-15007
22 2301 25G 
 5 153 632 


'")'_J 2~9 81 1 
 6 -l36 3-13 
 "1S 5 308 -: 16 1 254 803 ~6S 


49 5 7M 801 I 282 i75 2';')
24 331 7-:-6 7 962621 
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Tabela 1.2 (continllare) 

" 


'15 

~' ) 

I, I 

()S 

70 

7 1 

~ ,,­
7.3 

74 

(i 25 flOO 

6 7 520 I 

7:; 11616 

7 890 4 I 

8 51l.l 056 

<) !50 625 

I) 834 496 

10 55600 I 

II .3 16 196 

12 960 000 

13845 341 

13,52 YG I 

1 6 ~ 77 216 

17850 625 

13974736 

20 15! 121 

226fo 7 121 

24 019000 

25 -ll 1681 

26 73856 

2839 241 

29 986 576 

.) 12500 000 

3-15 025 251 

:1 <~0 20-1 OJ2 

41S D.'i -193 

459 165 02-1 

503284375 

5501:3 1776 

601692 057 

056 356 768 

7 H 92 42'Jc) 

777 600 000 

844 596 301 

9 16 132 8.,2 

9':12 'U(i 513 

10737.; 1821 

I 160 290 625 

1 252 332 Y' 

1 350 125 107 

I -15 3933 568 

1 56403 1 349 

1680 700 000 

1 934 ':1 17 6.32 

207J071 59.3 

2 _ IY 006 6 H 

I 	75 

76 

77 

79 

80 

81 

82 

83 

B-1 

85 

86 

87 

90 

91 

92 

93 

94 

95 

96 

97 

I 	98 

99 

100 

1 

1 

31010625 

33 JIl2 176 

:;5 153 0-11 

.~7015U5l) 

31) 950 081 

40960000 

':13 046 721 

45212 176 

47458 321 

49 -S7 136 

:2 37J 046 875 

:2 535 525 37G 

2 706 78-1 157 

2 887174368 

3 077 056 399 

.3 276 800 000 

.3 486 731 ':1 01 

3707.198432 

3939010613 

1 11)2 III) -124 

I 

52200 625 

5-1 "'OS 816 

57 28 76 1 

59969 536 

6_ 74 2 2·1 I 

05 G 10 000 

7 1 639 296 

7-1805201 

78074896 

81-150625 

'1 -1'7 053 125 

-170-1270 176 

-1 98-1 209 207 

5277 3 19 16 

5 5S~ flY) 449 

5 9(H 'JOO 00 

65')0815232 

6 Y56 8S3 69.3 

73.1<) 0-10 221 

773"7809.175 

8-1 93~ 656 1 8 15.1726976 

8852928 1 S 587 .HO 25 

92 236 8 16 ~} 0.19 207 96~ 

96 059 60 I 9509900 499 

100 000 000 I IO 000 000 00 
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Tal,cla 1.3. :\\tmcrclc prime dl' 1a 1 Ia In 000 

I 

:; 2 .\ 11 17 
 I; :-- 1 21 (, I I :'5 -13
I~ II
J: -: I 
 .'l PII , ' ,')12 i 
 _.' 79 
 -19 

2 ,) 5 (13 .~729 
 29 
 2203 
 51
;1 
27 


(II),;:; ,\1)27 
 ."1 07 57 

I l t),139 
 21 
 29 
 7')U 

.'() 1)1)13 
 -11 21 
 91 

ri 51 
 -11 .>7 9J 

57
19 
 15 11 
 2609
-'9 
-76.,23 
 .-u2.> 17 


., 1 
 ;1)29 
 69 
 5 I 
 21 

8{):; I 
 12 (\ 1
71 
 -1 .) (i7 33 


~7 77 
 ~d 19 ('1 ri9 ~71 ' 
, I
-il \. ,3 17 
81 
 53 
 07 73 
 57 


-13 83 
 87 
 07 2.> 59 
 U 81 
 59 

"17 29
93 
 93 
 907 
 67 
 (j3.31 
 87 

53 
 31
307 
 11
99 
 71 
 33 
 93 
 71
_,759 
 11 
 601 
 19 
 79 
 -19 97 
 Ti 
61 
 -190713 
 29 
 1';383 
 51 
 2809 

67 
 <)717 
 .17 
 59
13 
 73 
 11 
 IF 

77
71 
 .11 
 17 
 -11 1601 
 79 
 J3 89 

73 
 79 
 (1737 
 19 
 ''17 87 
 39 
 93 

79 
 ~347 
 31 
 5.1 09 93 
 41 
 99 

8., 49 
 ~941 
 13 
 47 
 2707
(,7 97 

~() ,5,"; II)43 
 51 
 11
91
'7 I 
 99


47
97 
 59 
 L;21 
 57
97
77 

67
101 
 53 
 27 
 2003 
 71 
 19
13 0183

73
0.3 59 
 II
.>7 77 
 29
0391 


07 79 
 17
61 
 57 
 31
(1797 
 81 I 

(i309 8.> 73 
 27 
 41
83
19 


13 
 89 
 77 
 67
10 09 29
21 
 89 I 49 

27 
 97 
 S3 69
13 
 39 
 93 
 53
27 

.11 
 401 
 91 
 19 
 93 
 53 
 99 
 67
61 

.17 
 6 7
09 7 U 1 
 21 
 97 
 2411
63 
 77 


19
39 
 17
09 31 
 99 
 69 
 89
73 

~9 21 
 19 
 33 
 81 
 23 
 91
1709
81 

51 
 31 
 27 
 83 
 37
39 
 21 
 97
99 

57 
 .33 
 "1933 
 137 
 41 
 280t23
1409 

(i3 .19 
 51
39 
 47
33 
 89 
 0323 


1')67 
 43 
 61 
 41 
 59
27 
 99 

(i3'73 49 
 51.' 47 
 21 11 
 67 
 3J29 

( '):79 57 I ~ I 
 73
53 
 37
13 

87
.81 
 39 
 59 
 29 
 77 
 H 
q69 
 77
47
~~ I 61 


31 
 51 

, .) 93 
 83
51 
 37 
 57
2503
'~31 = G711 

87 ~119::­n 79 
 5.> 21 
 61
, , 
'''-1·1 I f: ': d03 59 
 1'9 31 
 79
- I J 

2 Jl 1 9:: (') 71 
 18 C 1 
 39 
 87 




Tabc1a 1.3 (continual'c~ 

1)1 3307 3659 -4019 1451 1871 5261 5653 6053 
13 71 51 57 77 7.) 57 67 

'IIO.! 19 73 57 63 89 79 59 7,1 
OIl ? '_J 77 73 81 81 (i9 79 
I ' 29 91 79 83 4903 ')7 1'3 tI() 

'7 3 1 97 91 9" D9 89 91 
\11 43 93 - I') 5303 93 

~7 
~7 

59 
370] 

09 
99 

4507 
31 
.)3 

09
...,'~J 5701 

6101 
U 

h I 61 19 41 11 J1 '"7
,) .33 11 21 

b') 7 1 27 27 17 43 '17 17 ,1 1 
I 73 33 29 19 51 51 .17 33 

, I) 89 39 J.') 2.3 57 81 11 4, 
~ 

wnl 
9 1 61 

67 
39 
53 

47 
'19 

67 
69 

87 
93 

13 
49 

51 
63 

I 3407 69 57 61 73 99 79 73 
1' ) 
, I 

13 
3.3 

79 
9 , 

59 
77 

67 
83 

87 
93 5407 

83 
91 

97 
99 

7 49 97 91 99 13 
-II 57 4201 97 17 5801 6203 

') 61 3803 11 --­ 19 07 11 
I I 63 21 17 4603 5003 31 13 17 
/\7 67 23 19 2 1 09 37 21 21 

I) 

\ 
69 
9 1 I 33 

47 
29 
31 

37 
39 

11 
21 

11 
43 

27 
39 

29 
47 

I) 99 51 41 "13 23 49 "1 3 57 
- 53 43 "19 39 71 "19 63 

' I (lI) 63 53 51 51 77 51 69 
II) 35 11 77 59 57 59 79 57 71 

.; 1 17 81 6 1 63 77 83 6 1 71 
17 
(, , 27 

29 
89 7 1 

73 
73 
79 

81 
87 

- 67 
69 

87 
99 

1t7 .33 3907 83 91 99 5501 79 
119 39 11 89 OJ 81 6301 
I'l l -41 17 97 4703 5101 07 97 11 
'7 47 19 21 07 19 17 

. 1 ."17 23 4327 23 ' '.J 21 5903 23 

• 03 
( Q 
17 
1 1 
'I ) 

H 
~ \ 

7 
') 

, I 

')'1 

59 
71 
81 
83 
93 

36 07 
13 
]7 
')'
~J 

31 
37 

29 
31 
43 
-47 
67 
89 

4001 
03 
07 
13 

19 
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2. ALGEBRA 


2. I. Elemente de logidi matematica 

'.1.1. N ,)jii{nea de propo:::i!i!: 

Il, flllit ic . . C IlItllZC$lc propu:i!i,' Hli ClWII! d" 'P IT Cal'L se /, n, lle Sp!tl!~ ca csltJ 
d ',"111 ,\u l, / (ils, dar Ill!"i aciel'llr,'11 sf (,lis sim/liiall. 

'" 1I,,!cazi e ll p, q. p, Q. 

I ,rm/de : 

I) • ¢ Q : aces lZt ('stc till t.:tlUtlt ca re cxplit1l:' lItl ~\ lk{[lr, d ec i lSle 0 pro­
'/1' min'(,ra !c7; 

') I 5 = .), x E 1\ este 0 propo:i!ic /a/ :'Ii, pcn tru ca. Ill! cxista nie i un 
11t11i1.I' Jlatura l astfe l C~ .t,: -:- 5 = J ; 

.J. \', x , yEN f5t(' !Ill I'Illu:/ l!<:sprf' ca rC' llll ~c poatc "PU:l<? niOlic. 
1 I I I /I I sic 0 Plo/yo,:i!i", 

I ,/oc"'('ll iogicli sa!£. va!oart:tl a' ,' tl dci.' £1r l.l I!J!t'i prQPo::iti i . Daca. 0 propozitie p 
I•.H f '.Lr:ltrl Sf" splltle cl are '1aloarea lO,Sic,"i sau ·faloarea de J.d ~··/rtr: adeviirul; 

I. /,i1oarC ell' adc'li'n se llolcaz:, ell Silllbo1ll1 [ sau a ~i ~cricm v (P) = 1 
"" (f', a . Dac:i () rropozi~ie q ('stl' [31<:l, ~l' Splll1C ca a re ,/:t.1oarca de adc'/fir: 
I " ,l( I'ast 'l '/a1oare de adC"/[l r ~l' llol('aZ[l e u simlJo1ll1 0 sau f)i "cr~m 

o S U I c' (~) =I 

1.1._. Concctori (operaton) logio' 

Nt·I••qia. _:<';;a/ia iII!ei propo:i!ii p esle propc:i! ia care este ,faisa ci lJ i j l 
,/,/, ,'(/I',llii ~ i I' slt· adcvSralii ci;,r! p t'slc falsci. 

notl'azl, nOn p. ip, p. 
I II" In dl! a(\c?ar * a propozi(ici nOn p se intocme~tc pe baz:l. rl" atie , 

('"'1 ' t) - 1 - v (Pl: 

f> non p 

o 

I ,(/Uplll. Daca )~ este propOZi\;,l .,Il ~i d' siut <.lou;i drcpte para1cle", at unei 
I I f I,ll' pro pozit ia "il 'Ii '" a u Ult PUllet com un" sal! " rl ~ i d' nu Sii t P ra­
I • .\ ,(., f> cs t e propozitia ,, ! _~ : ,~ x, x E R", al llnci non p cstt; propozi[ia. 

II. ~ eR", 

I "" I Illlc\ia . COiljzmclict a d'j/di Il'opozi/ ii P .<i q csle pl'vrho::i/ia cal e est~ 
, d,wi Ii i mt.nai dacii liccarL' propozi!ie p 5i q cslc adE-,,(lraill. 
"Jl .• ,:.: p 1\ q; "p ~i qoo: p ex. q. 

~ L	..l pOJ. te f i interpretaUl CJ. 0 iutlc tie d.:.'fim t .i pe {O. 1} C'l valori:'o {O, 1} , d:.t .."l de ta ... 
pot fi intcrpretatc ujsjunc~ia., conjuDciia e!c. 
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Tab::la role alkdlr a propozi\iei "I' ,~i q" cstc 

P q Pilf 

1 

1 oo 
()V 

I) o o 
P}'~jricta!i . Conjunctia propozitiilof cste comutati"lil ~i asociaii',a. 
As('ciati',itatea conjunctiei rezultil din urmatoarea tabela dc arlt;',J.r: 

g 7 I] ,\ T I(ft II q) 1\ rip {\ (q II r) 

1 I 1 1 1 1 1 1 

1 1 I) 1 0 0 0 

1 0 1 • II I) 0 

1 0 f) 11 U 0 0 

(I 1 1 () 1 0 0 

• 1 

') () 

U • 
0 
'1 
f) 

0 
g 

0 

() 

0 

0 

0 
0 

tl 

0 
0 
0 

DisjUlic!ia. Disjwlc!ia a dOlla propo:;i!ii p ~i q es!e prop o::ilia cm'e cst ,:; 
adaarald daca ~i HZtmai daca ell pit/in una dill propo7i,lWe p, lJ este atlc;;iiralii. 

Se noteaza p 'j If; up sau q". 
TaL·,';h de ac1urlr a propozitiei "p sau q" estc 

P q )PV9 

1 

1 0 

C 1 
o •• 

PI' pYie/ii!i. Disjuncti<- propozitiiior este comutati',1I. ~i asociativu, 
Implira!ia. Jmplica!ia propo::ifiilor p ~ i q este propo::i!ia care este falsa dacii 

,~i illtmai ilacd p csle adeVclmlii ~i q falsil. 
Se noteaz1\.: (non pi S IU q, P-- q ~i sc cite~te: "p implicil. 'I" sau "dacil. p. 

atu nei 'I'" Propozitia peste ipoteza., iar propozitia q c01!clu::il7. 
Tatela d e atJe-dlf a propozitiei ,.,(non P) scm q": este 

P q non P (nanp) sau f 

0 

0 0 0 

tJ 1 

• • 
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1 

r:.Ul/!plll. Dad. peste propozitia "triunghiu\ ABC cste dreptun~hic lit A" 
/', /', 

'. '1 '5 C propozitia "triunghi.!-ll A Be are B = 20° ~i C = 70''', atullci f -> p 
, ,l l' 0 propozitie aUc",arati1. In schimb p IlU implici1 q. 

T'ropridii/i. Implicaria propozitiilor nu esle eomutativa: (P -+ q) ~i (q -> P) 
III' au acelGa~i ',alori logic(', "ricare ar fi ·talori1c Togice ale propozi tiilor i~ ~i ~. 
11~l (p -+ q) ~i (non q -+ nOli t) au aeela~i valori logiee. 

I ladL P ~i (t -+ q) stnt a d c ',amlt', a lnnci ~i q estc adc'farata . _\ C('ast~l p ro ­
1'1 t(' la te se llumc~t(' m od"s j>oacl/'. 

Echivalen!a lo~idi. Propozi!iile p ,5i q ,int ccltivalmle logic, tfacCi [i Ill!m ,~i 
'Idl p, q sin! ade"arate salt silll .false simlti!<III . 

. ' (; lI oleaZ~L: ,,(noll P) V q '5i (non q) V p"; ,,(P -> q) ~i (q -+ P)"; •. j> H 1["; 
(' lit '5 tc : "p echi',alent cu q" sau "p dad!. ~i llumai dad, q"; "p cste conditie 

IIrcc', ar;L ~i suficicll tiL pen tru q". 

1:.\'(11:/)1". (x > 4 "i :r> 6) .... x > G, Y E R. 

'r a lll:la de ac\e ',rlr corcspllllz[lloarc propozitici eompuse p ~ q (·,.; te· 


p 

I) 

o 
() 0 

non p non q p ->. g q -> P (P ->g) /, (q--P l 

o 0 

o 1o 
o o 

I '!, ,opriddli. Echi '/alpllta {'sl" comutati 'f::'L ~i asoeiati ',[l. 

Incc rnp:J.tihilitate~. TnCOlllpati l:ilitah?a a dour, propozitii P ~i q se Icxprimi 
I'"ntr , propozitic care esle adc'dlrata cind eel putin una din ele este faIsiA. 

pst ,· falsa cilld ~i P ~i q srnt alic',:ir:tlc. 

Se l!o lcazi'l P i q. 
Tal frb ck adp',lr pC'n(ru P I q cste: 

p q P ig 

o 
o 

o 1 

o 0 

2 .1.3. Expresii in calculul propozijiilor 

P ro ro/itiile p. q. r . ... fiind date. etl ailltorul eoneetorilor logici I. \f. 
tl' ...... I putem forIlla direrite asamblaje. care se 1l1llllCSC /ermu!c ale 
""wl lllui Cit proj>o~i!i'i S :W expresii logicc. Elc: se llotcalLl C1. sau CI. (f>, '/. ,., ... ). 
r' :,;1 l1 ::. (p. q. }', .. . ). 

1nlocuind in CI. pc p. q. }'... :-cu difcrite propozitii olJtinl'nt 0 alta propUlirie. 
(I.,.\t",lratf, sau nu. a carci valoarc de aele'/ar se nume~te t'aloarea cxpresiei 

nlJ [iliuta pentru propozitiile /'. g, r .... respecti"c, 

Jh upra unei cxpresii log ice se pot ef{'etua transformari logice. cum sint: 
t t.l llSformarca prin in',ersillne, reciproei latea. ,corelatia san transformarl';)' 
Icl\ ' ll ti c[l, 

.,u... 




Ta,,!o .'ogic. 0 exprcsic logie{l x carc se rCIJlIcc la 0 propozitie adevarata. 
ericarc ar fi propozi!iilc p. q, r .. .. sc l!lIll1 l'~ te laulologic. 

\..:nele tautologii se pot Iua drept axiom ' , J.uiea urept propozitii aue'laro.te 
ltrin definitie. ~i en ajutorlll aees tOr axiom e se pot do. demonstratii ale unor 
t~vrc>ne sau le: l' . folosind a nllmitc : eguli san criterii (ue substituJie ~i deducJie) 
.illire care m entiollam rc{; ,,:a de info-w{d. 

Expresii echivaleutc. DOlla exprcsii logicc :to ~ i p se llllmesc echi '/alente 
.aca ~i numai daca pentru orice propozi,ii p, q, ,', ... cele dOlla expresii repre­
zi.tii propo;,dtii care au acch:a~i ',alori de ade'Ii:'lL In scris se noteazii 0( == [3. 

Excmplll 7. = non (P /\ q) ~i ~ = non p V non q sint. expresii logice echi­
villcntL 

2.1.4. N ojiunea de predicat 

Defillifie. Sa nltlHc~t c predicat salt pl'opo:ijie CIt vayiabile till mUlt! care 
tlcpillde de 0 variabild salt de ma·i Jlwlte variabile ~i are proprietatea cd pmtrt' 
f!rice valori date variabilelor se objine 0 propoziJie adevdratd sau 0 propoziJie 
j«lsti. 

Prcdicatclc sc notcazrl P (x. y. z, ... ). q (x, y. z •... ) !?i pot fi uno.re (de 0 

vario.bilil). binare (de dou a. ·/ariabile). tcrnare (de trci ·/ariabile)ctc.• varia­
Iolilele x. y. z •... luind ',alori in muJtimi date. 

Echivalw!a a d elta prctlic'llc . PreuicateJe p (x. y. ~ , ... ) ~i q (x . y. z ... ·, se 
Dum esc echi '/ a lente uac[l . oricare ar fi ',aloriJe pc car>! Ie iau x. ". Z,... in 
1: :1 d ~i aceJa~i clom e niu. propozitiiJe corcs punziitoare au aceJca~i '1aJori d e auevil.r_ 
Scriem p (x. y. ;:.. .. . ) """ q (x , y. 2', •.. ). E'/iuent, p (x. y, .::.... ) _ q (x. y. z .... ) <lac:!. 
l' (x, y . z •... ) => q (x, y . .~. .. . ) ~i 'i (x . y. : . .. . \ = p (.t' , y . " ... ). 

2.1.5. Cualltl/ica!ori 

CuantificatoruJ cxisteJ:lial. Fie p (x) , ell :; e .1/. till preui cat. Daca. exts t ... 
(eel pu t in) lin ,,!t-ml' nt x' e "I , astf('1 inc ll p ropozitia p (x' ) este adc'ra rata. 
iltunci scriem 3 .. p (x ), (3x) P (x) sau (3x e "l) P (xl. SimboJuJ 3 se l1umc~t'" 
;;u(I)ztijiealor crisltll!ial ~i se citc~te ..('xisla". 

Exemplu. (3x E Z ) ,,2 - 1 = O. 

Cuantificalorul unin~rsal. Fie p (.1') , C ll X e .II. Ull p rcdicat. Dacai> (~") 
este a propozitie aue·ti'lratCi. pentru oriee x E .II. atullci scricll1 VxP (xJ. (V'x) p (x) 
S'lU (V'x e AI) p (x) . SimLoJuJ V sc nume~te Clwllllficator w l it'crsa! ~i 51) citc~k 
u{·yicaJ't ar fi". 

Exempll . "Ix E R I x : ;;:;, O. 

]'ropl'il talca de comutalivitale a ella lit ijica!orileY: 

1. ("Ix) (Vy) P (x. yJ - ( V' y) (V'x) p (x. y) ; 

~ (3x) ( OJ.>') P (x. y) """ (3y) (3.t) p (x. y ) 

Reg zrli cl f:' Jl~ gr.. rc : 

1~ ( 3"1 p (X) ] ~~ r(V~')IP (x )J ; i: (3x) (3)') p (x . )I """ [( 'vx ) (Vyllf.' (,l'. yj ] 

-U "Ix) P (x )) -= ~ ( 3 .r llP (xlJ; i :('v'x) ( 'v'y) P (x. y)] """ [( 3;rJ (3)'1I.:.(t , Yl]· 

E.remp!e: I) P ropozitia .. (3x e Q) x 2 = 2" este falsa. l\ega [i ;::. ei es ~" F()­
Jtozi;ia .. (VxeQ) x 2 # 2" ~i reprczinta 0 propozitie adc',i:..rati:.. 
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2) Estc Cnlloscnlcl defi ni~ia cO ll'fcrgeJl~ci unul ~ir de Ilumere Teale d.tre 
1111 lIumar a: 

.,3a E R. Vz E R~. 3-Y E N. 'hI> J..-. I an - a : < e:.". 

i\ cgatia acc-std propozitii cs tc 

.. Va E R 32 E R;. V-Y E [1;, 3n > lY, I an - (l : ): c". 

As He! ~e v(·de cla r ea pClltrn a outine ncgarca unci propoz itii ('slc sufieicl1t 
inloc llim lln eualltificator prill altll1 ~i sa tralls formrlm cOllcluzia in ne~a:ia ~a. 

2.l.6. 111etoda de demollstmlie prin reducere 1« 

absurd 


,t\ 	 easta metodr, se bazeaza pc tautologia 

(P -> q) == (non q -> non 1') • 

• 01'(' ne arata ca penlru a demon,tra erl I' -> q. cste lotuna eu a denlonslra 
•• 1 lion q -> non p. 

2.1.7. Propriefiiji j1tJldallleJltale ale conectorilor 

(operatorilor) logici 


(h iear ar fi propozi tiile 1'. q. ,. ..... ,nCll! 


I) non (nOll 1'.1 == P 

.I ) (p 1\ q) == (q 1\ P) (colllutati',itatca conjl!nqi<.:il. 


\) [(f> 1\ q) II r ] == [p 1\ (q 1\ r)] (asociati';ilatea eonjullqiei). 


I ) (p Ij q) == (q V p) (comutnti';itatea disju nqici ). 


'J (1' V q) V r == P V (q V r) (asociati/itatea disjullctiei). 

h ) 1(1' -> q) !\ (q -> 1')] -> (I' -> r) (transiti'/ilatca implicatiei) . 

I) 	IIOIl (p 1\ q) == (non p) V (noll q) I( legile lui de l\lorgan 

Il Cl n (f> V '1) == (non pl /\ (noll q) 


conjunctia cstc clistributi"la in 

'l) rp 1\ (q V r) j == [(p 1\ q) V (P 1\ T)j } raport Cll disjunqia ~i de <1'1<' ­


menca disjunctia estc distri ­
rP v (q II , )J == (P v q) /\ (t V r) 
buti'lfl in raport cu co njullctia. 

2.2. Multimi 

Mud lfy i de de/i I/ire a 1IlId/ill/ilr, r. :\[llitimi ie ,r.: cl cfinesc fie prin indican::! 
• [, " ... ,d 'Io r lor (ell' pilda {O. l. J} sau {x. y, =}) . fi e prin spec iIicarD. 
"'"' I'roprie tati ca rac terist ice a clclllcllte lor lo r (de exemplu {x E R I x~ ­

11 1 2 = O}. 
~ 1 "l tim il e se lloteaz[, Cll literc mari: .4 , fl. C, .... X. 1'. Z. iar clemcntele 

I, 	(" li l're mici: a . b, c .... 

rf'ur!c nel1! a ZtJ",i clemel/t la 0 m ,dlill:e. Dac:i un elelllent a apartine unei 
, '''I"lI i A , accasta se notca2a a E A ~i se cite~t': ,,'1 apanille lui .-l". 
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Exemj:l ll. DaC[L J[ = {fl , l.I, c, .... x, y, z}, atmlci putem scrie a ell.!. De 
a~c:n c llea -1 E ~. 

::\r gati. accstei relatii, lI eapart~nellta lui b la lHult imea B, se scrie b ¢ B.' 

1
De p iltl a -

') 
E ~.. 

Jhd!illlCrt v'illd cste multimea care nu are nici un element. Se noteaz1'i 0. 
Egalitatea mul!imilor .-i ~i B: (.-:I = B) _ ('f.~ E A=>-" E B) ~i (Vy Ell;> 

=> Y E.-I ). 

Exclllpr~. {I, 2. 4, S} = {II E N III cste di"lizor natural allui 8} ; {I, 7, 3} = 

p, 3.. 7}. 


Propl'itlii!irc fgalilii!ii: 1. VA, A = A (reflexi"litatea) 


~. (A = B);> (B = A) (simetria) 


.3. (A = B ~i B = C) => (A = C) (tran ziti"litatea) 


Inclllziunea mlll!imii A ill mlll!imea B : (A c: B) _ ("<Ix E A) => (x e B). 

l\Iult imea .-:I sc ]]1I!l1e~te 0 parle sau 0 slIbmzd!i me a lui B. 

E .Wllprll. p, 2} c: p, 2, 3}. 

Pr {lprit lii! ilc il/elzalzfllii. 1. VA, A c: A (reflexivitatca) 

') (A c: B ) ~i (B c: A) => (,4 = B) (antisimctria) 

3. (A c: B ~i B c: C) => (.-:I c: C) (trilllziti '/itatea ) 


-I . "1.'1,0 c: .-1. 


!\ela t ia de llt lllduziu1!c sc notea d LA ¢ B ~i se cite~te "A nu e 0 parte 

a } ; :i 11" . 

Reunillnea mulpmilor A ~i B: A U B = {x I x E A sau x e B}. 


E xcmflu. {I. 2, 3} U p, 3. 'I} = p. 2. 3. -I}. 


P roprldliji/c 1·,' lIlliUlli i : I. V.-/.. B: A U B = B U .1 (comutati'/itatea) 


") ~..J.]], C :. (A U B) U C = A U (B U C) (asociuti':itutca) 
J. "1.,1: A U .-1 = .1 (idcmpotenta) 


-I . V.-I.. A U 0 = A 

5. 'v'..I, B: A c: A U n. B c: A U B. 


Intersc:!ia mul!imilor A ~i B : A n B = {x I x E.4. ; i ;( e B}. 


E.~·Ulltlll . {I . 2. 3} n {t, 2.. ~} = p. 2}. 


P rot ric lci/ ire ill!crsa!ici: I. VA, B: A n B = B () A (comutativitatea) 


.') '\'~{. R3 C : (A n B) n C = .-:1. n (B n C) (asociaU"/ ita tea) 

.' . 'v'.-I • .-1 n A ,,= A (idem pctcnta) 


.,. 1i.-1 •• .-1 n 0 = 0 

5. ';1. -1 .. B : A nBc A , .4. nBc B . 
6. "1. 1, B. C : (A U B) n C = (A n C) u (B n C) (distributi'/itatca 

inkrst'ct ici fa t;~ de reuniuJlc) 
. Ii.-I, B. C: (A n B) u C = (.-1. U C) n (B U C) (di stributi'litatea reuni­

llll ii ia ! i:i t! > interseqie) 

~ . VA, B : A n (.1 U B) = .-/. , .4 U (.-/. n B) = .-/. (absorb tia) 
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~ I lllti Illil c .~ ~i B carC' 1111 au Hiei un clement C()lIl1111 ~ (: llume,;c di,jz';;c!e. 
1', lIt [ 11 t: lc rl"ll'111 A n lJ = 0. 

r .rollplzl. Mulrimilc' .1 = 	 [ I. 2j ~ i B = [3, { si llt ti!'>j unc te . . 

I ifcrclqa mulpmilor A ~i B: . I ··, B == {x : XE A ~i x rf B}. 

/·,rrmpla : { l, 2. 3}"'-{2, 5, 6} = {t, 3} . 

/'/r /'r ictiitil" di/am!"i: 1. VA; A ,.-1 = 0. 

' ,V.'I. B, C: (.4 ',8) n C = (A n C)'" 8 = (. 1 n C). (B n C) 

J. 	 V,'I, R; . ,j ' B - , .-1 ',(A n B) 

I. 1:/.-1, D: ,-1 = (,,I n B ) U (,-I '"B). 

f i r'Tl',,!a >imdri cCl a ll11ll(il11ilc r .4 ~ i B: A [:,. B ~, (.1 '-..., B) LJ (B' ,-I) . 


I le mplll : P c'n tnl .·1 = {l. 2, :>} ~ i B ' 0 {I. oj, -T. :,'/( m ALB = {2, _', 

f · 

}'ropriclii!i!e di/ort'"fei [illlet / ice: 1. I:/A . A [:,..1 = 0, 

" V.·I , B. A 6, B = B 6, ,-I (ro111utati '/itat la) . 


;. V.-I•.·1 6, 0 = 06, ..1 = .-1. 

f. ''1.4, B. C , (A6,B)6, C= A6,(B[:,.C) (asociati"itatra ). 


" VA , 1:!. C, .'/ n (B 6, C) = (A [:,. B) 6, (A n C ) . 


h. 	 "1,-1, B . .-1 6, B = A U B', (.-1 n lJ). 

(omplcmenta!'a unci muJ!imi.'l in raport ell lTIu l limca [,' (A (iind parte 
I, I 1-.', adie:' .,1 c },') : 

CE.·! ..= {x i XE E ~ i .r ¢ A}. 

/ r( mplll : I: - {I. 2. ~, -!} . A = { I, :>} ; Cf:.-l ~ p. -i}. 

['/ ' t rifld!i: (I:/.'/. BeE) : 1. C£\Cf :.4) "'-0 A (princ ipilll cc iproeitrl ! ii) 

'1:.,1 = EA. 	 5, A U C[,,'I = E (principilll (xcit:de r ii t ~ r-

, tiuJui)E0 = L 
'£1:: = g. 	 6. A n CEA = 0 (principiul nc c ntraclic !ic i) 

7 , A c B <=> CJ:.B c CEA 

,I" rmll lc\(' l ui de l\lorgan ("1,,1, BeE) 

( ,.1.-1 U B ) C E ··! n CEB; CE(A n B) = ' CE ·-1 U CEll. 


1'''1l (f> \ ' ql == lion p /1 "Oil q; n Oll (P II. q) == non p .,' r:o l1 q. 


I'rOflt!~ : 1l1 cartczian a dOllii 11l1l1pmi A ~i B: 

.i :: B ." { (a,b)laeA ~i bED} 

\/ 111/,111, {I , 2} ~; {D, 3} ~ { ( 1,0), (I, 3) . (~, 0). (2. 31} . 

"r"pri lt:ltilc produsnlni carlez ian (\lA . D, C. ] J :0(111) : 1. . f ,-: B i= 
Ii . . ,1, t! :lI: :l .-l i= B, "1,-1. n. c, ]) a '/ 111 


(. 1 ;< B) U (A :-: C) = .-1' ;.-: (J3U C) 


(A u B) :: C '- , (.4 ~< C) U (8 ~ Cl 


-I 	 ( •. / n B) >: C = (.-1 ;< C) n (B >: C) 


(A n B) ;< (C n D) ~ (.-1 :-: C) n (II .: lJ) 


lIII I/i mi ceilipolentc . Ml1ltimile A ~i B se 1l11!1l CSC cclti pote ntc d:lcJ. e "i ~t:~ 
I '1'"!i,, d e la ..-l · la B. 

I '1'IIlpl /!: A = {t, 2, 3} ~i 8 = fa, b, c} sillt m :1itimi l"ch lpntelt t . 
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Mllltimca ~ ~i lllultilll~<l !llllll~rC'lor PMC ;;int ll1ultimii echipotcnte. 

J1fll/flllle jllll/a. Fie E 0 I1lnltime. Accasta se 1l'.me!5te finita. dad!. E = e: 
san ua e{t exist{t II E ~, asHel ine;t E ('stc eehipotcntCt ell multimea {I, 2....• n} 

,1[u/timca ill {iJlile/. 0 l11ultilll C E SI' llnInCstc infinita dad ea llU este finitii 
Exernpie de Jl11;llimi infiuitC' 'sillt: N, Z. Q, R. 

JIll/tim e J/ u",,:irabila. Fie To <.. ll1t1ltimc ..;Cf·asta se 111l1l1Cste 1l1lI1l::i.rabiia 
uac[t l'S1:(' ech ipotc llta ell ~. EXClllplll:' :\llllii1l1ut 1l11I1lCrelor r~tionale. 

,1[ultime cd //lllll IIlu"drabilei. 0 lTIultime E sc IlUI1lC~tc cel mlllt lIuma· 
ral:iltl da.CJ'l est" finitn san I1llmtlral:iia. 

Cardil1a!u! l/Hei 1I111I!imi. FiE' E 0 l11ultill1C'. Se Ilnm<:~tc cardillalHI aeestei 
multimi uu ~imbol asociat C'i. notat I E I sall card E, astfel ineit I E I = I F I 
dac[, ~i nllmai uaca E estc cchipotellUi ell F; eardillallll Illlll!imei vide sc Ilotea zil 
elI O. carciinalul nlUllimci {I. 2. "'. ll}. ell II EN. sc llotE'aZC, Cll iar eardi·)I, 

nalul multim(,i N sc notcazii ell No (aId zero). 

;\Iul!irnea tuturor parplor unci mulpmi E, notata PtE). Dadt: 

E = 0. atunei PtE) = {0}, card PtE) = 1 = 20 
; 

E = {a}, atunei PtE) = {0. {a}}, card PtE) =:2 = 21; 

E = {a l. az}, atunei PIE) ={0. {a I} , {a"}. raj. aJ. card PtE) = 4 = 22; 

E = {al• a2 ..". an}, PtE) = {0. {al}. {a~} • ... , {an}, {al. a~} ... .. 
{a l• az• .... an}}. card PtE) = 2,n. 

\[ultim('a PtE) imprCulit, e'l intcrsectia ~i difercnta simetric:l formca zG. 
1111 in<'l. 

Teorema. I. Fie A si B dOllr, mU1timi finite..;tl1l1ci J A U B ! = I A 1 + 
-r I B i - !A n BI. . 

2. Fie A. B si C trei multimi finite. Atunei 

J A U B U C I = I A I + IB ) + ) C I - JA n B I - 1B n C 1 

I C n A I -7- JAn B n C I. 


2.3. Relatii binare 

Rela!ie binara pc 0 mullime. Fie .1[ 0 1I1l11time ne·,idi•. Se numc~te rela!ic 
flil/at'a R pc ,l[ 0 parte a pro<lusului cartcziau A[ >: ;'1,1. 

Daca x E .U cst" in rt'iatia R ell Y E Jf. atllllei seriem xRy sau (x. yl E R . 
Deei 0 relatie billarC. se n:fer[, la pcrechile de clemente din j1,.f. 

Exemple Rela!ia ,,:0;:;" pe R; relatia "di.,ide" pe Z; rclatia d e paralelism 
Fe Inultimea dreptelor din R2; r E'latia "Eo"; relati,t "c" sint rela tii binar('. 

Proprietrtli ale reia!iilor iJinarc pe 0 multi111e: 

I. Relatia bi.:ar:l R pe multimca .1! sc n :mlc~te "ejlcxiva dad, Va EM 
a'lcm aRa. 

2. Relatia hi:mra R pc ml1l!im ~a .11 sc ntlme~ te simelricii daea. Va. bE 11,[ • 

• Rb impliC[t bRa. 

3. K .. lalia lJinar:i. R pe multimen .11 se num('~tc aHlisimetrica dad. Va. bEM. 
• IIb : i bRa impliC'f' a = b . 

.J. Relatia binara R pe mUltimea ,11 se.nume~tc trallzitiua dad!,. Va, b, eel\!. 
"Rb ~i bRe implicit aRc. 
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(""jicHI1ltlei "ela/ii R de/i lZ itcr pe M. Sc nume~te grajic Hl relaJiei R ddi ­
I II 1>(' M muft i mea G = {(x. y) I xRy} , 

{(oIr1/ir ric echiv I en! ii , rc'a til' b inariL R cldin iUi. p e 0 mul t ime ncvid1i .It 
"""1' . tc relar , de e hi'imlenJii dac;L Cit cstc refIe, 'iva, simet rica ~i t ra lzitiva. 

I r/llltle . I) F ic N multi mea J1u me rcIor natu rale ~i nnmElru l 3 fi xat , P c N 
111.011111 Il rmatoarta rcIatie R : a 5i b I ill N sin t in relatia R, dadi a ~i b 
IIII.II! ilt' ! ~~ 3 dau ac~la ~ i re~t , 

'" Ii I I n ,,== b (modulo 3) ; dc pikla 1 == ! (modulo 3). Aceas ii. relatie este 0 

, 1"1'1 clu ech ivalelltii , 

'} Fit Z mul fimca int r<!g iIo~ (rafionali) , Pc Z ~ta,l ilim I!rm~!toarca l'elatic R': 
I h s illt in rela 1ia R' dad 3/1 -:= Z, a st f'l incit a - b = 2k·L I. Hclat ia. 

/0" 1111 estc () rela tic d e echi'/alell ta fiinc!c{l , de~i e~t(; :,imetrica, ea IlU ~;rt' 
11'11'111 (,Lt "a de rc f!ex i,tita te ' ~ i cea de tra nzi t'vitate . 

, la~c de ecbivalenta. F ie Af 0 ntu Itim e nevid:" R 0 rcla-tie de echi'/a lent:l. 
11 , i a nn elemrrit fixa t -in AtI, .Se nume~te ciasa de 'echivalen/d eo[(:s­

"I (!<larC elemen tului a m ultimea Ca = {XE M I ,.;Ra} , 
t" ('Xf'n pIul 1) clasele de Lchi'ra lentii s int urmatO:lrele t re i m ulFmi: 

0 " = In. 3, G. 9) ... } 

" I = {l , °l, 7. 10, , .. } 
... 
2 (') 5, 0 . 11 , .. ,}= t-, " 

Ill,.i. la~(; de C'cb i'lJ.lenta Ca ~, : i ~au coin ~ i J (eind aRb) sau ~;i l1t dis-Cb 

1111' II. 


1/lIllilllca eft, Fie 11 0 mnItimc ne 'ridtL 5i R 0 r eIa tic d" echivalcllta. pe JI. 
" ' '';''5( ' ' "Ill/time eft a lu i' l1f ill rapo~t ell r eIa tia R ~i se notcazi .1f!R 

1111011 11111 .1 clasel(j r dc cc hi'lale llt;\. 

" " "­[II l'xl'mplu I) ntultimea cit este {a, 1, 2}. 

Ud<lli,' de O1'dille, F ie JlI () m u{time nevillu; se n u mesle yelat i~ do ard ille 
H (; yclaJ ie biilarii care este re fl~xi'Uii, antisimehicii ~i' tranziti~d. 
~I' notl'uzi u-<: tl sau ,,~U'. 

I emJ.le: I) R elatia elllloscllt ~L de onlinc naturaIi ,,:>:;" pc Z, N, Q ~i R 
" II rclatie de ordine. 

) Rdatia " I" (di'lidc) pc N estc 0 rd atie d e ordine. 
) I{da tia de inclu ziu ne "c" pc mlll~imC'a partilor unei multimi este 0 

I I'Ill de o rdine , 

U'/IIJie de orr/ine totalii. Fie J.-I 0 lTIultimc nC'/ida ~i ,,-<" 0 reIa tie de ordille 
I 11. Aceast2l r la tie de ordine se num(;~ t e rclajic de orriine lotalii. dad\. o rieare 
II' ( ,Il'mente a le lui jl,[ sint comparabile, acIidl Va , bE l'v! avem sau a -< b 

" b -< a, 
\llIltimt'a .1! inzest rati:l. eu 0 r eIatie d e online ~ ota la se llume~te m1tIJime 
,/ r "IOllatii. 

I 1,1II1)[e, I) Rclat ia de orcl ine natural;J. " ,;;; " pc Z, N. Q ~ i R es te 0 relatie 
I "ltlirH' totala. 

'1 ]{t1atia de di'/i zibilitate pe N IlU estc 0 relatie de ordine totaIa, ei de 
111111 r;lrtialii (fiindca existrl percchi de elemente din N, de pild5. 3 ~i 7, care 

'"I1!larabilc (3 n ll divide pe 7 ~i 7 nll d ivide pe 3). 
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. 

· 

Rein/ie dr hUrl,; o i rJl>"arc. Fie .1f 0 HlIII/ime Ho·vidd. a "cla!ie de ordiuc pc 1'i1 
'e "I/Hlr~le ,.-irl/ic de bUlla t.'ulOlwre ,iacd 0 1 icc parte J1evidd "'ui ft[ are 1/1' 
eel nZf!i \11 !i c l 'fOIlCH! ..1-fu/! i Hlea Jl, Cit acca sh'i rc!alie de bUlla ordoJlare, sc ziC(. 
biHC (JI(/ol'clld. 

o ", '!atip ,It- lllll\:i ordonarc pc .1f cste 0 relatie de ordinc tofaIa p c M 

1:'X(m!~.'II. ~lllltillll'a:-;, en reIalia dl' orrlillC natllral{l ,,::;:;",estebineordonatll. 
~!:JltiI1lilc Q ~i R, e ll aCl'r:a~i Ic:'Iatie de oruiIlc, ,,::;:;", I\n mai ~int bim: ordonate, 

2.4. Operatii eu numere reale 

2.4.1. Piliai lIaturale ale IlIIlIlcrt'lor reate 

I) ( + 11 )" - -; "n 
'7 ) am :hm 

"
.J. O.r 

. 	
(~r 

~) (- .Ij"" .. t C2n
 

i 
 m
3) ( _1l)on.1 _azn + 1• :-I) 	 -- === --;; :-- a- , 'I", fl. 

:. em l i r 
4) alii . an == a 71l + n . 

9) (£1 111 
)" .- a mn (an/I/..= 

5) (/JJi: a 1l m n
0 a - , Il '" 0: 10) (10 = I, a", 0. 

1» a'!l·I, I}! . - (a· !J )"'. II) on = 0, II il>=; N.'" 0, 

Pnteriic IlIlIlH:rdo r rcalc se cxtinu atit pClllrll (''' !'''Ilenti ratiou",li poz.itivi 
~an Il ega livi , cit ;:;i p(' l\tr11 CXPOIlcnti rcali, put('riIc reale fiind definite cu aju 
tornl ~irnrilor de pntcri rationale. Accs te put c ri;[l1 proprietJ.ti idcntice ell cel( 
naturale. 

2.4.2. I dcntitdji junda11lClIfale 

Ihi lil.n' ar fi :CoY,:!,!, a,b.c.rl.al .. , .. b: .... .:: R ~ i Jl::=~. a: I ('In: 


1) ,,~ - u~ =.C (a - b) (a -i. Il); ~(/I) ' . (<1 ., . /-)' - (<l - b)2
0 

~) (~2';' b2) (x2 ~ y2) = (a .• _ b",)2 -;. (bx .;_ ".")2 

.l) (n 2 .:- h2 .!- c2 .;... d2 ) (x2 -:- y2!_ :2 -:- 12) = ((IX - by - c~ - d t)! + 
..l. (bx -;. a:-' - d: ~ . CI)2 -;. (ex -:- dy .;- az - bl)' .L (.Ix - eY "T' bz + <1/)1 

~) a' ± /,.1 ~ (n = b) (a 2 =:= "b .:. /;~ ) 

xy - yz - zx) 

(x ..!.. ) , :- :) :(x - y)2 ..:.. (y _ :)2 .:. (: - xFJ 

2 


6) _,3 .c. yJ ~_ :' = (x ..l. y .:- :):] - " (x )) (y 1- :) (: -,. x) 


,) a· - /., L (a - b) ,( a ~ . b) (a" .. I,"; 


S) '1~ .. b· (a 2 -:- b2 - ab .J2j (£1 2 .: . ~2 ..:. <, b .J2) 


C)) (( ~I - &5 " . (a - b) (II~ -;- lI 'iI .: . ,,2/)" ~- aliJ .; . b4 ) 


!OJ a:"~ /)5 = (a . :. b) (a~ - ,,:Jb .: . (I"{;2 - ,1b:1 .,- b~) 


II) (I -:- a) ( I -;- ,," .;- a4) = 1 ,- a -:- a 2 . :- (13 + a4 .;- a5 
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I') ,'~ + b' = (a3 - 2a.b2 )2 -+- (b3 - 2a Zb? (G. de R"cqiligllY - .··l dallsonj . 


I I). (," - bB = (a - b) (a"-I -1- a"-~b ' .... -;- ab"-2 .!- bn- I ) 


II) "~ ,, _ b2B = (,,2 _ b2) (a 211 - 2 -+- a zn - 1b2 ';-' ... _!- a2bz".-~ ..c. b2n - 2) 


I '1 ,,~"I-l + b2n+1 = (a -1- b) (<lZ/I _ aZII-lb ...!- ••• - a/;2n-1 .!- b2/1) 


1/,) (I + (/ + (/2 -+- ... + ,,") (1 + an+l) = 1 -1- a ';-' a2 -+- ... "C" a 2"+1 

11) (1 I· a) (1 + ( 2) (1 -+ (4 ) ••• (! -+ a2") = I -+ a -+ a2 -i.... -+ a2n+I-l 

1'1) (x2 _ ax + a2) (x4 _ a2x2 -+- a4) . . . (X Z" _ a 2"-1 . .1;1'-1 -+ aZn ) = 
,ni l + a zn . ~2.n + a2n+1 

2'x 3 + ax + a
 

0) I(lcntitatea lui Lagmnge: 


n


E (aibJ - a j bil 2
, ai, 


i,j ~ 1 

I I 1 1 1 1 1 
' I) 1 - -+--- + ... + -,,--- -:;- == --.--- +- - -.-,,- + 

2 .3 i ... n - 1 _IJ.. n T 1 11. -;- _ 

1 
... l - -- (E. Catalan) . 

11 -r- H 

'--~'l..,. 2.&1 .. (.Z) l e...4) ~ 
'.4.3 . Radicali. Proprietafr'* 

.!.. ().:~ .. '2.a"4,'.. ,,-' l ~ (l.t' 
"'J(; = (a:> 0).(1 

m 

~ W l
• (l 

') '''if~ - - - = a-.!.. (a. > 0). "a. (\~+ 3(A1C-t3a.J3~, 
, a - m,Ja­

m ,- )In
I) ( 'Va = a. (a ;> 0) 

m ,- m j-;- m;- m '-b­
va' ,0' 'C = 1Jac (a, b, c:;' 0). 

bnhl,nlitAtile de la 13), 14), 15) fie arat" c~ · an - este un "'''liip[I< dt ,,- b, cii 
I I b~n+l este muUiplw de a + b, respectiv c.l a2fl - b2.rI este multiplu dt! (42 - b2, ce­

~, fu .lrte utile in. aplica tii . 
.• Judicii radicalilor .se considera. numere naturaleJ mai mari decit 2 sau eg::lle 2. 
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"'r­7) tT\/;: m{b = ~ ~ (a ~ 0, b > 0). 

8) (a ~ 0). 


fj"!. r;. nj- mn I~
9) Vf~ .... a· = 'Va (a> 0). 

10) 1I.ja1l"· = am . (a,> 0). 

" 11) m.j--;n ~ ('n.ja)" ~ a-;;; (a ~ 0). 


12) mn.jc!'r. p- = 1I..jaIJ (a~ 0). 


13) m.ja 1' • ".j oq = Inll.ja PII • b(ltr! (a, b?-= 0). 


:on ,,, C mil r- ".j m I­H) V Va= -va = ,a (a ~ 0). 

m'-1' .n '-b71 mn '-pn~mq15) 'V a 'V - = Va :0 (,1 ~ 0, b > 0). 

j(i) ..j a~= la l (a E R). 

( 2n -!-1 \1--)3n+1Ii'i) - a ~~ - a (a ~ 0). 

19) ..;a -> {boo, .ja -c- b -T- 2 .jab (a, b ~ 0). 

20) ·/.-1 ± ,IE = .j(A + C)12 ± .j(.-1 - C)I!., dac:i. fii numai da~ 
A2 	- B = C~. 

21) Calliita tca saIl cxprcsia eonjilgati't lui .,j-a ± .jb" t.'sic .ja =t= .jiJ. 

22) Cantit.,tca sa!! cxprC'sia conjugati, lni V'a ± -{yb": ,c;tc ~ a~.~ 
Ttlao -:- -{Y b~. 

2.5.' Ecuatii ~i inecuatii de gr.adul intii 

2.5.1. EcuaJii de grarlul l.J/fii sew cwajii aline 

"	Fie S m~1 F:nca lIe saintii a aecs(:ci cella ti i. 


Dad', : 1) a ¥ 0; A' = - ~ (soIlIj.ic Il n ic~.j. 5 = {- !!..}.

a 	 a 

2) 	 a = °~i b -=F 0, ccnatia nu arl' !)()!L)ti i . S = 0. 
3) a = 0 ~i ' b = 0, ariee l1"lll ~l r l'cc.1 x cst~· solutie a ccuat(ei afin. 

date ; 5 C~ R. 

S£'/IIHitl jl/ /lcJiei afiH e: j: R -> R, j(.\" ) = ax + b.... 
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b +0:; 
a 

( ) ~Clnn contrar lui Q. o aeela~i sernn eu a 

I I dllll i fl1I1 c t ie i afillc est,· 0 linie dreatlJ. 

'.S.2. I necuajii de grad'lll intii sau inecuajii ajine 

( , ,,' l. a .¥ -;- b > O. a. x. b", R. }'ie S mllltimea solutiilor, 


,_ ( b
1'.11.1: I) ·a > n. ...,= --, 
a 


2) a < 0. 


.1) a= O. b> O, s= R 


-I) a= O b~ 0, s = el­
'JI ., ,,1 (/x + b ~ 0, a .. x, bE R. 

II,,. . : I) a > 0, S=(-OO. -~] 

2) a < 0, S=[-;, +00) 
i ) il "'" 0, b ~ 0 5 = R 

-I) a = 0, b > 0, 5 = 0 
II I , l1:Lji ilt' ax -;- b < 0 $i ax + b;. 0 sc l'edllC la eele dOll5. C[t/llr i (pri. 

"""01\," ,I illC'cna ti<:'i rt'specti'/c ell - 1 ~i schirnl area sl'n5ll1l1i inC' 'a .i Uijilol·). 

'S,3. 1\1OdltlHl ltnui nunufr real x 

1''''IHidari: V X.YE R a'/cm: 

I) I x / ;;. 0; I x/ = 0_ x = 0; I'. I xi = .y ,iCllllll: x, 

') / - .• 1 = I x'; 2', x = / x/ 

.) I x / = IY 1- (x = Y sail x = - .1'1. 
I) Ix / ~ a_ ­ a ~ x ~ n. C1' a€ n+. 
'1 - I x I ~ x ~ I x /. 

(,I I x + Y I ~ I x I + I y I· 

Sig:ll11tl x , 
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7) I·\' - Y I ~ I x I + IY \ 


8) II xl-IY\II ~ I x-YI. 


9) I I x I - I yll ~ I x + y I ~ I x 1+ ,y ,. 


]0) I x)' I = I x \ • \ y \. 

I x 1 xl 11)1- I=-­ (y l' 0) 
y Iy\ 

Ecua\ii ~i inecuapi fundamentale, care contin modulul 

1) I x - a I = b, (a, b, x fi' R, 5 = mu1timeu solutiilor) 

5 

h < 0 0 
b = O {a} 

{a - h; a -;- b}b > 0 

2) Ix-a l> b 

S 

b<O 

b= O 
b > 0 

R 

R"-.. {a} 

(-oo,a-b)U (a + b, -;- 00) 

3) Ix-a l< b 

5 

b < 0 o • 
b=O o 
b>O (a - b; a -;- h) 

2.6. Numere complexe 

DcfinjJie. ~c lltllllt')lC IIltlllel!' complex oriec clemcnt :: = (a, b) al multimi 
R X R = {(a, b) I a, bE R}. illzestrate ell doua opera tii algebrice, aduna rea 
Vz = (a, b), 'IJ::' = (a', b') E R .': R. :: -:- z' : = (a, +- a', b -;- b') ~ inmultirea 
'Vz = (a, b) E R X R, 'IJ::' = (a', b') E R >; R; ::::', ~ (aa' - bb', ab' + a'b) 
Multimea nU!11 l'relor complcxe sc notcaz;t en C ~i estc un corp comutativ • 

2.6.1. Forma algebricii a mmurelor complexe. , 

i 2;: = a + ib. en a = (a, 0), b = (b . 0) ~i i = (0, I), I:espectiv = -
Egalitatea a doua numcre complexe Z 5i z': 
a + ib = a' + ib' <0> a = a' ~i b = b'. 
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""Iunarea numerelot complcxe arc proprietiilile: este asociati'Ja , cornu­
II" " , nri m it t' ea element nelltru pc 0 ~i orice Ilumar complex a -:- ib admite 

I f II (Ip ..... -- U - ib. 

tll Ul II I!irea Dumerdor eOIl'!jJlcxc are propriet:i!i!e: est!' ascoc ia ti'/ :t , comll­
III. , .I d mi te cU ('\,'ment neutru pc I , lOriet: numar compln: (a ,'- bi ) nennl 

0111111' 11 11 illvl' l's ((a + bi)-l ,, ~ __a_' _ _ __b_'_ i); es tl' <ll , t i!'l~t i-;;. 
(/2 _;_ b~ a2 -:- 1;2 

til' :u lunare: .2(Z' + z") = :,:' + z::.", 't/ z, z', z" E C. 

I "/"zle 1l1!11lIl>!I/lIi i: 

V"I EN; i~ 711 = I, i~m+l = i, i4m+~ , , - l , i<III+3 = - i, 

111110/' cO lllplexe cmljugale, Dadi ;: = ({ -;- io, atllIlc i 11um:'trlll <I - lb se 

Ilo tC'az1i ell (I - io = a -'- io = .:;, :\ll !lJC t: I'm;,­

c: 
I) 	 5) ~ :5 = a~ .L b~ = (a iL,) (a - ib ) 

:',:- z = '2bi 	 6) -=­

"I} S) (~)=~. 
" ,,1 ,,1 111 1!nni Dumar comple x 

V"E C, 1;: 1= ./;:z sall I;: I 

I) I i ;; 1 ; 2); z + z' 1~ I;: 1 -7- 1z' 1 

) I ! ;;' I ~ j ;; +- ;;' 1~ I;: 1 + 1;;' 1 

;:' I I ;;' I<4) I ' I = I;; ' ·1 z' I: 5) - =--,I z I;; I 

() ' ,Forma trz'go1lQ'metrz'cd a mmure10r complexe 

, 	 (, ",: /I -! i sin t!), unde " = J :: I, iar unghiul 21 E [0, 2..) ( " t(, , ( 011' \i::l CC ll::l ­

Illf "IIOIll " tnCt: r cos I t = a ~i r sin u = b, 

11./111 : Dad i z = - - i, atnnei I z 1 =./2. 11 
-I 

~rr 5rr ) 
( I /I '-:t + i sin"'4 ­
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2.6.3. 	Formula ltti M oivre 

VI( E n ~ i VI! EN, (cos 1£ + i sin tt )" = cos (nIt) -;- i ~i n (Ii!!). 

Comccinje ale j Olmulei lui J1! vitre 

olcos 1lU = cos'; tl - C~ cosn-2 1t sin2 u -i- C~ cos ilt - "l! Si ll "' H - ... 


s in llll = Cli COS"-l II sin It - C~ cosY·-3 II sin3 H + ... 

CJ tg 1£ - C~ tg3 II + q tg~ 11 ...!. • •• 


1 - Ci, tg2 1! -1- C~ tg4 'It - ••• 


2.6.4. 	E xtragerea radddllii de orclimtl n clintr-1tn 
1lltma1' complex z = 1'(cos'tt + i sin.1t) 

" ";' [ 1£ -;.. 2(,7': tt ...L 2kl':]( \I::. )}: = r C05 --- + 'i s in --'-- , k = 0, I, 2, .... 11 ­

" n 


I" (1) 2k7': 2k7':

\ 'V I/; = cos -- ...!... i sill -- , h = O. 1.2..... 11 - 1· 


11- H 


" /-) 2k _L 1 2k...!... 1
( ... -l}: =cos ' 7': -;- i sin---' --:=,li=O,I,2..... H-I·· 

1~ 11 

2/-, ,.' (lVJa~ -1- b2 -c' a, ' I> l!.Jctt--;- b - a)'\ a -,.... 'l/) = -L - - 1 ­
, - 2. . Ivi I 2 

Excl1Iple. 1) P ent ru 11 = 3 ~i z = 1 (r = 1 ~i 11 = 0) I'J.uiicinilc euhicc 

' - t '" 1 . d ' -1 + i J3 I,0<:oIn p ('1 xc 1 UIU ta., ll slnt Eo = ) El = J. e'2 = J-, l1n e J = 2a e 	 ~~ 

P = - 1 ~ i .f3 . "\iixcle Eo, £1 ~ i Ez corespund virfurilor ullui triunghi cehi­

lat~ ral. insc rts intr-'.1l1 c~rc de raza 1. 

2) P Cll trn H = 2 ~. i ,: = t (r = 1, 11 = ~) a 'rem =0 = .J2 (I + i).-2 

_ .J2: (1 ...!... i).%1-2 I 

2 .6. 5. 	 Forma exponenfiald a llu-merelor co1nplexe 

Proprielii!i: 

J) Z = l'e- iu ; 


2) :::;' = 1',.1 elpl+~LI; ; 


• Pcotru simplicitate. In continuare, noUm ('\11').1; - £l; 


•• Pentru acela~i argument. notAm (""; -1). - "'k· 




;: l' 

.:n = ,.n ei nu ; 

lormlliele l ui Euler. 

"I.. = cos tl + i sin u; e.,-i .. = cos tt - i sin H. 

2.6.6. E cuafia binonui 

A" - A = 0, A'E C, A = P (cos<p + i sin pl 


A',I; = I A Il / n Wk, k = (fn"=-1, A E R, A < 0; 


~,I; = Al/" "k. k = 0, 11 - i,. A E R, A > 0;' 


,,= 1l..jp(cos 'P + 2kr: + i sin 'P + 2k
IT 

), k= 0, H-" l, AEC"'R; 
11 11 

' . ' ( 1 + i.)" , , IT. • 7t , xcmplu, S~ se rC'zolvc cClla tia -- = 1. Dcoarece 1 = cos - +1 SIIl - , 
1 - i. 2 2 

I • 	 1f- i= = cos (...:::.. + 2krr) + i sin (...:::.. + 2krr ), Rezol'liud aceastli. 
I - 1= 2n 1t 2n 11 

o \I I t t ":'.t il! in raport en z, gasim Zk = 	 0, 1, ... , (II - 1).tg (2.. + kIT) . k = 
411 11 

'2,7. Ecuatii ~i inecuatii de gradul al II-lea 

_.7 .1. Ecuaji£ de gradu,l al doilea 

(/ ,t 2 ·: - bx -7- c '-~ O. a,b,CER, a#O. 

-b ':'" ,0.. -:- b -.,fE., 	 ,
2a 2a 

" 
- b' - ..j-;Y • b = 2b'; ll: = b'Z' - ae. 

X z = a ' a 

Fornl'lliele llli FraHyois Viete. \ 
b 

\'1 + .\'2 = - -, 
a 
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- ------ --------------------------------------

-------------------------------------------

- ---------

D i~C1!.lia nall,;,ii si scml1ullti 1'adaci;zilor In fzmctie de semllele Illi D. = /;z ­
- 4ac, 'p =..:, X x ~'i S = Xl + ..t'2 ••

1 2 

p 

--~---I--------

P > 0 
P :;,·O 
P < 0 

P < 0 

Natura ~i scmnul rAd,ac:nilor 5 

Riid[,cilli complcxe 

Rrld:lcilli reo.k ~i egak 

5> 0 Raci<1cini rcalc poziti-re 
5<() Ri'Ldacilll rC'alc Jlcgati-rt.' 

R:ldflc ini rcalc ,!i (Ie SelllIl(' contrarC'; -eel'; , 
pOlitivli C'stc rnl1.i III C). rc dl'cit. ?ul()ar(:; .. 
absoll1t~1. a ecici llegativ(" 

5>0 

RiiLi ;:lc ini rcalc ~i de S('IT!IJ(' contrarl', e ra. 
negati·/J. est(' lua i lnare III ·JaIo':lrC'a ~l J~olutii. 

5<0 

Rr,diic inil(' ('c nati " i x~ ~- px -:-- q = 0, p, q ,= R, l'xl'rim:ltc C!l aj lltnr lll 
fllllc tiilor trigollomet rit:l': 

Xl' Xc = - ~ (1 ± VI _ 1: )
....' ji-.,­

-Relapa de definire 
q a lui <;:' 

I 

2.j- q .j- c;>e - q. tg­ -2 .j - q co(g!.q < O tg rp =D. > 0 ..,)I p I -

D. > ° q>O 
, '2.j-q 

smrp= -IT 
.j­ q>-eo q-. t~-

.2 
1-<: .jq~rotg ~ 

---­------­

A < 0 q> 0­ I P! cosrp =-­-
2.j-q 

.j-q.ci ';> I .j-q. (' -I" 

I 

E = 5ignum p 

F orml/lc ulile fit sllli/j1lZ celw/ici de gradlll al II- lea: 

xi -:- .-r~ = (X, -: - xel~ - '2Xl X 2 = 52 - 2P 

xi 'i- x~ = (X, -:- -",)3 - 3x1 x"(xi -+- x2 ) = S3 - 3SP 

xf -:- ;\'~ = (XI -:- X~)2 - '2xi-~~ = s~ - ~S~P + 2p2 

SCI/llZlrl fUJ1c/ici f: R ~ R,f(x) = ax2 + bx -:. c, a, b, CE R 

!1 > 0: a i' 0, Xl < Xc 

°f (x) I Semanl lni a Semn contrar lui a 0 Semanl lui a 
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0 : 

I -
( 0) I 

co 

Semnul lui a ° Semnul lui a 

.:. co 

0: 

-co 

Scmnnl lui a 

0/, / (irlll fllncJiei f: R -+ R l (:,,) = a:,,2 + bx + C.' a -#- 0, este 0 parabola. 

/I rOIlI/lItnci'ea trinomullli f (x) = ax2 + bx + c 

a, b. eeR, a-#- 0, Xl ~i fiind r[idaeinile trinomulniX 2 

• n, f (X) = a(x - Xl) (X - x2)· 
, 	 j\ -= 0; /{x) '= ' a(x - Xl)2, , 

<.: 0, f (x) este ireductibil (indecompoza bil) PI' R.f (x) = a.x 2 + bx + c, 

« 11 11 Iruirca uneiecllaJii de gradul (II II,lea efne! ,e C1ll10>C suma ~i prodllsul 
I,I,' "IIQY d: 

x2 - Sx + P = 0, ell S ~~ Xl + X 2 ~i P = X l x2 ' 

o IlI fil i i Ilcccsare ~i slIficiente pentrn ca '11l1maele ,'wlc dale et ;,j ~ ,a fi~ fJ! 

/11,1, rt f"!ii ell "iid('1cinile Xl ~i .'1'2 ale eCllaJiei de gradul aZ doi/ta: 

f (x) == ax' + bx + e = 0, a, b, C E R, a # 0 


111' . / ' I''IIll'Zt ca f (x) ,a piistreze un semn comta1lt V x, x E R, 


Condi pi nccesare ~ i 5ufici('nte .or' l 

sau 1°, } (et) 'f ({3) < 0. 

3°, (I} ({3) > (, 

4°. et < - ~. 
2a 

b 
Y. [3 >- -. 

2a' 
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3 

7 

Nr. Crt. ReI·lii tnt rc X, x:, 0: "i r>I 
I". af('7.) < O. 

2' af(~) < 0, c<.'m U: <t (r~gc tl!l pl 

sir,c CI. > 0 

SJ.ll 

1". f (-c1. ) · f(~) > o. 

2'. (If (70) -i- af (~) < D. 

af(7o) < O. 

1°. CI. ~ O. 

2" af( ':I.) > O. 

3°. ':/..< - IJ 

2a 

1". Ll ~ O. 
2') af (a.) > O. 

'0 
-b 

.). < t: . 
la. 

1 ~. j. ~ n. 
f( .v) ~ 0, Vx, XE R 

1°. Ll < O. 
8 f (...) .;; 0, Vx, X E; R 

2°. a < O. 

Teoremii. Ecuatiile It-I.' + bx + e = 0 . ~ i a'x" "':" 1J'x "" c' "'- n, a. b. Co 

0 / • b' , C' E R, aa' =ft 0, au eel putin 0 d'tdt"tcina COlntl!l~-1. dac~t !;'i Illlttl:ti daC~l: 

a b e 0 

0 a b c 
=0 san (ae' - a'e)2 - (ali' - a'b) (be' - v 'c) = O. 

a' b' e' 0 
,

0 a' b' e 
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T corclIl<l. DOlla ('cllatii de g radlll aI, d oilca ax2 -:- b;,; ~ c = () ~i a'.~1 + 
+ b' x --'-- c' = () all a celeasi -ri,dacini daca ~ i lllimai dace, au codic iL'n tii pro­
llortionaJi: a = ma', b = mb'. G = mc'. III E R* 

Obun:a,t ;'(, Rezolv:uca ccuapei bi p~'tlrate tl-X 1n + bx B -1- C =: 0, \I 11 E:.N, n ~ 2, prin sll bstitu~ia 
,n == .\', se redace 1;;1 rt:zolvarea unei t' cJta~ii rlt gradul al doilea In YJ anume ayl + by + c =. 0, ~i 
t reZO varca ~ do{!;i ecuat ii billome de for ma .1'n = )' 1' xn :...: Y:o 

2.7.2. In ewajii fwzdamt'ntaZe, de gradl~l al I I-h'a 

I ) (/.\" -'- bx --:- c > 0, a, b, c E n , a#- n. s 

s-" " 

j, () .' 0 (- c") , XI) u (x~, co)" 
U :> 0 a .< () (XL' x~).. 

_.:'l = 0 (/ :-> 0 R ' {,I ,} 

j, -- (] d <-0 0 

j, --: 0 ([ n R 

j, il II .< () 0 

I.x '- c?- O. (t, b, cr: R. (t #- 0, S = 1l111 ltimca sointiilor : 

~ a S 

-- -- (1 ({ > () ,- w . -t ,l u ! x~, - - co)\' 

.:'l > 0 (! .< () ;x1• ;1) 

il (/ -:. () R 

U = () a <.: (l {xd' 

_l :, <1 :> il R 

). .-::. il (/ < 0 0 

l11C'c.aa i ii le ax~ -'- bx --'-- c <: 0 ~ i 'ax~ ---: - bx + c ,::; 0 se rcd uc 1J. CZLZC1l';:e 

1'1 'tl'clL-ntc' (pril't iJilllnltirca ell - ~ i sc lti mbarca Sl"IlSll lui a ces to r illcgalitati) 

http:l11C'c.aa


2.8. Ecuatii algebrice de gradul III, IV ~i V 

2.8.1. Rezolvarea ewafiei de gradul al treilea 

Metoda lui Cardan. Ecuatia ax 3 + bx2 + ex + d = 0, a, b, e, d E R, a,# 0, 
b

prin ·suhstitutia x = Y - -, capil.til. j onna calionica 
3a 

b2 2b3C be d 
y 

3 + py -1- q= 0, Cll / ' = -: - . 3a"' q = 27a3 - Ja" + -;; . (1 ) 

Dadi. nota m 

atunci radacinile ecuatiei (I) slnt 

?1 = P + Q, 

]J ..!... Q , .p....:.Q ­
.y.,= --- ..... i --.)J 

- 2 2" ' 

P+Q . P-Q -:­
Y3= - - - -'--'~J. 

2 2 

Exemplu. ?3 - 6y + 6 = 0; p = - 6, q = 6'; ( ~r+ (fr= - 8 + 
+ 9 = 1; 

Deci 

)'1 = - -ell - -eli; 

yz = + +(~2 +-eli) + i . ~3 (~i - -elz); 

;'3 = + +(~ + -eli) - i· ~3 (-{Y:4 - -{Yz). 

Obs",v.,i •. Num~rul D = (~r + (f)2 se nume~to discrimin...lu"! ""alie; (1). 

Dacil. D < 0, atunci ecuatia - (I) . are toa.te radil.cinile reale ~i distincte . 

Dad D = 0, atunci ecuatia. (1) are toatc rttd1l.cinile reale, dintre care doua. 
confundate (cgale). 

Dac;, D > 0, atuuci ecuatia (1) are 0 singura radacina reala ~i dOlla. com­
plexc conjugo.te. 
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~n cawl D < 0, c.ele trei radilcini realc au [GrIne c.ornplexe ~i estc mai 
indicat ~.a. se foloseascii. alte metocie de rezo!vare, d e pilda cea care utilizea;:u 
ullc tiile trigonometrice. 

Metoda de rezolvare a ecua!iei y3 + py + q = O. bazala pc folosirea june­
JW ar trigonomet,iee. 

Caz11l 1. D < 0 (P '< 0). Dad'. (( este definit de cos C( = -:~-=q== 

2 V-(~r 
atunci -

Yl = 2 If - !!.. cos!!:.. • ') P 7t (X 

~ , , , Y2.3 = -" , - - cos (- ± -). 
I .) -' 3 , 3 3)V 

Exemplu: y3 - 24 Y - 32 = 0 ; P = - 24; q = - 32, D = (_.8)3 + 
. 1 7t 

..;- (- 16)2 = 256 - 512 = - 256; cos (X = - , C( = - ~ i . .J2 i 
r-; 7t r-; 57':

:l', = i 'V 2 cos -' y. = :- i 'V 2 cos -; Y3 = - i.
12' • 12 

Ca:uE 2. D f: 0 (p < 0). Dad!. e ~i cp sint definite de 

. 2 P 8 
5111 fj = q - h,) . _2:.~e~'::', 

3V-
2 2Y

, 

7t 7t 
tgcp = tg~, --~ql~-.

i i 

a tune i 

Yl = - 2 V-!!.. ._1_ ; YZ.3 = V_!!... 1 ± i . .J3 cos 2q> 
3 sin 2cp 3 sm 2cp 

Cazul 3. D > 0 (P > 0). Daca fj ~i cp sint definite de. -
2 P 3 -7t 7t 

tg 0 = - (-). - < fj < -. 
q 3 2 2Y-
V -7t 7t 

tgq> = tg.!. - <ql < -. atunci 
2 4 4 

VP' cos 2q> ± i.J3Vp .Y, = - 2 -. cos 2cp; Y23 = - '-----'--­
. 3 . 3 sin 2cp 

CaztlE 4. D = 0 (P < 0). 

;V, = =F 2V-~; Y2 = Y3 = ±v- ~. 
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2.8.2. Ecua!z'a redproca de gradztl al trez'lea 

=
a.~3 + b.~ ~ bx == (I = 0, a, b, C E R (I # o. 

Rezo!'I<uca ei se reduce la acec" a ecuatiei 

2(x == I) =a .. -;- (b =F a).r --!- aJ = O. 

2.8.3. Rezolvarea c:cuajiei de gradlel al patrulea 

X 4 + (lx 3 -i- bx~ -;- ex -;- d = 0, a, b, c, dE. R, (l ~ O. 

Ecua tin. se poate sc lie : 

aX)2 (a ~ )"'~ +. 2 = \4' - b .,~ - 0; - d,( 

( .:V~ax)
sau, 1'ril1 adullarca la am bii mem bri n. c'll!tit:i(ii x2 -:- '2 )' -:- '4' 

ax '\!)2 ( a ~ ) (a'\! ) :} ~Z( x 
2 + '2 + ~ = '4 - b -:- y x -:- ~ - C x ~ '4 - d. 

Alegcm pe y astfel ca ~i partea a dal.:a sa iie un palrat perfect. XOlim} 
a2 1.,2 av 

eu .12 = - - b + y , DZ = '- - d, 2 An = - -- - c accas(:~ co"diti ,,' se 
-l -i '2 

serie ·1 • •·1~B2 "., (2AB)~, coca c<' 110 candee la eCl!ajia r c::.-:h'ailld 

y3 _ by 2 -:-- (ac ~ -id) Y - (d((I~ - 10) -:- c~) = O. 

Dad Yo cste a radilcinii a accstei ceuatii, at lll1ci rezolvarca eCllat ici date 
se r educe la aceca a ecuatiilor ' . 

• :;! I ax )'0 _ ~L • <) a,~ 'vo A 
.~ T - + - -- A:<; , B .t " + - + '- = - x - n.~l 

2 2 '2 2 

Exu/!/>!u. S'i sc n:zo!-,c ('c Hatia ;~.l -:" 3.\'3 - 5x - 3 = O. ECiiatia l:ezol'rant1l 
(a'lilld 11= 3, Ii = O. c = - 5, d = - 3) l' ~ tt- ).3 - 3y -:- '2 = O. Fie )'0 = - 2. 

1 ! 
AtU11Ci .·F = -, B2 = -1. 2.-1B = 2. Dt:ci ,'1 = -, B = 2; aCllIn 'J.'{em de 

, -j .2 

.... . 3:;;rezol'fat ('cuapilc .r ~ ~. 3x I=.!.. -:- 2 ~i ;.; - -;- - - 1= '" - :2 carC 
~ '2 ? 

ue dau 

-[-/'13 
.2 
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2.8.4. Ewajia rceiploca. de gl'adltl at patmlea 

ax' ± bx:1 -+- cx 2 ± ox + {( = 0, b, C E R , a # O. ;t' # O. (I, 

", zn!'rarea <:>i se reduce Ia a ce('a a unei t"cua!,' cIt- gra dni ai do,lea, prin. 
1 

t d l1 t ia y = :< -~ - - : 
x 

a (.<2 +- ;') ± b (.t + -;) + C = 0 salt ay2 ± by -:- c - 2a = O. 

!.8.5. Ecuajia bipiitratii 

• ~4 . bx~ -+- c. =-::: 0, a .. b, C E HI a # o. eu ;;2 = ;,', rezll1tr~ ccnatia ay::! +­
//1' . C = 0, dec i 

2 
Xl" 3 .1 = ± V-b ± -Ib - 'lac. 

'-' , 2a 

' ,R6. Ecuafia recip1'ocii de gradul al cincilea 

ax5 + bx4 + cx3 ± CX2 ± bx ± a = O. a. b, CE R. a"# o. 
II. ,,, I"I:1.r(:a ei se reduce la rezol'rarea ecua!iei :~ ± 1 = 0 $i a lInei ecnatil. 

.",,' (ho «radul a l pat ru1ea, 

.. l). Logaritmi 

/) {p'lli, . Fi t" a E R'r. (1"# 1, ~i bE R~ d Olle, nn l1Hre r~a!t". Se mlJne~te­
.tl Tlli Jn ~l ru ll1i fcal strict poziti'" b cxponeu t c! 1a. cart; treiJu ie ridicat• , 'H 

II rI , f" un lit ba;:a, pL':ltru a obti r-. -' llllln[lfl.d b. 
lI" "'Ii l1umarului b ill l.alu " s{' no tcal{' loga b. 

,d 'II b = a l08a.b , P("ntru a = 10 obti!leITl ! ogar it~tl£i zf cima li, iar pent n:.· 
"I I ''''m ! c.ga ritm ii nalura!i sz u nf puicn i . 

'" -Itl,' ·': 


1(, ~ ,,~ - log"c?'''> b = c (b , c > 0). 

I .. ,",I ~ I. 

I< ~ ,. I - O. 


I '~ a(lc c C' laga ~ = -logab; IOg'a ,x2n = 2;; loga i xl. x # O. 
b 

I"!~am,jb 
-

= -
1 

logao(b > 0, mEN, 1>1 > 2) 

m 


IUl!ab . lcgt," ~ I. 


.' !ogea 

(1 nnnuJa (c schimcarc a h.ze; logantmulu l) logo"" = --"-. 


loge/; 


• (I ~i Y > 0 =:. loga:'I"Y = logax + logaY . 

• ) \ . 0 ~ y > 0 = laga::' = loga .t" - !ognY; colcga,t = - Jogax 
y 

f o", ',ule matematice - c. 1 I 313 



iO) a > 1 ~i x E (0, [) =:> jc>f.!ax <: 0; a > [ ~ i x > [=:> [oga'\' > O. 

[I) O < a< 1 ~;i). E (O, 1)=:>Iog~x> U;O < a< [ six > l=>loS'"x<O. 

I O~ax logux 
IJ) x > 0, J' >. 0 , a :-, O. b > 0, a ~ 1, b # I, => ~­c =~-

luga)' 10 gb)' 

Opera!ii Cit logaritmi zccimali. 1°, Suma a doi logal'itmi: se adun1i. !'cparat 
{;aracteristicilc (sc aduna algebric, Intrucit Gxistf, caractcristici p ozitivc ~i 
<:aracteristici ncgati're) ~i separat malltiscle (care sint intotdeaun<l pozitive, 
afara de cazul in care Intregul logaritm oste Ilcgativ) ; apoi cele doua rczultak 
se adulla algebric. 

2°. Scaderea a doi logaritmi: se aduna desdlzutnl Cp cologaritmlll scaza ­
torului. 

3D
, tmllul!irca Willi logaritm czt WI llulIIar intreg: cind caracteristi ca cs te 

poziti-ra, inmllltirea se face in modul obi~nuit; cind caractcristica cste ncgativ:!. 
se illrnlllte~te separat mantisa :;i separat caractcrisr!ca ~i se adun a algcbric 
n ;zulta telc, 

4() . j );t pc:rtirea 111;ui logaritl1l p rint r-u 1f. Iltlmar !" lrcf!. In CD.zul c ind carac .. 
tcristi ca este poziti'l5., impa rtirea se face obi~lluit. In ca zu l ill care cste nega tiv:), 
se in1partc scparat rna ntisa 5i separat caractcristica; daca lIn se irnparh­
exact caracteristica p!'in num5.rul clat , at u nci sc adauga ca.l'acterist icii ati te.\ 
llnitatj negative cite s in t IH.'cesare p e nt ru a a 1ea UlJ nlltl 1f.lr di·,izibil pria imp~r 

titorul respecti'" ~i, JlCl i trt l a. 11 11 S Ill'x li iic:l. rt: xul ta tul, se ada uga ~i m F.nt isc i 
tot atitca unil[Lti, d.ar pCLi t i"Ie , 

2.9,1. Ecuaf,ii :)i inccual'ii logaritmice jlttzdamentale 

-<1) loga.'\' = b, a > a a 1, bE R. Soit>ria : :~ = c/' , T' 

2) logax > b, bE R. F ie 5 multirnea solu ~· ii l or. A·fenl : 

a 5 

a > 

O < a < 

J) log",\' < b, bE R. Fie 5 mul tilllca sob tii1or. .\ ·Ec nt: 

5 

(0, aU)a> 

0< a <:: 
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II 

~ . 9 .2, Ecua#i '}Z inecltatii ex-ponenfiale junda11lentale 

I) a% = b, a> 0, a =/= !, b> 0, Sol ll~ia x=logabe R. 

I aX = b, cr> O. a # I, b ~ 0, Illl are nici 0 solurie reala. 

) as b, Fie S Il1ultimca st1lu tiilor. .'\ 'Jem : 

- --" 
b 

I 
5 

(1 1 b> (logab, . " 00)° 
b > 0 (- 00, log"b)" - 1 

,, ~ 0 
Rb < 0 

11=/= 1 

~) "X < b. Fie S mlll~im('a ,olu~i ilor. A'rern: 

II 

" b 5 

" . 1 I b > 0 (- 00, logab) 

(/ , ~ 1 b > 0 (Iog'"b, + ,oc) 

" (I 
,,~ 0 0,l- I 

", 10. Metoda inductiei matematice 

' .10.1. Axiomade reC1trentd a lui Peallo 

I II 1 {J parte a lui ~ ast fel cii: 

I I A; ?, (Vn eN) , II e r'l => JI "" 1 E A, A tuJlci rezultft A = N .. 

I 10.2. 111etoda indl.tcjl:ei matematice 

I" I ' ( I ~) 0 propozitie care depinde de I1lll11~lrnl,natural'lI, Daca a 'fCII\' 

"(0) ade'lara ta; 

VII '" N, P(II ) adc'/araU => Pin ":- 1) adc'/~lrat5., atunci P(n) esle­
1iL1~~ l't: l!tru arice n11I11[lr natural 11. 
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In de1l1ollstra '~ic prill Inc·toda inductiei maiemat ice (rcemen ta) po..!!!'! 
..ap ~Lrl'<1. in Joe de 0, U1I llumar natural 110 • daci~ in propoz i!:i~, PIN) pe • II! 

4/r(,ln ~rJ. 0 d en10nstdiIn anl cO<l:;:derat n ~ no . 

2,10.3. Varianld (t metodei inducjifi 1iU'.t e;natice 

1'ie P (II ) 0 p ropoziti c GHC" d el'ii](le d e I1l1IllCLrul natural II ?-: iI 'J E~, Da<;,\ 
.. "/ CE1 : 

I. Pillo) ac1c',arata; 

2, ( lim E~. II" ~ 111 < k) P(m) adnarata =;> P I);:) aU("';lrata, n tllnu 
1"(11) ("te ad,,":lrat:l p " ;11ru o rice 11l1I11flr lIatural n ?-: 110, 

E.rclil !Jill, :JIedia arilmc-ii d l a 11 llumere pozit i-lc nu este mal miCrl t1 eci t 
m ed ia l or gC0 l1 1C t riCtl, ~u 1i ~··Li. 

lill E N,_ II ~ 2 ~i Jlllllll' rcJe strict [,oziti"c, Cll ' az' "', a", a:i l' !ll 

(1) 

e galitatca avind loc atunci ~ i llumai atullcl c1nd (/1 = !Tz = .. , "'~ !T", 

R edam d emonstratia 11I'i Cauchy : ' 

1. Etapa de vcrificarc: in cazul nostru 110 = 2; pcntru 11 = 2'illcgalitatc. 
-este ade'/arat;'l, in trucit 

<1 1 -:- a! 1- 1 ( ,- 1-)" ( d ,1'
-\({,(/! = '-:;- \ <1l - ya" - :> ), C',i ent ; ul'Cl 

z 

(2) 

Se CO; tsta ta i illediat c5. (2) ~e t ra nsfunni\ "':in e,:{:l.1itale da r.:tl ~ l lI:;lll :'t i dal .L 
./1 = (t:!, 

2) [:t ,(,h ,,, de .lelllOIlSi l'<l i i e , Aclllll tcm Ltl rc la \ ia ( [) (',lc' ad"", ctral fL pell t l tl 
Jl, = 2J.: > 2 ~i sJ. UI' IT!.O!lstrZlO"1 c[t ca estc ade1arat J. ~i. pelltr ll 21l = 2.4-+11 a ciil , 

_<1...:1'--..:..._(l-=" __ ,_--_a_2Jl::::,_ _" ;;: 2 /t J (lj ([ ;!. •• , {t. :!-;;. (Il 
211. 

(/ 1 ·: (('2 ....:.. , •• -+ an ...!.... an~ - l - - .,;... (1:!n- l ..;.... G;!.n 

21' 

{1"~7l-1 .+ a ':,! 11 

2 

11 

;;:., 'if a t + a" _ ((co ..!... (I~ 
t 2 2 

n I /--=- I 1 ~n /---­> \ '\ "l,a;,: • "\ ({~a .l'''·'' a~1l-1((~ n = \ ( J.l(/:! '" C1;!. n· 



11 m illegalitatca ll oastra cste ade'larahi pcntru 2. urmeazi1 ea ea C'5 te 
d. 	dJ.ratlL pcr-tnt 2~.. 23, .... 2" ...., Vk EO N. 

P(ntru a a riHa c[\ (1) arc Joe pentru oricc 11. ram:ne sa arlltiim d. (I) 
II loe pentru oriee p eare Illt e putere a lui 2. P < 2". In aeest SLOp iolo,illl 

1I1111J. l o r u l rezultat: 

"Dacii. p 1ZU esle " pulCY". a lui. 2 ~i ~ste mai mic dtcit 21'. a/'Olci ::mEO N' 
Ifrl ;ncZt p + m = 2"'''. De aceea '10m serie 

p + m 

Alc,!j{-'1l1 Clp+l = aptz = ... = ap+m = 
p 

!\, ('a sl ;l 11L: permitc sit seriern 

" I 

" 


" 


II 

• 
(/1 + az + ... + ap 

p 

IlI·Li (I) are loe pentru oriee n. 
Mll i ra minc de adl.tat ell egalitatea in (1) areloe daca ~i numai dadi al = 

{In· 

I· lid : Il l " 1 = (/2 = ... = an irnplic1l. egalitate in (1). Pantru a arata d't 
I I il2 + .. · +an _n~ 

=--- - ---"- - Val'" a1l ne conduce la = a2 = ... = an este sufi-·a l 

I "I .1 :Il" Lta" ca a! '" a 2 implica 

• .t,tl! 1 noi arlt:1m J de fapt, contrara reciprocei. 
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"Fie deci a l of. a2' situatic in care a 'rcrn aJ + a2 > ...jala;). 
2 

De aceca putcm relua (I) sub forma 

H 

Deci a1 of. az ne conduce la 
n l­> " ~ (l ... an arli c1i 

I/. 

'~gali tate in (I) are loc dad ~i nuOlai dacit a 1 = .. , = an ·a2 

2.11. Progresii aritmetice 

D ejiH i!i£'. S e 1I '''Jlc~te progrc' s ic oritmcliea w, ,Ii)' de 1!l/.lIIue <1 1 , a", "" ..... 0" .... 

-in carel ifeare lermell. !ncepflld CI/. <12 , se obliHe dill eel prcudcnl prill adQu"",." , 
willi ""mar eon slmll 1I1w,it ra!ia progrcsiei. 

Se noteaza -:- al' az.. .... an• ... 

Dac~L a 1 este primul termen. a" eel dc al n-lea terrncn (l ennelllll genera! 
;sau Icrm emt! de Tang"). ra!ia, 11 numarul tcrmenilor ~i S" SUOla eelor 1/ 

-termcni. atunci avem: 

an = a"-1 . L Y, II ;> 2 (prin deIiniti e) 

an = a l + (n - l)r. . l1 ~ 2. (an ill fUllctie de ",. ,. ~i 11) (II 

(a 1 + a,,) It 
sail 

2. 

2a 1 + (n - I)r. 
'n (2) 

2 

Natllra progresiei. Progresia es te crescittoare daca J' > 0, de~c r ('sciHoal!' 

-rlaca ,. < 0 $i toti termenii slut egali, dac ~L r = O. 
Termen; echidista"ti de e.¥/Ycmi. Intr-o progresie aritmetidi. suma t ermCllil", 

e chidistanti d e extreml est e cgall en suma t e rmenilor ('xtremi: 

Obscrvalie. Daca numacul t«meniior cstc impar (II = 2m + 1), atunci exist~ un terlI~. in mij 
loci am +l, 3stfcl incH 

COIiCZi!i" n ccesa.ra /i£ slIfidenlii pentnt ca fJ'ci IlllmeJ'e a. b, e, I/late i n acca sltY 
crdille. sa Jormezc 0 fn'ogJ'esie aritmelica CSlf sa a.vem 2b = " + c. 

Jllserarca mediilor aritmeticc a~, .. .. a;" intre dOi termclli cOlls('cuti'lI 
21, al+1 ai nnei progre~ii aritmetice at' .. . . an d e ratie r se reduce la calculan'l1 
ratiei r' a progresici arilmetice 01. a~ . ... , a;". aj+! de In + 2 termelli. HezlIlt 

r' = r/(m + 1) sau r' = al+1 - aj 

III + 1 \\ 
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,,111/,111 . Sa'se insereze 5 medii aritmetice intre - 3 ~i 12. 


,l llfie. Fi ~ Y' ratia progresiei eautatc. XumClrlll tennenilor iiind 2 + 5 = 7. 

Iltl 

1" = 
12 - (- 3) 15 5 

6 6 

1I11,~ progresia dl.utata 

- 3; 7, 
19 
-, 12. 

2 2 2 

,.1 1.1 . 	ReprezentareC! lmei progresi£ aritmetice cuo 1& 
termeni 

I) J),l·1\. numilruI terl11cnilor estc impur (II = 2m + 1), a. fiind terl11enut 
II 1111 1Ice ~ i r ratia, atune; prqgresia are forma 

a - 111.7 , .•• , a - r .. a, ,a + r, ... ~ a -7- 1Hr. 

'1 l),ld l mnn2.rul termenilor este par (11 = 2111), progresia are forl11a ~ 
( ' /II + I) r', .... a - 3r', a - r', a -1- r'. a -1- 31"; .....([ -1- (2m + I) r', t1U 

Ii I I - 2r' . 
I <I'lIctcrizar ea ;;i deter;Jlina1'ta wlei progresii aritmetice. 0 progresie arit-, 
II' 1',le complet carac terizata dadi. cUlloa~tem pc a1, ,', 11, an ~i S .. . Aceste 

1 '" 1111 ' re :int legate prin doua relatii: relatiil e (l)~i (2). Rczultii ca pentru 
I, " ,, " i"a cOl11plet a progresie aritmetica noua treouie sa. ni se indiee 3 
, " I,· 5 numere mentionate (sau trei relatii care 'co ntine aceste 5 numere), 
'" I ' II it ilHprcuna eu (I) ~i (2) sa formeze Ull sistem compatioil din care 
" 1. 11" pc (II' ", ;', an ~i Sn . 
I trmpl u . 0 progresie aritmetica are suma termenilor srli cgala cu 222~ 

"1 ,, 28, a4 + as = 34. 
I l' re numarul termelliJor sai, primuI t ermen ~i ratia. 

II, o/t.arr . Pentru aeeastii progresie a.,em trei relatii date prill enunt. 
I, ,r It- dOn a din eadrul t eoriei. deci cinei ecuatii" ell CillCi necunoscute ~i 

I I, "1lL are sens. 

11111 r/~ + (aa + '!I') = 28 ~i (a 3 -1- y) + (a 3 + 51') = 34 gaslm a3 = 8 ~i 
Din '"3 = a1 + 2r, deducem a I = 2. Din 25.. = (2a l + (n - l)r)·", 

' "' ' " IIatia pentrl! n. 3112 + llt - 444 = 0, eu radiicina lIaturala 11 = 12. 
III ,I ~2 = 35. 


11,1 , pcntru aceasta progresie a'/em 


, 11.2. 	Prog1'esii armonice (JiV. Oughtred) 

II Imi/ie . Se 1iUl/U}te pYogl',sie aYlll ollica ~irul de mllnere obj.illllt din rastur­
I , /o mmilor unei progres~i flritmcl ice. 

1I() l cazil. :-:':-1z1.h2 , .... " .. " .. 

, rlII/, l1l. 	 ::: I, 
2 j 
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Protn ielt1!i. Fi~c:l.r f! tcnnen a1 p,ogr~sici, in :l.fari't de primu! (Ill) ~i ullim\ll 
,­

(h,,), cstc m edia armonica :l. termcnilor acli:l.ccut i Ih~ = 
: 2 1 )' 

\. It!,_~ + h+J 

ell :11 ~i r p rinlill 
(Il - I) a1 +.v 

tt"rmC'Il ~i l"ELtia progresiet aritlnetice din C.:lre pro -line progrcsia annonh 
J"cspecti-lii. 

2.12. Progrcsii geometrice 

D tj iniJie. Se ;r,unte.s!c p rogrcsie geonz.etrica lui ~i,. de ll11nzere al' i1'J' ..•• an .... in 
ca·/"c f iecarc ta/llw. fJlCt'pind ell a2, u deduce din eel preCEdent prill im1l!4lfil't 
'lees!ui", eu "" acda.,5i 1l1lJ1/(lr q(q ~ 0) Jl1llllit ,·afie. 

Se noteazii';-;' a l • a~ . .. .• an"" 
Dad, al este primul tcrm en, an eel de al n-Ica t erm en (tennel/lIl gmn", 

san lamenul d ,! "({lIg, II). g ratia.. n llumarul tcrmenilor ~i 5 n suma eelor ,. 
_ t ernlPni, a '/em : 

(prin definitie), 


(an in functic de aI' q ~i 11) 

q':l __ 1 1 _ q"

Sn = a1 ~;- (/:! + ,,- ~. (I n, Sn = oJ.. ::1 } 
1 -- q 

,au S" = ~.~. q ~ I. 
1 - q 

Xailll'a i'logrcsici :' 

.'} > 1 1°1 > 0, pro,;resia c',1.c crcsciito~re; 

l a l < 0, progl'csiJ. este descrescatoare; 

o < q < I J a l > O. progrcsia (·,te de~crcsc;1.toare; 

1 a l < O. progrcs ia cste creSCl103.fC; 

q < () progresia estc alte r:l3.I~i. (ariee doi t ermeni cOl1seculi/i sillt de SC'Il I11 
eoutrarc) ; 

q .= 0, primli! t c- rmen ("sle ceil3.i\ i si ll t nuli;a r 

q = I, toti tcrme nii progrcsiei sillt egali Cll prirnuI lc.nUl'11 a I . 


T crmen·i cchidis/anti de <'x/rem i. lnlr-o progrcsie geomclrica, pr()d" ~l1 l \ 
oi te rmeni cchi<.listanti de extrenti ('stc egal ell produsul tc rmellilo r (X\ I"< 1111 

Obstrt.'(z/ie. Daca i'mm.:irul termeni!ar ('5te ir.:.par (n = 2m + 1), at unci cxist5. un termen 1.1 II IJ 

loc, am+11 astfel incit 

COIIJi!ia necesara .s; sIIjicieHia. ell Irei iLl/mere a, b. C. [!tate ill accas!tl orc/w,_ 
sa jonneze 0 progresie geometridi cste sa avem bt = ac. 
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TMrrarea mediilor gcometrice a~, a; , .. . , G~ intre do i t er l11cni cQnsec-ut ivi 
, " J I I ai unei progresii geometriee at · .. .. an d e rat ie q ~c red uce la eal­
111.11 ,..~ r::t.t iei q' a p rogresiei gcomctricc 

a
~

J 

~ 
• 

Iv~a~, af+1 eu ma; + 2 termeoi. 

, 1rt+ l ,- , I aj+l , til ratie es te q = 'V q S<L il IJ = -- . 
a j 

"'+1(-­
1) .~c5. m estc pa r a'lern 0 s ingll rii solut i... re-alii.: q' = t· a! +1 • 


a j 


in cazul 	 aJ+t < 0, niei 0 olutie 
Gj 

in eazul 	~~ > 0, d ou a. ,olu t ii r eale:
I ,.1 In este im par a'/em: 


elf 


111 +IV­_L a j +1 • q'
\ GJ 

J.''rcmpl ll. sa se inscrczc ci nei medii geometrice intre ~i 4. 

2
-

V
4 6 - 1 ­

nllllie. A"lcm 7 t ermeni, d eei q' = ± ~ = ± {y2: = ± ~2. 

HL'zul lit dou a progresii geo rnetriec : 

;, - f, I. - ~l., 2, - 2 J2, 4, 

1'" l iv 

1, ~2, 2, 2 ~2, 4. 
2 

) .12.1. 	 Reprezentarea unei progresii geomeir,:ce cu n 
termeni 

D.le1\. n umarul termenilor este impar (/I = 2m + 1) ~i a este termenuJ 
II , miiloe, progresia 0 plltem serie astfel: 

!:.. , ..., ~ , . a, qa, ... , qma. 
qm q 

Dad\. numarul termenilor este par (I: = 2m), putem serie: 

a a a 
qzm~J ' .... f ' q 
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sau 

- ({ a
(-1)"'-({- , "" - - , - qa, q"a, "" (- 1)1II'12"'-I({

q"J.m-l q3 q 

(progresie eu ra tia _ q2). 

Limita sltinei 5 n : 
Daea: . 

q:> 1: qn -> + C(J ~i 571-> + co, dad'\. ({I > 0; respecti'f Sn -+ - C(J p 

daeii al < 0; 

o < q< 1 =;> q" -+ 0 ~i lim 571 = ~. 

·.....+00 1 - q 


q < - 1: q71 nu arc limita ~i lim 5" nu existrL. 

n-->oo 


_ 1 < q < 0: q71 -> 0 ~i lim 571 = _a_l_ • 


n-->+oo 1 - q 


Caracterizarea ~i detenninarea unei progresii geomctrice se face la rr 
ca la progresiile aritmetiee. 

2.13. Analiza combinatorie 

2.13.1. Permutdri 

Dcfilli!ie. Se n~tmesc fern/ulari ale ul1ei ",1<I!;1IIi A Clt 11 elemelile toalt 
tnltlfimile ordonate care sc pot /orma Cit cde H elell/wle ale lui A. 

Numarul perm~lt'"cnlor a n elemente', 11 E N*, este: 

P71 = 1· 2 • 3 ... 1Z = n!; O! = 1 (prill dcfinitie). 

ExemplI<. Xum~lrtl1 permuti'Lrilor a trei elemente, a, b ~i e (abc, bca. c<lli• 
• eb, bae, eba) este = 3! = 1· 2 . 3 = 6.P 3 

Swnarul perml!tariiar cu repf..lific a /I elemente, in care ficcarc element ~ 
,poate repeta pina la n ori, estc P71 = n". 

Exemplu. eu clementele a. b. e putem forma permutarile cu repetitil'~ 

aaa. bbb. eee, aab. aba. baa, aac. aca. caa 

abb. bab. bba, ebb, beb. bbe. eea. cae. ace 

ecb. eb,;. bee. abc. aeb, bae, bea, cab, eba; 

11- = 3; 33 = 27 pcrmutari = Pn . 

Numarul pcnllutarilar a n elemente. dintrc carc ("<,- sint egale intrc c1e. rr 
sint egale intre Cle..... ::r sint egale intre ele. cs te egal eu 

n!
JI,,= ----- CU (XI + (X2 + ... + Clr = 11. 

1:(1 ! cx2 ! ... Ctr ! 
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I lC Jll j,lll. Pentru It = 3 ~ i (1.) = 2 (aac, aca, eaa) avem 

" I 

-;, =~ = 3. 


2! I! 

/otlftoriale (proprietiifi): 

(II- -'- !)!
II! = (n - 1) !n; 11! (Il - 2) ! {n - 1),,; II! 

11 -;- 1 

_ ---"-{,_t--'--;-.~ .1/! = 
(11 -;- 2) (n -,- 1) . 

. 13.2. Aranjamente 

filLi.tic. 5 e ,wlIlese aranjamentc a n elcmenle lllatc eil e m(m ~ Il) ale 
,r I III1t/lim i A CI~ n elemenle, loate submul{imilc ordo1late ell cile m clem cllie 
I ,' pot forma £jin cele n elemente ale mul!imii A. 

" lIo teaza A;t'. .... .. 
" "I ~Lrill aranjamentelor a n elemente luate eite 11/ este 

JI.! 
}Jl.A~ = n(n - 1) ... (n - 111 -I- 1) = ---­ 1/;;:: 

(JI. - Ill)! 

•""P["" N umarul aran ja mentelor a teei elemen te a, b, c luate cite d~ua. 
/l r , be, ba, ea, eb) e,k /i~ = 3·2 = 6. 

A n n! A' n I·I'w /,yiclii/i. A~ = P,., n = - sau n = 11 . , A~ = 1. 
O! 

II,I/aru[ aranjam w lclor Cit "epetiJie a 11 clemente luate cite JJ/ es le ...1:;, = Hm. 

I " mp/ II . Pentru t z:ei elementt> a , b, c aranjamentele lor eu rcpetitiC', de 
II, 0I11111\. e; lemente, sin t aa. bb, ceo ab, ba , ac, ca , be, cb; d eei 1/. = 3 ~~ III c= 2·; 

32I \1111 III = 9 aralljari eu r<'petiti,' . 

' , l3.3. Comb£nari 

/1 , flllil ic. 5c 1/ /lJ/leSC cOlllbinari a II ele llle,d" 'Illale iii" In ('II ~ 11) ale 1(Jwi 
,/(,"" A ell II demel/Ie loalc submltlJimile CI/· cile III clell/clllc, cm'e sc p ot fonna 

' " , r/f n "Icmente ale mul!i11lii A. 

lIo leaza C;;o sau (,~ l. 


IIIl1ru-ul cornbin[nilor a ." elemC'nle luate ci t e /II <'ste 


·1T1' n! ... _ ,, (n - 1) ... (1/ - 111 + 1)
l~ :: ~ =----- C" ­tn! m!(Il-lIl)! ml 

'""rl". i"lIl1larul cOll1bit~[lrilor a (rei clemente luak ci te dOlla (ab, ac, be) 
J ·2 

1 .1; -- - =3. 

2 


I', oprict"-p • 

•) (:. = nJ q:=c?'=Gg= 1. 

I I) c;: = c~-m; C~ = C:;'-l + Cf,'.:-t. 

59 



c1 );umarul ::;t1tJll1LI.~imi\<.Jr und mult il1li eu >! demeutC'. cstc 2". 

d) C~ = c ri~l + C;~l -;- .. . -;- C~71 -;. C~-l -;.- C,~=t. 

c) 

P I -:- P2 + ... -L. Pm < 11 
.\'ltmii ,'u/ con;billarilor CH updilie a 11 clemente luate cite m este C; 

= C~~m_l' 
Exempli(, Cu tn' i ch:tl1t'lite a, b ~i c se put forma cumbinarilc eu rcpct ilir 

d e Cite daua ekmell te: aa, bb, cc, ab, ac, be, ])l'ci n = 3, m = 2 ~i Cf: 
= C~7rn:-l = Ci = 6 com;lInari eu' r('retitie, 

2.13.4. BinoJJlul lui Newton 

1(x -:- aJn = C?,x ll .;. q,x"-la +- .. , + Cb ll - ;ak + h' + C~-lxan-l +C~all 
(n E . 

Proprieliili (0 ~ III ~ 11): 

1. TermCllul ell' rang k -+ 1 este Tic+-! = C~x"-I:al: sau 

hH = (_1)1: C~xn-kak. 

CI:LI_~ Ck
n+ l - • n' 

, k + 1 

n -k a 	 Il-k a 
-', T" '2 = --- . -. Tk+1 sau Tk ,C2 =~ - - --. -. TtH' 


k + l x k+l,>; 


'!. );1I1l11rlll t ermcn ilor dl'uoiUirii {x ± a )n ('~te It + 1. 

5 , Co~ficiclltii termeni\or Lga\ ri c p[ntati de extremi sint ega\i. 

Cf, + q -'- ... -'- en = 2"; q - q + ... + (- I)" C~ = 0 

c~ -7- C;~ + C~ -:,... ... = 2;'1-1; C~ + C~ -~ Ca + ... = 2R - • 

q~ == (C~)~ + (Cl,\~ + .,. + (Cm~ 

D ,':.'o!lclri tarliclI/m'e lIzualc 
21) (a ± bl~ = a ± 2ab + 62 

21 (a _L b -:- C) 2 = a2 + b2 -I- c2 -I- 2 (ab . be -I- cal 

b3-) (a ·;- b)3 = a" -:- 3a 2b -I- 3ab2 -:- = a3 + b3 + Jab (a + b) 

a3 b3 b3(,I - b)3 = - 3,,'b + 3ab2 - = «3 - - Jab (a - b) 

3 3 2 2,oj) 	 (</ -'- b + eJ3 = a -I- b3 + c -:- 3 (a 2b -+- a e + b2a+ b2c + c a + c2b) -I­
-+- 6abc 

5) (a -7- b)4 = a( -:- "a3b + 6a2h2 + -1ab3 -+- h( 
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Cnzul general:~ 

'" p j ' all' {(2 Z , •• ((m )~l 

fJ!h! .. ·fm! 

).13.5. S uma puterilor aserne'nea ale primelor 1b 

1WJlZ,ere naturale 

II.ll ;;' • p '~ IV + 2 P + ... -;- nP. p E~. atunci a '/ cm 

1)/2; s" = }l~(n + iF (2;1" -;- 211 - 1).' 12 

1) (2n + 1)J6 ; 5. = u(n + 1) (6n 5 ..: . 1511 '\ -;- 1,,,3 ­
- 6n2 - il - :- 1).' 42 

57 = 1l~(1/ -'- 1)~ (3;z4 -;- G"J - lI 2 ­

- -iii ":" 2j/24 

/I( lL + 1) (6n3 + 9112 -:- i1 1)130 ... 

f) rdatie CD.re perrni tc c<1Jculul lui Sp, cind sc CU llOSC SP-l' S1'-2' .... 5'1 cse 

" 14. Matrice ~i determinanti 

'.14.1. JJ1airice 

II { llZi!ie . Fie I( un corp conllltati'r. Se llumeyte ma/rice en 111 linii ~i 11­

10 IIII' (m. 11 E N*) orice familie -A. 

d = (aij) ( : ,j) E {1.2 ..... m} x {1.2..... >I}. 

I I. lilt nte a il apartinincl corpului ]{. 

1 I. m<.!ntcle matricci A sc reprczinta ca un t<1!:-lou drcptnnghi l11ur eu In 

I I l ,. coloa uc : 

all aIn)(lIZ ... 

A = a~l aZ2 '0 , Q z1t 

.................
( 
aml am:!, .. , amfJ 

I '1IIIul ind ice !l1<1rchcaza numarul" linid . iar ai d oilea indice m archeaz.l 
.,'01 11111 col0a nci, 

I llt'ori sc lloteLlZu. ell par~nt~ze en cirligc [ ... J . sau ell si lnbolul 11 ••. 11­
" 111,11 f( = R obtinClll 0 matricc reali[, iar pentru J( = C obti ;«..m a 

II ( I I II otll p l cxt'l. 

, lilt IIlll'a tuturor matricclor eu elemen te din I{. a 'rilld m linii ~i 11 eoloane. 
'"IIl! d' tipni (Ii!. 1:). se noteazii eu ].{m,n(]{) sau 111m,n' 
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In ,1["1.11 se define~te matricea de efect 11ul fata· de adU11arca m:1tl'ic(."l., 
<:are are toatc c1el11cntele egale CU 0 ~i care se llume~te lIIa/rice mda: 

... 
o=(~~~J 


o 0 ... 0, 


illa/ricell .pllsa 1I1t1/ricei A. Fie A = (aij) E J[m.n; malricea - A. 


~e llum('~te ()p.~lsa lila/rice; A. 

Aile ma/rice: 

a) lIIa/ricea. lillie (1. u) (all aJ2 aJn); 

aJl ) 

b) ma/I'icea coloallii (111. 1) a~J ; 


(
 

aml 

c) J[a/rice pillra/icii. ::'Ialricea A pentru care III = n se 11ume~te matrll 
Ja/rll tieti. Muitim('a acestor l11atril;(" se noleaza CIl JJ,.([{) sau lvln. 

d) ma/riaa diagollalci: 

e) lIlatricea scalarii: 

l 
0 0 

0 0f) lIIa/riaa wli/a/e. notata ClI E: 

0 0 0 

Egali/(I/ea a do/Iii I)Iairice. Doua rnatri<.:e A = (aif) ~i B = (bi}) din Nim.,.(li ) 
slnt egale dad;' ~i numai dati!. alj = bU. 't(i. j) E {I. 2..... 1/1} X {12. ... , llJ 
=I :-: j. 

.'1. dwrarea. ilia/rice/or. Fie Ak: (ai j). B = (bjj)E.lJm.1I ; matricca C = (Cij)ElIlm.,. 
se lI umc~te S/Il1la ma/rice/ul' A.~i E ~i se scrie C =, .1 -I- E. dacr~ (if = aU + 
+ biJ."I(i. J) E I ;< J. 

-1+2)=(1
0+1 3 
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I 

j'l'(lpr iel(l!iZ" ((JulIa)'ii 1I1alricc!o/' 

l. 	11. C EJl",./j <l'lem 1) A + B = B -:- A 


2) (A. + B) + C = A -'- (B + C) 


3) A + 0 = 0 + A = A 

oj) A + (-A) = (-A) -0- A = 0 


Ikc i (JU m .n • . :-) es te un grup cornutativ (abelian). 

(' i" A = (a ij ). B = (bO) E j11m.... matricea D = (dU) E .\.fm... fie nume~te 
"" m/a malriulor A. ~i B ~i se scrie D = A. + (-B) = A. - B. dadi. dU = 

"I, - bO. V(i, j) E I ;, J. 
IUlIluij irea matl' ieelor eu WI scalm·. Fie A. = (aO) E 111m.• ~i AE K; matricea. 

(bIJ) E 111"'1<11 se nllrne~te P" odllslIl matricei1 A cu /" B = IA. dadi. bll = 
1<1/1 · V(i.j) E I x J. . 

j 
I tmlpl u . 3 

( 
3 2)=(~': ~. 2) = ( 15 

o . J' J J'O ,"9 

) ', oprietatile inm-titirii matricelor cu scaiari: 

'iA. BE 1\1m ... ~i j" p. E I{' aVC'1l1 

1) l·A = A 3) I. (A + B) = AA -'- ).Jj 

2) IA = Ai. 4) (I. + 11-) A = "I.A + flA. 

5) i . (;.LA) = 11- (ioA) = (i.lL)A 

t IIlI lII /firm ;na/ riee/ar. Fic A = (alk) E Mm... ~i B = (bk1) EAt.. ·.!>; m a ti-icea. 
(co) E JIm.p SC nurne~tc produsl!l m(l/rice/or A ~i B. C = A B. dac! 

" 
ei} = E alkbf;j. V(i.j) E I >< J. 

k~l 

1/ mjdl,. 

= (2. ( - 1) -'- (- 1) . (2) 2· (2) + (-1) . (1)1 =(-4 23). 
1· ( - 1) + (0) . (2) 1. (2) + (0) • (1) - 1 

I) IE = E A = A. ol) 1. (.,1 R) = PA )B = A (i.B\' 


' ) AO = OA = O. 5) (A + B)C=AC+BC. 


) ( IDlC = A(BC). 6) CiA + B) = 'CA ..;- CB. 


II I J, !1. num:lru l coloanelor matricci 44 nu este ega} eu numarul liniilor matricei B, atuDe} 
Ilit h l eclot" deua matrice uu este pesibil:i. 



,' fa/ricea /rallspusa a wle i m a/rice ; 

Fie A = (aij) E J[m.n. :\Iatrie(''1. ', 1 sc Ilume$tc tran>pusa matricei A, dac5 
"A = (aji) , \f(i, /) E I x J sal! 

T rall sp lt sa mal ria; A esic ma~ricca obtinutii din A prin schiml)area. liniilc;r 
:In coloanc ~i a col<Janclor ill Ji nii . 

ProJ:ritliifi. 

1) '\ " 'J) ~, A. 3) '(A -:- n) = IA + tn. 


2) ' (i ..·l) = i.'A. .oj ) I (AR) .= ~B'A. 


Excm/ll/. 

1 ') ) . 
Dae'l A = 3 ~ atl!llCi( 

J[a/riaa adjllllcl'~ (/. ullci mill rice 

Se nUl11~.~tc a.lj/tllchi lIlalricd A. = (a/j) E 11I" ~i so note:l.Za eu A * mat!icea 

'Uncle A ij cstc cOlllPJeinentul algebrie al lui aji. 

Clasc speciale de matriee piitratiee; 

1) 0 lllatricc.1 = (aH) se nume~te simctricii, dade ~i lluma; dad\. a'j = aJf. 
'VU, jj E I x j. adica A = 'A. 

2) 0 m~tricc A = (a/ j) se nume~tc alliisimctrica, dadi ~i numai dacl 
aO = -aji. \f(i; j) E I /( j. adica A = -'A. 

3) 0 matriee A se llumrste or/ogollala daea '~i lluma; daca AtA = E. 
adica A-I = ','I. 

-i) 0 matriee A sc 11l1me~tc l1fdcgel1eralii, dad;' det A =F O. 

5) 0 matriee A sc 11111l1C~te dcgwcralii, dacii det .Ii = O. 

JIa/rice invcrsabile. Fie A E 1\In; .1 es te invasabila dad\. exista. 0 matrice 
BE J!" astfe! ineit AB = nr! = Ii; n se noteaz[l eu A -1 ~i se nume$te ·i,wersa 
mal,'icei A . 

T eore1l1ci . Matricea A E AI" admite 0 illversii. A-I E l,In da;a. ~i numai dacj\ 
.4*

dct .-1 ~ 0; III plus A-I = 
det A 

li4 
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E,umplu. In'/crs:!. matricii A este-- (ab -ab) 

a 

2 2
 

-4-) - a : b ) 

a2 + b~ 

2 + b2 eu. .a "" O. 
-b a· 

( 
a~ + b2 a2 + b2 

Proprietiifi. 1) (A -I) -) = A; 2) (A B) -) = B-IA -I: J) det (A-I) = (deU)-' 


lIQ,J'gul unei matrice 


Fie matrieea A E Jl!lm.,,' 


}.finorul lwei malrice. lvIillorul ttI"i matrice de ordimcl k se nume~tc deter­
II, inalltul format din h2 e~mente (k linii ~i tot atitea eoloane) ale matricel 
date (piistrind ordillea eJementelor). Matricca A are rangul r, daelj. A are un 
,"illor Ilcnul de ordinul r. iar toti minorii lui A de ordin mai mare ea r. daer. 
,·xis t 1\. astfc:i de minori, sint nuii. Se serie rang. A = r. 

Forma >nalricealii Il sistemclor' afine: AX = E, A, B matrice eunoseute, 
ia r X matricc neculloscuta. 

E xcmpl!/. Sa se anc matricca X din ecuatia XA + B = C. unde 

3) 
= C :) (_2A- I = - .-

? 
- ~ ; x = (C - B) A -I 

( 
-1 -- -1 

. 2 

(-3 -2)X = . 
-3 -2 

2.15. Detcrminanti, 

P en1'lula1'e. 0 functie bijecti'/a f definita pe {I.• 2 • ...• n} eu valori In 
(1 , 2..... II} se nume~te permulare sau subslillt/ie. Se noteazA 

2 3 

Inversiune. 0 pereche ordonata (i. j), i < j. eu proprietateaj(i) > fU) sau 
/11 > hJ se nume!?te i1lversiullc pentru permutarea f. NumArul tuturor inver­
~Illnilor pe care Ie prezintil f se notcazii cu I (hI' kz• .•., h,,). 

S emiwl unei permuldri. Numllrul (-ll(}" ...• An) se l1ume~te semnul permu· 

I !l.rii (hi' k2' ... , k,,). Permutarca f ~e .nume~te paFA dad!. (- 1)I(A" ...• lto) .. 1 
~ i impara daea (_I/(A" .... An) = -1. 

;; - Tooele !ji formule matematice - c. 11 313 65 



• Dejini/ia de/ermillall/ului de ordinul al doaea. Fie matricca A = '(au au). 
, 	 -21 Bn 

Numarul obtinut prin adunarea urmatoarelor doul numere (-I)I(1.2)a ll Q 2t + 
+ (_I)I(2.1)a1~(l21 = (_1)0 alla2! + (-I)1a12a21 = an a]!2 - a12(121 .,se nUD1e~'e 
de/ermillall/ul lIlu/ricei A 	 sau de/ermillGllt de ordimtl al 2-lea ~i,se Rotea,i 

det A = Iall 

I a21 

DejilliJiG delermillantlllui de ordinul al treilea. Fie matricea 

Numarul obtinut prin adunarca urm1!.toarelor 
31 numere 

(-1)1(l.2.3)(/.ua22a33 + (- I)I(U.l)a12a23(/.31 +, (- 1)1(3.1.2)a13(12I(132 + 
+ (-I)[(3.2.1)(/13a22(/31 + (-1)1<2.1.3)(l12(1.21a33 +,~ "::'1/<1.:i.2)alla231132 = 

= alla22G33 + a13a23a31 + aJ3a21a;~ - a13a22 a21 - (l.'l2 a21 a'33 - alla23~n 
, ,,' 'r .. 

Be nume~te delerminallt1tl matridei ;;.( sau determinant de ordinul ~l [J I-lea. 
Se noteaza. 

dct. A 

Fig. 2.1 	 Fig. 2.2 

Regula lui Sarrlls. Pentru ealeulul determinantului rle ordinul al III·!<:a 
existil. urma.toarea regula. simpla. numita: regula lui S<1YyltS ,sau regula trilt/!­
ghiztrilor. 

Termcnii eu semnul + in dez'Iolta'rca dderminantului se obtin inmultind 
numerele de pe diagonala principal a. [ti,IG22(33) (ii cele din 'Iirfurilc "triunghiu· 
rilor", care au bazcle para lele eu aeeastil. diagonalii. prineipalil. (a12a23a31 ~i 
alla21 a33 ) (fig. 2.1). 

Termenii cu semnul minus in dez'loltarca detcrminantului se obtin inrnul· 
~ind numcrclc de pc diagonala seeundara. (.-:-a 13G22 a,,) ~i eele din '1irfurile .. trl­
unghiurilor" carc au bazcle paralele eu aecasti!. diagonalii s,;cundad (-a12a21 a3 ' 
~i -al1a23a32) (fig. 2.2). 
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-1 1 

Excmple. 
-1 

-1\ = (-1) (-2) _ 4. () = -22 () :; -6 -2 
-2 2 -I 

(- I) . 3· (- I) + 1 • 1 . (-2) + 1· 0 . 2 - (-2) . :;. I - () . -I • (- I) 

- (- I) . 1 . 2 = 3. 

Drlcrminantul de ordin,.l aZ n-lea. Fie matricea A = (aiJ). i. j = Go . 
Nnma.rul 

u nde suma cste extinsa asupra celor n! permutari (k l . kz' .... lin) ale Ilume­
relor 1.2..... n se nume~te tietcrminallt1l1 matricci A sau dctnll/illaHt d, 
crdinul al n-Iea ~i se noteaza 

det (aiJ) = det A = lao!. 

MiHori ai wtui determinant. Sc lIume~te ItltHor al clclliclZtllZui alJ din deter· 
minantul matricei A. determinantul de ordinu) n- I ce se obtine din A prin 
e llmlnarca liniei i ~i a coloanei i ~i se noteazll. Mij, 

Complement alg;~ric. Se Illlmcl?te complement algcbric sau cofactor al ele­
l11 entului aij din determinantul matricei A numarul 

AiJ = (_l)I+J M H. 

Semnele cu care se pre·/a.d minorii 1',;[lj pentFll a de'/cIli complemen~1 
ulgebrici 1<int date in tabloul urm?Hor: 

+ 


+ 


DezlJoltarea determinantului det A dupa elcmcntcle liniei t: 

det A = allAlJ + at2Ai2 + ... + alnA/n. ( 1) 
Pentru h", avem 

o = atlAli1 + at2Ali2 + .,. -!- ainA/in 

D.zlJoltarea de'ermillantului det A dllP,i eifmclltclc co!oanci :i: 

det A = alJAl1 + a2JA 2j + ... + anj·.J nJ. (2) 

Pentru ~ '" j. avem 

0= aIJA I /!: + a2 JA 2 /!: + ... + anJAnk (2') 

Exemplu. Fie 11 = 4. Dezvoltarea lui det A dupa clcmf'ntelc primei coloane 
f 10 

all a 12 al3 au 
ll2:! a:!3 a'2.J 

a21 Q 22 023 °2~ = (/11 (-1)1+1 aS2 a33 a34 + 
an Q 3:! a33 a34 

{/t3 a44°.2 an a.2 an a44 
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a l2 all au aJl a l3 a lt 

+ au ( _1)2+1 +a31 {-1)3+l azz aZ3 /1/24a32 a33 a3~ +,. 
a42 a43 au Q 42 a43 aM 

alt 

au 

a·3S a33 aat 

Determina:ntul produsului a d·ou1\. matriee 

det (AB) = det A • det B. 

Proprietd!i ale detemzinan{ilor 

1) Daeii. toate elementele und eoloane sau ale unci linii dintr-" matriee I) 
slot egale eu 7,oro, ~tunei determinantul aees tei matriee este egal eu zero. 

2) Daei!. elementele a dOlla linii sall a doua. eoloane dintr-o lTIatriee sint 
ega1e sau proportionale, atunei determinantul aeestei matriee este egal eu 
Uro. 

3) Daea sehimbam dou1\. linii sau dou1\. eoloane Intre ele <hftr-o lIlatriee A, 
obtinlnd 0 noua. ·matriee A', atunei det A' = -det A. 

'I) Dae1\. 19tr-o matrice A inmiJ.lti~ olinie sau 0 eoloan1l. ell un nUIllii.r a. 
obtioind 0 nona matriee A', atunei det A' = a dot A. 

j) Orice matrice A ~i transpusa e i tA au aeela~i determinant, d e t t,~ = det A. 
6) Dae1\. i"tr-o malricc A 0 coloanii sau 0 linie es te 0 eombinatie Iiniadl a. 

celorlalte eoloa ne sau lin ii, atunci det A = O. 
7) Daeii. 1ntr-o matrice A toate elemclltele unci Enii sau ale unei eoloane 

sint sume de cite doi termeni atunei det A se poate serie ea suma a doi deter · 
minanti . 

8) Oriee matriee piitratii de ordin impar antisimctrici!. (strimb-simclric;\) 
are determinantul sau egal eu ze ro. . 

9) Daei!. A = (aiJ) ~i A1j = (-I),+J111[iJ sint complemenfii .algebriei ai 

" 
elementelor aiJ. atunei dot A = E a;JAtJ· 

j = l 

10) Determinantnl nnei matriee antisimetrice de ordin par este plitratul 
unui pOlinom format eu elementele matrieei. 

Determinanti importan~i. Determinanti ce1ebri. 

1) Determil1a'lt adJunct. Determinantul matricei adjuncte A· a unel 
matriee A se llume~te determinant ad/lIllct ~i el es te egal eu 

A22 A 712 11--Dn-I , dn = 

dae~ D = det A. 

• Alel ;i mai departe priQ matrice In\elesem 0 matrice p~tratl. 
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2) Detcrmi,!ant reciproc. Daca 0 matrice A este invcrsabi!II.,_ determinantu! 3 
nl matricei inverse (reciproce) A-I" se nume~e determina"t recipToc ;;i esto 
ega! eu 

)'= 

All An AnI 

' D D D 

.412 Aza A-n2 

D D D 
... : ........ / .... 

AJn Au · Ann 


D D D 


=---. 
det A 

J) Determinant pTincipal. Fie AE]''lm. ,. 0 matTice. Se nume~te determinanl 
tr i,:cipal corespunzator matricei A un determinant de ordinu! maxim, format 
~' u elementele matricci A, care este nenul. 

1) Determillalltztl Vandcrmollde. Se nurhelite determinant Vandermo"d, 
de terminantu! de forma.: 

a~1 

IT 
a~-1 

5) Determinallt1t1 lui Wrollski. Fie Yl, Y2' ... , Yn : [ c R -I> R 11 !unctU' 
cI,; c:lasil. en-I. Se nume~te determinant al lui Wr01lski corespunzli.tor accstcr 
'u l\ctii sau wrollskian determinantu! 

)'J (xl 

)'~ (x)IV [)'l (x) • •..• )'n (x)] = 

Ii) [II cgalitatea lui }. Hadamard. Fie D determinantul corespunzator 
.... (trieci A EAT,.. Atunei avem 

7) Dcterminalltlll COl1ti/iltallt 

0 0 0 0a1 

-1 aa 0 0 0 

[.1' RZ' .... an] = 
0 -1 0 0a3 

o o o o 
\ 
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8) Determinant ,,/ dubla sinlelric de ordinul 6: 

a l az aa at ((5 as 

a2 bl b~ ba b~ a 5 

{/j b~ CI '2 ba a4 

at b2 C2 ajC1 b" 

as b4 bj b" bl a2 

{{fi (15 (It a 3 Q 2 a l 

9) D ctetmillaJlllI l circulallt: 

a l az a n­ 1 an 

Zn ~, 
G;! 

a 3 

"3 
a. 1 

"n 
a l 

aJ 

a2 

10) Ecua!ia seclIlan; (ail,; E R, aO = ajil: 

(t~l 
0 . 

• 0. ann - i. 

2.16. 	Sisteme de ecua~ii afine 1) (liniare ~i 


neomogene) 


t;t) 'Sisteme de 11 eClla!ii a/illt.' Cit n ll tC Il!/osclIte (n E N°) 

n

2:: "ikXk = b,. 1,2. '''' il; D = I ail,; I #- 0, ail;, blE R'). (I) 
k=l 

Solutia unica csle data d l: I'eg ll la llli C)"(w ler sub iorma unui vector em n 
eomponentc (x" X 2 ' "', Xn). Hilde: 

1)1 Dn 
X I := -, ...• ~~': Jl 	 (2) 

D J) 

determinan"tttl Di ob~illilldLl-Sl' dill V prill inlocu irca elcmentelor din coloana i 

eu tennenii lihcri, J.I1ume ell (:: ) 

bTl I 

1) Tn scriere matriciala sisl...!mul ;).fin (1) are forma AX=- B ~i solu~ia Z .. ~.t-'D, dei AtoO. 
'J Tn locul eorpului R putem ave. eorpul C sau Z p, eu p prim etc. 
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ExemJllu. Sl!. se rezolve sistemul: 

-1 

-Iaici D = -1>F O. 

-1 

( 

3 

X= -. 
2 

y = 2. 

-I 2 

-I :; 5 
z = z = 

-~ 2 

;1) Sis!r.me de m eel/alii aline e1< II ,zeell11 0seute (Il. m E ~') 

n

B aik·fj; = bi,i = I. 2, .... IJI. 

k=l 

I Jill matricC'a . = a/i; I a coeficientilor nccunoscl)telor 'se extragc un 
"It IlI linant ncnnl de ordill maxim p. notat Dp. ~i numit determinant priHcipal 
I , tonslruicsc cietermillaJl!ii cameteristiei. Dc, e. = p + I, p + 2, .... m prin 

I OJ d I rea determinantului principal ..orizontal". jos. cu eoeiicientii nee1mos­
"Id"r prineipale dill ecuatiile ramase. care nu au intrat ill iormarea determi­

I 1I1 11 11li principal, ~i ..vertical" . in dreapta. cu t enncni liberi corespunzatori. 

I) arul m = >I. 

I) Daca D >F D, atunci sistemul este cramerian ~i are solutia unicll dat:. 
('). 
lifl>acll. D = 0 ~i cel putin un determinant caracteristic este diferit de 
"' 1 (1 ,- atunei sistemnl nn a re solutii. 

hI) Daell. D = 0 ~i toti de terminantii caracteristici stil t Ilu li, atunci sistemul 
I , 11Impahbll , dill llcdcteI1l1ima;r.-s-e rezolvK cele p, ecuafh rmci a lc ~i 

"I,flll c e 'Inclpa e Xl' X 2' .... IC Ie ex , .... X". 

r ' (e r mu n - . p. ~ensul ell. 'necunoscu e_e __ 
• I. ,.-~. 'x::: .1 p+:-- .. .- lI:r:ra1rmi'Prtllln-...a1"rhbtljtC'rt':'!aTjJTC- ­

7] 
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Exemplu. SA se rezolve (ii sa se discutc sistemul 

I

1..1' + )' -:- z = 1, 


x + AY +;: = )., j.E R. 


x + Y + ),z = ),2. 

Determinantul sistemului cstc D = (A- 1)2 (i. + 2) . 

i) DacA D '=I 0, sistemul are solu ~ia unici1 x = - ~ , 
(/,+2) 

1 
Y= 

:A+2 

ii) Dad!. D = 0 a'ICm situatiilc urmatoare: 
Dacd A = 1 toate cele 3 ccuatii se Tcdue la una sing-ura (m = I, n = 3, 

f' = 1) ~i sistcmul admitc 0 multime de solutii eu a !ji b arbitrari in R: 

x = a, ,J = b, Z = 1 - a - b, a, be R. 


nacd A = -2(m = 3, n = 3) lurlm drept J.ct(;rm~nant principal 


-2 

D, = 1 
 1 I= 3 '" 0, deci p = 2. 

\ -2 


Acestuia. ii corespunde un sing-uT determinant c(lracteriStic 


1 

-2 -2 = 9. 

4, 
Cum Dc '=I 0, rezulta ci1 in acest eaz sistcn'iu l cstc incompatibil. 

2) Cazul m < 11. 

Sistemul nu are solutic l1niea (P .::; 111 < 11.) . 
i) Dae1 eel pu tin un determinant caraeteristie cste nenul, atunci sistcmul 

nl1 are solutii, este incompatibil. 
ii) DaeA to~i determinantii earactcristiei sint nuli, atunci sistemul este 

c:ompatibil, dar nedeterminat. Sistel11ul are 0 "ncdctermiHarc" de ordinul n -po 
Exempllt. S1 sc rezolve i ii nrnltimea clasclor de resturi modul 7 sist('mull 

3x + y + 2z = G 

x + '1y + 2:: = 3 

\ 5.l' + 2y + Gz = 5 

Rezolvare. l11truc~t (Z" t, .) cste corp, calculele sc fae exact ca, in R. Avem 

3 1 2 3 1 1 

' 4i 2 = 2D= 

5 2 G 5 2 3 

.. 2 (3 • i . 3 + 1· 5 . 1 + 1 . 2· 1 - 5 . 4 • 1 - 3 ·2 • 1 - 1 • J • 1) 

= 2 (1 +.5 + 2 + 1 + 1 + 4) = o. 
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3 
f.u lm Dp = i 1= 3·4- 1 =5- 1 =4 'fi t, 

3 6 


C 1cu!am Dc = 
 3 g1tsim Dc "" 0, 

525 \ 

'i ntem in cazul teoremci ROllche-Foll/en! ~i solutia se an1t rczolvind sistemul 

3:>: + y = 6 - 2::. 

x + 4)' = 3 - 2z. 

s ' g-ase~te x = 2oc. y = 6 + 6:%.. :: = oc . oc O:lrccare in fO. 1, 2, 3. i, 5, 5} 

I) Caml 111 > 'l (P .;;; It), 
,) D~di .cel putin un determinant caractr ristic este diferit de zero, atunci 

I I ' 1111l1 este incompatihil. 
11) Dac1t toti determinantii caracteristici sint zero. atunci sistemul este 

I 111'p,dibil. dar nedeterminat. Sistemul are 0 "nedeterminare" de ordinul n-p. 

J:: ,emplll, SA se rezolve sistemul lui Rolle: 

x+y=5 

x+z=6 

+ z =7 

2x + y + z = 11 

x+~1+ 2z = 13; 

<I" II/ = 5 ~i It = 3. Din matricea eoeficientilor gll.sim determinantul pria­
'I'd: 

o 
-2 'fi 0, deci p = 3.oDp = 

i. : ' 0 

,'cs tuia ii eorespund dcterminan tii caracteristici 

0 5 I 

0 6 I 
) i e = ~i D~= 

0' 1 7 

2 1 1 11 

• 5 ,0 

0 1 7 

' 2 13 

( IIln acc~tia sint nuli, rezulta di. slstemul cste eompatibil ~i are solufia : 
' . y = 3, z ~ 4, 

(1'1 ca: particular important: n + 1 ecua:iiiafine eu n necunoscute, 0 COll­

wccsara ~i suficitmt!£ ca acest sistem sa ie com atibil es.te ca~GTU/ipal1luL 
,'" ri c .~/inse a· sist . . t4 • 

I 
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Excmpl u. sa. se .. f1e ·lal~area. paramctrului :1. E R pentru care si3t~ll1ul 

0 " .--' ­

2X -.3y = 7. 

3.t" + 2:ty ='-f

1XX - Y = .3 

es tc cOlll pati bil. 

-3 


.", ; m. <ek," ",;", " " " A' ~ (: :) Apoi 


IX -1 3 


2dd A' = I~ (I - x ) ~ i d et 	 .~' = 0 ..... x 2 - 1 ,;au Cl2 = 1. Pcntru C1. = -I, 
2 IJ 

rezul tJ. solutia unica x = - -, y = - -. iar pentru Cl = 1 gllsim solulia 
5 5 

.• = 2. Y = - 1. Pen tru x E R\ {-1. I} sistcmul IlU are solutii. 

E
n 

ai/, x" = 0, i = 1, 2..... II! sau AX ~~ O. 
k=1 

1) Caml m = Il 

i) Daca. D "" O. atunei sistemul este cramerian ~i are solutia unidl llul :. 
Xl = O. = O..... x" = O.xz 

ii) Dad D = O. sistemul admite solutii diferite d e solutia nula (s intcJl\ 
in eazul ~2). 

2) Cazul m < Il 

Dad. p ('" m) este ordinul determinanttllui principal, cum Dc = O. rcz ull .• 
ca sistemul are 0 ,.nedete rmina re" de ordinul It - p. 

3) Cazu l 111 > It 

i) Daca p = H. atunei s is temal a dmitc lIumai sollltia nul{l. 

ii) Dacii p < 11. atunei sist cmul arc 0 "ncdetcrm inarc" de ordinul n -- p. 

E xempt". Sa sc rezobe sistemul li niar 

I

x + 3y + 2; o, ,' 


2x y + 3z = O. 


3x 5y + ~J =~ O. 


x + 17y + 4: = O. 

Din matricea sistemului (m = 4. It = 3) deducem 4 determinanf i d e urd i 

1 31nul 3. toti nuli. RezuIta Dp = = -7 "" O(p = 2}; necunoscu t l'l. 
2 -11 
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I' ri nc ipale sint x ~i y. Lui Dp Ii corespund doi determinanti earacteristici nuli. 
"lemul admite solutii nenule ~i acestea se obtin rezol.,ind sistemul 

.., Xx + 3)' = -2z. 
{ 

~ - )' = -3z. 

(;[l5i111 astfel ca. sistemul admite 0 multime de solutii. cu a arbitrar. 

II I 
x = -- a, J= - -a. z = a, a E R. 

7 7 

'1) ea: particular important (It - 1 ee'uatii eu 11 neeunoseute) '" = 11 - I 
1/ - 1. tn aeeast1\. situatie sistemul admite 0 multime de solutii. el a'/ind 

II .,II l"clell·rminare" de ordinul 1. Dadl. admitem eli 

atunci 

an-I. I 

D~ D n- 1 
,'\'n' "', x n- = --X1l.1 

Dp Dp 

'\I ' n arbitrar in R. iar Dj obtillindu-se dill DfJ prin inloeuirea coloanei j cu 
,I "'rlll-coloan1\. 

_a 
l

• 
n ). 

-G.., n 

( :c-~n-l. " 
~.17. Polinoame 

": .17.1. Polinoame cu coejicienti complexi 

/"0 1"111 , /. algebridi a 1I11lli palinol/! / E C [X j >OJ estef = ((/0 ' a l . . .. , (/ n, O. 0.0, .. . ) 

" 

J" 1I 11 111erele complexc ao. .. . , (/n sint coe/iclell!ii polillOI11ului , X = (0. 1. 0, ... J 
I lI u ie/erminata (lin pOlinOlll particular), n cste gra dul polillolllzdlli, an 
'III'> LIII Ziber. iar a o coeficielltZlZ domillallt . 

" ll ll c!ia poZiJlo,:.ninala asociata polill omului.r E C [X] es t\! 0 funetie.7 : C ~ C 

I""prietatea flex) =.r (:x). V':J. E C, flex) fiind valoart'a pol inomului / in 0. . 

• ) to general se poate considera inelul poliooamelor Kr "'-l I unde K este un corp comutJ.t i\.' 
11-. de pildA Zp cu p prim. 
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Daca f =~. atunci.f = g. 

Exista in s l!. ~i polinoame diferite. ale citror fUTlctii poliIlomi,tlc COil iC id. 


Exempli:. fix) = X ~i g(X) = ,\"3. / =I~. /. tEZ3~Xj ; 

X 

fix) 

g(x) 

I 	 . 

A A A 

0 I 2 

A A A 

0 I 2 ~r=7· 

A A A 

0 I 2 

Teorema impartirii cu rest a doua polincame. 

Orieare ar fi f. g E qXJ, g =I O. exi~t1i po!illoamcle tlllice If. r E C rXJ. astfd 
ineit f = g7 + r. grad r.< grad g. 

Polinomll! f S~ n1Jm '~~te dtimPJr!zt. ; impo.r!itor, , dt ~i I' n sl. 

[mfa/'firm IIl1l1i pol iI/alii Gil X-a: IJarfl fEe [Xl 5i R E C. atullei e~i~ta 
'I E C [X ] ullie . asHe! illcit .f = (X - a) q -j . .I (:1). 

Hest,,! imprlrtirii polinomu!ui fEe [.:'!:]..r =I 0, ell.Y - a ~ste I(a). F t'z ul1 ;1 
ca aeesta se poate afla 11ir'l a ciec tua impar\irea. 

SC/"'ma l,.i H orner lie aillUi ; :L amim citu! If = boxn-l -i- bl,yn-~ ' j, . .. -1- bn­
al imp~rtirii polinotnului J = ao.'!:" + al'ylI~l -{- . .. + lin la p olinolllul g = 1 

= X - a prccum ~i restul ac(std imp5.rtiri. r = f(a) O~, abn- t + "n' 

a l Q 1 	 an 

a 1" -. I (a ) = 

Toxcmplu. Pc ntrll f = X " .'-- 2.\"3 -"- 5.\"2 -;, ~X . + i 5i ' c.o ,Y -:­
a'tern 

~1 _________ : :2 	 _________ 

r cspeeti"t tj = .\"3 + .\"2 + -lX ~i r = -I. 

2.17.1.1. Divizibilitatea polino arne lor 

Defini!ic. Fie f. gEe [X] dou{l polinoame. Spl/}um cd po/inomzd g diviit 
pe f ~i sericin g I! daca exista q E C [X]. astfel inc;t I= "g. 

Se rnai spuno ca f osto divizinil prill g. f csto un IlIzlit iplzt al lui g sau c:'1 : 
esto Ull divicor al lui f. 

Pro/>riela!i. 1) Polinoamcle de grad zero (adidt -eonstantclc IlCntl le) di.,i,1 
odce polinom. 

2) Polinomul g divide pc f =I 0, dad ~i nU[)Iai dad. restnL i.mparli ri' 
lui / la g este nul. 
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.1Ilparticular X - It di'liae pc / '" 0, dacii. ~i Ilumai dadi. /(0) = I. 

l} Daca g diyide p1l ~i / '" 0, atullci grad f ;;. 'grad g. 
4) Dad~ !lEe·, :atullci a/I/. 
5} Di',izibilitatea polinoamelor cste re/lexiva if If) ~i trall:ilit·iJ, UII1;li 

' I II =>fl Ill· 
6) Dacit fig ~i g If. atunci f \ii g s~ lIumesc asociatr iudi',izibilitate, adicll. 

III E (*, astfel illcit f = ago 

2. 17.1.2. 	 eel mai mare divizor comun(c.m.m;d.c·.) 

al polinoamelor 


J)efini!ie. Un poz,:"om d se m"'le~le c.m .m .d.c. at totilloome!or f ~i : 


I) D acii d If ~ i dig. 


2) Dacei d' I / ~i d' I g. al / ~llci d' i d. 

t1 1~1I1l d = (f,g). 

'["('orc:;u]. Orice doua polinoamc f ~i g admit Ull c.m.m.d .c. EI sc dderminll. 
I II .dgorillllul lui Euclid ~i este egal cu ultimul re~t nenul. 

C.WIlptll. Polinoamele .r = X~ - I \ii g = (X + 1)3 au d = X -1- I. 

·/"cor clmi. Dad!. d estc c.m.m.d.c. al polinoalllelor f ~i g. atunci cxi~ta. 
I'"I"'(KlllWic II ~i v astfcI inci~ 

tt/ -1- vg = do' 

[' ·(illi! ic. DOllei polinoa1l1c f ~i g pmlnl care d ~= 1 se IIlI/l/csc.prinrc lllt,.rele; 

I , t ll/ pll" / 	 = x~ - .\. -1- 1 ~i g = .\.~ + X + 1 shit .polinoame prime 
li t II ' (' It.:. 

X 3 


"iI Iw linoamele"lt ~i v asHcl ca SfL il'lem uf + vg = 1. 

[. rn n!J/ll. Fie polinoamele f = ~i r: = (1 - X)4 prime iutre cle.. Sit se 

/( c:oiva1'e. Incercam tt de gradul patru ~i v de gradul trei. 1'\11 reu~im. 
II' "" ra l11 gradele lui 11 \ii 11 CU cite ° unitute. Fie u = POX3 + blX~ + b:X.:+ (" 
I f all.\'~ -! . (llX -1- ao. . 

• t"l' i ~'lll relatia Iloastra astfcl 

I " locuill1 pe X cu 0 §i gasim a2 = I. 

l 'lI l'Clrtim eu (1 - Xl' ¥- 0, dcri',am odatll. 


4 

(1 - X)' 

lu l(l l" lIilll pc X eu ze,o. Gasim a) = ":I. 

l(,· ,,,· tilld aeeastii operatie, gasim aB = 10. 


11< l i v = 10 X2 + -4 X + t. 

'lo-, voltam pc 11 dupa puterilc lui X - I, s~b forma. 


C.. (.\" - 1)3 + C1(X - l)~ + Cz(X '- 1) + C3 : inlocuim apoi ,e X = 1 
• ,,,' = 1.CJ 

I 1/"1 ior imp1irtim cu X 3, derivam succesi" de 3 ori ~i 111 locuim pe X eu 1. 
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Gasim C~ = - 3. = I) ~i Co = - 10.C1 


ACllm II = - IO(X - 1)1 + G (.\'" - 1)~ - J(S - 1) + 1 sau 


!~ = - 10.\:3 + JG.\'"~ - ~5X + 20. 

2.17.1.3. 	Cel mai mic multiplu com un (c.m.m.m.c.) 

al polinoamelor 


Dr./iJli!ic . [;n poZiJzom m u mmlc~tc c.m.m.m.c. aZ pdinoamdor f ~i (J aac,i: 

1) fl m ~i g 1111. 

2) Dacii jim' ~i g 1m'. atwlei mi m'. 

E :WlZplll. PcntTlI polinoamele f = )(2':' ~i g = (S + 1)3••1:lcm m = 
= (S -I)(S + W 

T corciJla. Daca d este c.m.m.d.c. al polino3.melor f ~i g.atunci m = Ig • 
. d 

2.17.1..t. 	Radacinilepolinoamelor 

D cfilZ ilic. XIIIII'lmZ :t. E C ,'C 1I1IlIIC{IC riidacina a poZinOl;ZZI!ui /. dacil 

11Z1i11ai tiaril. 7(:t.) = O. 

Ta,.nl1<1 l"i Tie~l'"t. C'ln1l1[lrlll a. E C estc r~lUrlcin a a polilloml1111i f ~ II 
d3. c' .l ~i Ilumai dace, (S - :t.) If. 

])dillilic.•VIlIIzlint! x sc lZ11mc,5te ylidiieilUi !!lIlTtipla de ordilZlIl p a po/illomllll fj 
J ~ O. !itlcd ~i 1!1t11za i daca (S - ?-lP divide pc /, im' (X _ .a.)p+J IIZ,·l die'ide pc J. 

Pr'ntrll P = 1, r.1dCtcin[l se z:ume~le simpla. iar pcntru p = 2 ea se Ilumr~j,· 
,ad,le/llil. dublii. 

T corelllli. Xllm[lrnl :t. E C cs t c rC"I[lcilla ll1ultipla dc ordillll~ t al polinomll' 
lui f. dacr, ~i Ilumai dacl 

] (:1.) = 0; 7' (:1.) = 0; ... . }ep-J)(:1.) = 0; JIP)(:t.) of · O. 

Tc orolZ<i. Da.d LlOll~L polilloallW f.:; E C :X] au proprieta!C'a cal (=) = £: ( ) 
(;rican~ ar fi :EC, a1ullci/ =g. 

TcorcJ}ui. DaC[L fE C f-Y] estp UIl pol il i0l11 dp. grad 1t ~i Xl' .1'21 •.. , Xn ~II Lr 
r:iuacin ile lui ell ord illil . de multiplicitatc 1I1J • ;IZ2 • .... }} Zn atullci 

u:,Llc 'I" l'stc codicientul dom ina nt al lui f. iar 

H?] + n72 + ... -7- Hi 'n = grad f. 



2.17.1.5. Radacini comune la doua polinoame. Rezultant 

Dcfilzifie. Se nllme~te rezuJtallt a dowl polilZoame 

f = aoX" + aIX"-l + ... + an ~i g = 
. 
vox7ll + b(Xm- 1 -+- .•. + bm, 

,(rterminautul 

00 °1 Uz all 0 0 

0 0 1 a~ 0"-1 an 0 

1m linii 
•••••.••••••••••..• .•.. ..•. '0' .0 •• 

0 0 0 ao all 
flU, g) = 

bo bl b~ bm 0 0 

0 0 0bl b2 bm lini; 
••••••••••• 0 _0 ••• ' 0 ' •••••.• •••••••••• In 
0 0 0 .. . bo bl bm 

Tcoremii. Polinoamele f ;;i g au eel putin 0 radacina comnna, daca ~i 
.llI mai daeii fl (f, g) = 0.­

t:xempili. Sil se afle valorile lui III E R. pcntru care ecua tiilc -1,2 + 111 X + 1= 0 
.T" + x + 111 = 0 au 0 radiicina comllnr~, 
RezlIltantul celor doua polinoame f = ,,2 + 1Il;~ + 1 ~i g = -1,2 + ;r -+- m 

.1(­

m 1 0, 


0 m 
 • 
3= m - '3m + 2.,RU. g) = 

1· 'lL lJ 


0 1 m 


Ilill_ R (f. g) = 0 rezultil 1111 = 1112 = I, ,:uz~ = - 2. , 
I'entru 1111 = 1112 = 1 ecuatiile eoincid :;;i ',au doua rad(Lcini comune, iar 

I' IIt m 1IZ3 = - 2 eCllatiile au 0 singurll radacin1i comull:'L r:1. = L 

u , 17.1.6. Polinoamc ireductibile 

IJ -(;Ili/ie. Un polinom f se 1!"llu~te ireductibil peste corjnd ' coml~lalit'fn 
, "r ,oef icientii llli iall valori daed 1ZU e:rista g ~i /z, polilZo(lme CZ! coej icim{i 

tlcr /afi corp, ast fd incit sa avem 

f = gJz , grad g. grad It < grad f. 

l'ulinomuI f se lIum~(>te redllctibil peste corpul n:spc-cti'l in ca7 contrar. 

I \'e illple , f = X2 + 3 estc irednctibil peste R; f = x~ - 'I este'l'edllclibil 
It- R, iiindell. X 2 - -4 = (X - 2)(.Y + 2); f = X2 -i- 1 cste ireductibiI 
tv H, dar reductibi! peste C. 

I I 

I'fO /'CIIZc/, Un polinom eu eoeficienti intr-un corp comutativ. de grad n> I, 
I, II' d llctitiil peste ace! corp dac(l :;;i nllmai dad polinomul nn are radacini, 

I "rplll respecti'J', 

/" urc lIZa. Un polinom fEe (X ,] <,ste ircductibi! (a<;lica nu poate fi factorizat) 
I ~ i Ilumai daca cste de formo. f = a X + b. 

7~ 
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Teol'cmi. Fie j E C [X] un polinom ireduetihil. 

Dadi. j divide prodllslIl de p olinoame I l / •... In, atunei f di·/ide cel pll! i. 
unul din fac todi produsului. 

2.17.1.7. Ecuatii algebrice 

D!jini!ic. 0 ecua!ie dc/onna/(x) = O. w zde j "" 0 este WI poliuom. sc 1111111( /' 

cCltajic algebrica Cit 0 si llgul'a 1Z CCllII OSGu/d. 

TeorclIla l u i Abel-RII/filli. ECll a tiile al gcbricc de grad mai mare d <;c ll 
patru llU se pot r czolva prin radicali. 

T eorema lu i D 'Alcmbcrt-Cr"lI ss. Orice ccuatie algclriC[~ 

de grad mal marc d ccit UllU sau egal CU UllU. are eel -putin 0 rad iicina (CIl III 
plexa). 

T eore"lna.. Daca. Ull polillomj de g radul nose anulcaza p entru n + 1 11l1 mt' I' 
distincte, atunci f = O. 

Fomiulcle lzd Fie/e. Daca numcrele complcxe Xl' x2• ... , Xn s int radi\cillih 
polinomului j E C [X J. j = aoxn -;- alX " -1 + ... an, Qo oft 0, atunci 

Xl + x~ + ... -I- Xn = 

., 

Xl ''\'2 '" Xi; + X1 .r2 '" X~-l Xk+ l -~ ... -i- Xm_k\Xm-H2 .. . Xm = (_I )k ~ 
a, 

XJ X Z ! " X 'n =-:.: (_l)n ~ . 
</0 

2: 17.1.8. Formula lui Taylor ~i formula lui Mac-Lauri 
pentru polinoame: 

j(X + h) = fIX) _, _ .!::... j'(X) + ,,2 j"(X) -;- _.. + lin j<nl(X). 
I! 2'! n! 

,y 1(" :yn 
f IX) =j(O) + ~f'(O) + :"':-/,,(0) + .. . + :"':"jinl(O). 
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2.17.2. 	 Polinoame Cte coeficienJi real£. 

Ec'ttatii algebrice 


TcorclIl(1. Oriee polinom feR [XJ de grad impar are eel putin 0 rlldllcin~ 

rc.:alii. 

Teorema. Dadl un polillom feR [Xl admite pc CI. = a + ib. b #- O. drept 

,'"Heina. atunei el admitc ea radiieiua ~i pc ~ = a - ib. adiell/ (a + ib) = O=> 
-~7 (a - ib) = b. Riidacinilc CI. ~i oc au aeela~i ordin de multiplieitate. 

Tcorcma. Oriee polinom I.e R [X]. grad/;:' 2. are un numar par tie radacin} 
""mplexe. . 

Teorc11Id. Daea f este un polinom eu eoefieientii reali ~i pentru a. be R 
;nem f (a) •f (b) < O. atunci f are eel putin 0 radileina reala intre a ~.i b. 

Teoremd. lntre donil radaeini reale eonseeuti'/e ale lui fER [X] cxistll. 
Id putin 0 radileinii a lui ,f'. 

Teoremii. lntre doua radileini rcale eonsceuti'/e ale derivatei lui fER [X} 
",i:;Ul eel mult 0 radileina a lui f. 

Teore1>nii. Un polinom feR [X] estc ireduetibil dad ~i numai dac1l este d~ 
[,mna f = aX + b. eu a -# 0 sau f = aX2 + bX + c. eu a#-O ~i b2 - 'lac <0. 

Tcorema facturi::i1rii. Oriee polinom fER [X] de grad mai mare decit 1­
~. IU egal eu I poate fi fa<:torizat (deseompus in faetori ireduetibili) astfel 

unde x) • .... Xk e R.. iar bi - '1c) < O. .... b~ - 4c8 < O. 
~)irul lui Rolle. Fie feR [X] ~olinom ~i C).c2...... Cm rlidaeinile reale ale 

<1;;ri·/atei/'. Fie I Cj I ..;::: 111. j = I. m. Atunci ~irul 

~ Ilum e~te ~iYIIllzti Rolle asoeiat polinomului f . 
Teoremii. )l'umarul radaeinilor reale simple ale unui polinom feR [.oIY) 

'ste ega I eu numarul dc ·/arb.tii de semn ale ~irului lui Rolle al lui ,f.. 	 -

Excmpltt. Pentru / = 3X· - 4X3 - 12 X3 -- 12 avem 


f' = 12X(X2 - X - 2). D eci c) = - 1. c~ =. 0 ~i Cs = 2. 


Construim ~irlll llli R olle 


-1 o 2 

f(x) + 	 + 
R ezulta col p:>linomu 1 fare douu, radacini reafe simple XI e (-cia, - i 

~i xJ e (2. +00).' 

2.17.3. 	 Polinoanie CIt coejic'ienJi ralionali. 

Ec'ttalii algebrice 


Teorcmd. Daea un politwm f e Q [X] admite pe a. = a + b .jJ (a. be Q. 
1/ 'f.O. de R '" Q) drept rMaeina. atunci el admite ~i pe ~ = a - b .jJ ea rada­
I III ~l. adie1\. i(a -+- b .,fd) = 0 ~ f (a - bFiJ = 0; a + b.fd ~i a - b.jd au. 
H' (' la ~i ordin de multiplicitate. 
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2.17.4. Polinoamc en cocficicnli £nti'egi 
T <'crcm,i, Daca un polinoll1 t e Z :S ; , ::;rad f "" I, admitc 0 r;,dilein l ra~io -

11a];"L rJ. = t.. (P, q) = I, atunei p di',ide tC'rlllcllul liber an (adicl p I an). 
q 

jar q oli',id e codicicnt ul dominant ao ' (ad ica. q Iaol. 
l'l narticular dad.} E Z l S j are 0 r [Ldlci nrL iutreaga rJ. = p. atnnei aeeasta 

·~stc U1l di',izor al termL'lmlui liLer "rt' 

2.17.S. 	Aproximarca uldaci1l1:/or ira/lollale ale 

polinoa11lclor j E R [X] 


J\[ ,'!odaco:mlci (Rcgll!afalsi): ])ac[l/eR ~.YJaTein (a, b) c R oradClein[,.ra 
"::ttul1ci 

b-a 
Xo ~ a -	 __ ......... ( I) 


f (b) - j (a) 

;Uctocla tal/gel/lei sau metoda '!l i Newton. DacCl/eR[X] arC' III (a ,!;) c R 
u ra lHicinu ;\"0' atullci 

(2) 

-sau 

(,I ) 

I,'x tl,,!,! /(, Fic po\inolT1ul f = .\"3 -7- .\"~ - 21X - 20 , Se ~ti(' eel ('1 admilc' 
1"a.l.-lI ' ;:1;1 Xo e (4 ; 5). Sri sc determine x J ell doul zc:cimale exactl' . 

S.d";i,,. ""IlI a rul Xo cste r;idaciIl{L a lui J. deoarcce /(1) = -2-1 < 0 ~i 
/ (5) = 25> 0, I.ualll A (oj, - 21 ) B (S.25) pc grafieul lui f , fhelll as(fe\ 
(/ = 4, b "~ 5, f (a) , = - 21; f (b) : ,:. 25, eu forlllula (I ) sasilll 

(:1) 

1." 'lltru a apliea formula (3), ea1cul[1l11 c1cri"alclc lui / \'i anume j' =~ .'S~ + 
..!.. 2.Y - 21, /" = 6S ..;. 2. Obser'dLlll C'" ("(x) > O. ';Ix E(-I; 5). Avcl11 :Jpoi 

F (u) = 'd, iar (3) Ill: pertnite sl scriC ll1 

25 
.r., = .'5 - -; .:'" ~ 4,6 	 (~) 

- 6-1 

ri~cJrc din lllltn C'rclc d efinite d e (el ) ~i (?) cstc 0 valo:lrC' aproxilllatbrL 
7JC!1 t ru ~'\:o . 

I'll k m ob tinc 0 "aIoaTe mai aprOl'i;ll:i: d e xo' care s(' ami ill intenalul. 
(4,5; 'l,G), clacii. it c- ram proci·c!cul. Dcci '10m porn i dc' Ia Al (1,5; '-3,125) 
~i n) (-1,I) ; I,S%) ~i 10m "r.. ,i 

x~ ~ 4,5622-1, n:spccti" x; ::: 4,56.,3 1. 

E ',idcnt r;ldClcina x o' ealcubU Cll dOllrl zecimalc: cXJ.ck, cste Xo = 4,5(,. 
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2.18. Structuri aIgebrice 

.2.18.1. Lege de compoziJie interna 
Lege de compozi!ie interna definita pe 0 mul!ime E "# 0. Oriee aplicati (' ~. 

ddinita pe E X E eu valori in E : 

:p: E X E-+ E. (x , y) -+ 'il(x, y) 

• r- I1 ume!?te lege de compo:i! ie interna sau s implu lege illteYlza. 

Elem entul 'il(x, y ) din E se num..~te compl/sul lui x eu y prin « ~i este un­
clement unie. 

X otatii pentru It>gea 'il : •. o . .1., T, 1\, V, +, . EB. 8. In notatie aditi­
'd L seriem 'P(x , y) = x + y, iar in eea multiplieativll. cp(x, y) = xy. 

Exemple. Se ;;tie clI. '!Ix, YEN avem x + yEN. xy E N. Deci adu llarea ~r 
ill ll1ultirca 1111merelor naturale reprezintl!. legi d e compozitie interne definite 
p ' N. 

Parte stabild azmei mul{imi E oF 0.0 submultime S a lui E eu propridatc~ 

'!Ix, YES, 'P(X, y) E S 

nUll1c~te parte stabila a lui E in raport eu 'P. 

E xemplu. Submultimea P a num erelor intregi pare este 0 parte stal) il~ 
" llii Z fatiL d e adunarea numerelor intregi. 

Proprietiitile legilor interne. 

Asocialivitalea. 0 lege d e <;:ompozitie .. dcfinit1i. pe E X E eu valo ri in E 
',,' I1 l1me~te asociativd daea 

'!Ix. Y, Z E E . (x .. y ) .. Z = x .. (y .. z). 

Til I10tatie aditiva aeeas ta se serie : '!Ix, y , z E E, (;\" + y) + Z i= X + (r -'- =). 
Llr in notatie multiplicati-dL aeeasta devine '!Ix, J'. Z E E. (xy):: = .r ()':). 

EXfmple. 1) Adunarea ~i illmultirea I1urn erelor rationale sint legi de 
' '' Illpuzitie asociative. 

2) Sell.derea ~i impartirea llumcrelo r reale nu s int legi de eompozitie a so­
Ilat i"le. 

_» Compunerea functiilor definite pc E eu valorl in E este 0 lege d e COI11­

J'Cl zitie asociati·,ll.. 

Comutativitatea. 0 lege d e eompozitic .. definita pe E X E eu valo:' i in E 
(. Ilume~te comutativa daea. 

'!Ix,,,EE, x*y=y"x. 

T-:xemple. I) R euniunea ~i inte rsectia multimilor s int opcratii a soc ia ti'rC' 
t:ornutati'te. 

2) Compunerca translatiilor este 0 lege de eompozitie asoeiativ5.. 

ElemeHt1l1 ne1ltru. ,Un element e E E se nUlTIe~te elemellt tleutru peutru 0­

I,'S ' de compozitie .. pe E, dae1i. '!Ix E E, x .. e = e .. x = x. 

Exemplu . Zero este element neutru pentru adun;;tre pe N. Z, Q, R. iar 1 
, Ie clement neutru pentru Inmu1tire pe N, Z. Q. R. 
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Teorcl1Ia. Dad!. 0 lege. intCrnil. udmite 1.11\ clement neutrll, atunei. aecsta 
oeste unie, . , 

Elemmle rcgulale (sirnplifieare lu sting-a ~i simplifiearc Iii. dreapta). Fie E 
<l mu1time l1e"1idil. inzestratil. eu 0 lege de comp0zitie *. Dacil. din reJatia x * a = 
= x * b rczulta a = b, spunern cA x cste clement (dill E) eu care putem ,,5i01­
plifica" la stinga. Dacii din [('Jatia a * y = 'b * Y rezultil. a = b, spunem ell. 
)' e E este un clement eu care putcm ..simpliliea" la dnupta. ' 

Exempl ... In (N. ..,, ) a 'tem a, -+- x = X + b <=> a ~ b; a, b, x eN. in sehimb 
,in (~, .) din 2· °= :3 . 0, I1U putllll, dcdt:ee 2 =3, 

E!uncnle sin,ell'izabile. t'u clement x e E se nllmc~te simelrilabil fa til. de 
legca * (ell clcmentul neut1'u c), daeA 3x' e E. astfel incit x' .. x = x * x' = e. 

Ele01cntul x' sc nl101e~te sill1{/l'icul lui x :;;i este 1I11ic, 

in 110tatie aditi··til. x ' = - x ~i sc nUI1le~te opu s1/1 lui x, iar III notatia 
multiplicati'tft x ' se Ilotcaza X-I ~i S f! nu01e~te illvasul It:i ;t. 

Exe1l1plu. ill O1llltimca matrieelor patrate de ordinul 'II, eu clenler;tcle 
<iilt H, inzestrati\ eu opl:ratia d e adunarc, 0 O1a!rice A are drcpt simctridl. 
pe A' = - A. Iu mllitimca clase!or de resturi modulo 5, iuzestratii. eu opnatia 

,1\ ,.. A A ",..,.. .. 

<ie Inmultire avell1 l' = 1, 2' = J; :;' = 2, i' = 1. 

Distribul it' ilalea. Fie E 0 mui time Jlc'/ida illz('stratl e ll doutl I('g i de com­
.pozitic -.l ~i T· SPUJ1 Clll cii kgca T estc d istl'ibllli,'cl fapi de It-gea.-.l, clac-a 

"Ix, y, z e E, a",fUll 

x T (y -.l =) = (xT y) -.l (x T .:) 
(y -.l =) T x = (:t'T x) J.. (2 T x). 

(Distributt'tililtca eelei d e a doua legi fap de prima lege, l~ sting,t ~i la 
<lre.apta). 

Exemplu. 'in multimea PtE) a partilor l.m,ei lllllltimi E intcrscetia este 
,distributiva. fata dc rcuniulle ~i rceiproc. 

2.18.2 . Gmpltri 

Dcjini!ie.O HllIllill le G Jlct'idd ,fuzes/rata ell 0 lege de compo:i!ie • ~c I/W}/i'll, 
.:srup. daca veri/ietl /lrmal oardc axiome (Ill/mile axiomde grtt f' lIlui): 

: "Ix, y, :: E C, (.x .. ~ , ) * z = x* ()' .. ,) (asociati'tita te)GJ 

Ol e E C, "Ix EG, x .. c = e* .'\: = x , (CXisttl clement neutru)G2 

VXE G, 3.1" EGo x.x = ~..e*x = c (orice x are un s imetric x')G3 

Daea in plus leg-ell: '{erifidt ~i axio01a: 

G4 : "Ix, )' E G, x * Y = -y *:r (cc01utativitate), atUl:ei grupul (G, *) se 
nume~te comulativ san abElia1l. 

Exemple: (?:, +J. (Q.,') shit grupuri al:eJicI:c; (R,·) nu este un grup 
1iindea 0 JlU arc simctric: (N, +) lIu este grup Hindea elementele nu au simt­
irice · tot ill N. ' 

Multimeu radil.cinilor ceuatiei x4 - 1 = ' 0 formeaza un grnp multiplieativ 
.abelian. 
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Grl1pul 'Iui Klein (fe, a, h, c}. ') 

• 
e 

a 

II 

C 

.. • 
e a • c 

a e' c b 

h c e a 

C II a e 

cs te uit exemplu de grup eu -1 clemente. 

O?era!ii infr-IIII gmp (G, .) 

1. 	 Vx, a, bEG, x. a = x. b =:> a· = 6>. 


Vy, a. bEG, a. y = b. Y =:> a = b. 


2. Intr-u~ grnp (G ... . ) eeuntiile X. a = b ~i (. x = d, Va, b, c, dE G, au 
~oltltii uniee in G, an\lme ·x = b. a' ~i " = e' • d. 

3. FieGlin grupmultipJieati·/. Dacitpuncm, VaEC~i 

e. 11 = 0
-';11 E N: an =; . atunei a'lcm 

{ an-la , ,,;;. I 

mn\/111. II EN.. (l"'"n = am+n ; (am)n = d . 

Acc.~tc proprietrlti.·eu ajl1torul dpfinitici : V" .E Z/N, an = (a-ntl, se cxtin<t 
~i l:J; exponcnti din Z. 

2.18.3. J1lele 

D:fiJli!ie. G mlli!ime A lI.evidii, inzestl'Q/ii cu doua le{!i illterne (pe care It: 
VOIII lIota + ~L' .) sc 1Lumej/c inel, daea verified axiomele urncdtocrre (nkmi/~ 
Ilx iomcle inelului) : 

G1 : ''I .y., y. :: E .4 , (x + y) + z = x + (y + z) 

Gz :3GA EA, VXEA ' 0..t+X=X+OA=X. 

G3 : Vx E A, 3x' E.4.; x + x' = x + x = GA' 

G~ : Vz, YEA, x + y. = y + X. 

'-'[1 : V.~, y. z e A, (xy)z = .'\'(yz). 

],[2 : 31AEA, VxeA, x.' lA = lA' x = X, 

Dl : "Ix, y, z e A.. x(y + z) =x:y + xz. 
D~ : Vx, y, zeA, (y + z) x = (yx) +- (,xl. 

Dad. inmuItirea este eomutativli [.lfx, YEA, xy = yx], ineIul A se numc~te 
j"c/ comulafiv. 

EIementele care admit simehice fatlt de . inmuItire se numese unitali sau 
tlrmente inversabile ale ineluIui. 

Un ineI este Ura divizOri· ai.lui zero, dads' pentru. x'# 0 ~i Y '# 0 avcm 
,\ ' '# O. 
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Exemple. (Z, +, ,) cste un inel eomutati" numit ine!"l inlregilor "a/ieltali. 
(Q. +, .j, (R +, .); (C. +..) slnt inele eomutati·/c. De asemellea avem inelf'le 
,le polinoame Z[XJ, Q[X), R[X], C[X] ~i inelnl claselor de resturi modulo n. 

RC.f{,t/i de calcrd {ntr-ttll inel:' . "'".­

J) VXE'A, xOA = 0",· x = OA' 


2) 0.4 -:f. JA­

3) "Ix, YEA, x (- y) = (- xJ y = - x)' . 


.oj) "Ix,), E A, (- x ) (- Y) = xy. 


5) "Ix EA. - (- x) = :C:. 


(l) "Ix, y, Z E A a'fCm x (y - z) = x)' - xz ~i (or - y) z = xz - y-z. 

7) lutr-un illel fara di-lizori ai lui zero esre ·,alahila. simplifiearea la stillga 
~; Ja drt'apta. 

2.18.4. Corpuri 

D 2/ini{ie. VII inel g pmtrlt care OK -:f. IK ~; orice x dill g , x -:f. OK are 1m 
.il1ulric X-I fa/d de iJl"'-rtI/ire se 111lme~te corp. 

Vn corp sc nllmc5te com..tativ, dad\. inm.ltir~a este eomutat["dl. 
Deci axiomelc corpuiui comutati'l (K, + .. ) sillt: 

Al V x, y, Z E K, (x + y) + z = x + (y +- z;. 

,\" :3 OK E]{, V X E K, OK + x = x + OK = ,. 


A3 V X E I,', :3 {-x) E I< x + (-x) = (-x) T X = 01( . 


•-\~ V x, Y E 1\, x + y = y + x. 


)\[. V x, y. Z E /,', (xy) z = x(yz). 


l-I" :3 IKE!{, V X EI<, X·IK = Ik x = x. 

;\[3 V X E 1(\ {OK}, :3 X-I E 1(, xx-I = X-IX = IK. 

M. V x, Y E l\'. xy = yx. 

D V -t. y. z E 1(, x (y + z) = xy +- XZ. 

E.(cmple de eorpnri comutative, (Q. +, .), (R. ...!... .) ~i (C, 7, 'J. 
(nrpul claselor de rc~turi modulo, p, eu p numar prim (p ;, 2). 
::Iluitimea matricelor 

, A (A
Iii 

0 l~ 0) 
, (~ D'1 " ~), : 1 ~), (1 ~), U ~), (~

t l) \0 

(~ ~), (~ ~} (~ ")

\0 :. ~ 

el1 d em:: nte in ZJ' i ,lzcst~ata eu aduuarea ~i inmllil,irea, este un corp. 
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Teoycmii: 1. Corpurilc IlU admit di'Jizari ai lui zero. 

2. Elementele diferite de zero dintr-uu corp formeaza un grup Cap. de­
inmultire. 

2.18.5. lvIorJisme (omomorJisme) 

Fie E ~i F doua mu1timi inzestrate eu strueturile algebrice (S) ~i (T). 
,',.dmitem ell. sint date 0 aplieatie asociind ' la fiecare lege intern1\. T relati-ta. 
I" 5 0 lege illterna ..l pe F relativll. la (T) ~i 0 aplieatie asoeiind la fieeare 
I('ge externll. • pe. E, a ·tind drept dbmeniu al operatorilor pe n, 0 lege externa . 
• pc F, eu aeda~i domeniu de operatori, aeeste aplieatii fiind bijeeti·fe. 

o aplicatie f : E --+ F sc Illlme\ite morfism relatb la struc.turile (5) ~i (T) 
~Ltca 

I} 'V x, Y E E, l(x..l y) = f(x) T/(y). 

2) 'V (A, x) E D.xE, f().• x) = A" f(x). 

Nlorfism (olllomorfism) de grupllri. Fie (G, .) ~i (G', 0) doua grupuri. So' 
'/tIWle~te morfism de grupuri a ap1icalie f: G --+ G' pelltn, care 

'V ;t:, Y E G, f(x .y) = l(x) • f(y). 

Exempl·e. I) '\I'\'iC3.tia f: (R*•.) --+ (Mz(R). 0), eu f(x) = (~ ~). unde­

l\ [,(R) este mllltil11~a matrieelor nesingulare de ordinul al doilea eu elemente­
wale f'ste un morfism al gfllpului (R*.. ) in grupul (M2 (R) •• ), 

2) Grupul multiplicati-f al numerelor eomplcxe nenule este omomorf eu 
r:; rupul multiplieati'l' al numt'relor realc poziti"e prin I(z) = 1 z I. 

Teo/'cmii. Daea f este un morfism de la G la G', atunei ftc) = e' ~i 'ix E G 
.Vfern /(x') = (f(x))'. 

Jlorfism (omomorfism) de illele. Fie (A. +..) ~i (A', +..) dodi. inele_ 
Sc nume~te mor/ism de inde 0 aplicatie l: A --+ A' pentru eare 

Vx. YEA. f(x + y) = /(x) + f(y); f(xy) = l(x) . I(y); I( I) = 1'. 

Excmple. I) Aplieatia care asoeiaza oriciulli' intreg rational elasa de re-s­
illri modulo 11 este un morfisl1lc al. inclului (Z, +..) in inelul elasclor de res­
t IIri modulo 11. (ZlnZ, +. '). 

2) Aplicatia f: (C. +. 0) --+ (Z + I/ZZ, +..). de la inelul numerelorcol1l­

plexe la inelul Ilumerelor de forma a + VZb, eu a. bE Z definitll. prin 

l(a + ib) = a + b ./2 

t , te un l1lorfbm de inelc. 

Morfism (olllomorfism) de corpuri. Fie K ~i K' doua eorpuri. Se lI11mc~te 
mor/ism de corpur; 0 aplica!ie f eare este un morfism de il1ele de la ]{ la I":". 

2.18.6. IzomorJism 

Fie E (ii F dou1i. multimi inzestrate eu structurile algebrice (S) ~i (T). Se 
IIl1nle~te izomor/ism al lui E in F. oriee morfism bijectivo 
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Rezulta astfel imediat dcfinitiil" izornnrfisrnelor dc grupuri, de incle ~i 
de corpuri, 

E.templll, Fie grupurilc (C, . ) ~i (C, ,), lInd.e \;Jx, yEO C, x. y = x -+- y -+­
~i x' y = x + y + i, 

Atunei f: C -+ C, eu f (z) = iz. este un izornorfisrn de grupuri, 
lnellll intregilor lui Gauss ((z I z = x -1- iy, x, ye Z}, +, .} este ilomorf 

<:u inelul matrieelor ({Ill = (_: :)\ x,;l' e z}, +, .) prin functia eu valori 

matriceale: f~x -1- iy) 
(

X , Y) . 
-.'I' x 

2,18.7. A utomorjismc 

Se nllme~te aulomorlism D)'ice izomorlism de la E la I:, 

Exemple, I) Fie E grupul multipIieati 'f al numerelor r('ale nenull'. Atunei 
fix) = , In e N, este un automorfism de la E la E,x zm+J 

2) Fie A un ine!. Daci\ a e A admite un illvcrs a-I, atunei f ix) = /I X a-I 
~ste un automorfisrn al lui A . 

.1) Fie, (C, +, ,) corpul numerclor eomplexe. Aplicatl0. f: C ~ C. r:u r(= ) = Z 
este un automorfism de la ( la C. 

2.18,8. Endomorjisnze 

Se JllIlIlC,sle ClldOll/orrism oriee morris»! de la L 1,1 E. 

ExemplI<. Fie E grupul m'ultipIient i'f al numcrelor reale nenllle, Atunei 
fix) = x m, '" EO N*, pstc un endomorfism de ]a E la E. 

2.19. Spatiu vectorial 

2.19.1. Lege de compozi/ie cxternd 

Drlilli/ie, Fie n ~i 111 doud mltltimi II£Vir/(', Se IllIlllCftc ic!!c de ep:npo'ilie 
~xlcrlH'i orice att ica lie de la 11 x AlIa IV!. 

Astklla oriee ~ din 11 ~i x din 1'.[ eorespund r "II singur ('kment (0 singura 
imagine) in Al ~i pc care il (0) 'fom nota ~. x SJ.U y(:x, x j , 

Se serie tjJ : n X M -+ :\1 sau (~, ;r\ -+ ~ • x, 
:'.Iultimca n 5e numc~te dOIl?Nlill1 opcratOl'ilor, ~ e 11 purtind numele d e 

~perator sau scalar, iar mllitimca ;H se numqtc ",/I{ll1!ea vee/or it"", orice 
x e A[ numindu-se vector, 

Ofice lege interna • dcfinitil. pc Ex E eu valori in E. (x, y) /-+ .> • J, 
poate fi eonsidcrat.a drept 0 lege externa daeii. .. domeniul operatori'tor llU 
mai este "exterior" fata de E, ei cste tot E (in eele ee u rmeaza '10m '/edea 
-C~ R este un spatiu veetor;al pc d illSU~i, eonsiderind multimea opNatorilor R, 
tar multimea 'fe e torilor de asemellea R), 

EumplZ<. IllmlLi!irca vcctorilOl' de pozi!ie CII WI scalar. Fie 11 = R ~i ~I c= R3, 

multimea veetorilor de pozitic :; = xi + ~;:j + z1 ai punetclor P(x, l', ..::) 
<lin R3, Prin dcfinitie ((1.. r')I-+~:; rcprezintii. vcetorul de pozitic al unui pUllet P', 

de!init astfel : J 0)-" I = 1(1.1 r .. P' se afla pc dreapta dcterminat[l de 0 ~i P, 
de aceea~i parte eu r cind ~ > 0 ~i in partea opusa cind ~ < O. Legea. de com­
pozitic externa definitrl pe R x jvI ell 'falori in M, eu ((t,. rj 1-+ ~r ~e nllm <,~ te 
'inrnultirea vcetorilor de pozitie eu sealari, 



2.19.2. SPaliu vectorial 
Fit; (K, + , .) un corp comutati,t. kI 0 multime inzestratll. eu 0 lege da 

«ompozitie interna notatll. aditiv ~i fie 0 lege externll. de la K ;< 11! 101 fil, 
II la ta l11ultiplicativ. 

Se numellte spatiu vectoriai peste K triplctul (M, +, .) carc verific~ 
«)rmlHoarele axiome: 

v X, ) ', z e M, (x + y) + z = + (y + .z) 

V x, y e lof, x + y = y + x
I {~: 	

.Y 

3. 	 3 OM e lV, V x E AI, x + OM = OM + x = x 

'I. 	 V x e M, 3 (-x) e j'f, x + (-x). = (:-x) + x = OM 

5. 	 V.xE M. 
II 

{ 6. 	 V ex, (3 E I<, V XE AI, ex((3x) = (C<~) x 

7. 	 Vex, (3E K. V xe M, (ex + (3) .Y = exx + f3x 
III .{ S. 	 V:x E I,' V x, y E .\l, ex(x + y) = c<X + exy. 

Exemple. 1) Fie ]{ = R = M; atunei (R. +,.) cste spatiu vcctoria. 
Iws te el illsulli. 

2) Mnltimea soluti1lor ccuatici diferclltiale y" + y = O. M = {<p : [a, b) C 

f R -> R I <p"(x) + cp(:r) = ll. "Ix E (a. b)} inzestratll. cu operatiile mturale 
. 1,· adunar a fllnctiilor ~i de illmllitire eu scalari a accstor functii. estc UB 

" .... t ill vectorial peste R 
3) Multimea C a functiilor definite ~i continue pc un interval [a. bJ C R • 

• U 	 val ori rcale. estc un spathl ·tectorial peste R fata d e operatiile naturale 
' " ad unare a func tiilo(' ("If. gEe ~i V.~ e ~a , bl . U + g)(x) = fIx ) + f(x» 
, de illmultir~ a ac ~stora CU scalari. ('<I). e R::;i "If E C. (),.r)(.~) = ),/(x). 

Consecinle ale ax:omclor spaliulu; vectorial. 

1. VC/.. (3 E K ~i "Ix,,)' E JI, a·tel11 ex(x - j.) = Ot .Y - ex)' ~i (.x - ~) x =­
exx - ~x. 

2. 	 Vex e K, exDM = 0.1[. 

'1. 	 VXEM. (-IK).Y = -x. 

2. ] 9.3. Bazii. Dependenld §i independenld liniara 

BaJa. Fi e M l1n spatiu vectorial peste ]{. Elem c ntele el • e! . .... en din M 
<onstituie 0 bll:a a lui J.I dad: 

" 
1) 	 V X E lvI. 3:x.... .. erne:]( astfel incit x = ~ exjt,. 

,:::.;1 

" 
2) 	~ ex,e, = O. eu ' exl- ... , ex,. E K. implic1l. exl = cx.J = ... = Ct. = OK. 

i-I 
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EX('IlIpZe. I) Vectorii 'I = (I, 0.), c, = (0, I) constituie 0 baza a spatiului 
vectorial 011 vectorilor de pozitie dill R~. 

2) Vectorii el =,(1,0,0), c2 = (0, 1, 0) ~i (3 = (0, 0, 1) constituie 0 baza 
a spaiiului vectorial R3. 

CO)}lbinQlie linia/'a CIt coeficient; in K. Fie x E 111 un vector. Vectorul • 
e ',t e 0 cO/l/b i;za!ie Ii1lial'd a vee/criln: Xl ' X 2, , •• , ).m din 111, dacli. ~!7.1' ~. '''' rt.rnEK 
astfel indt 

I nJ" [CIldw!d lilliard. Vectorii Xl ' ... , .I'm din Mse nllmesc Zillim' iI/dependent; 
dacii. 

implicrL :1.1 = :1.2 = ... = Clm = OK' 

1ixwlplu. Vectorii (I, 0 si (0, 1) din R" slnt liniar independenti sau distinejii 

Dcpwden!(! l iniard. Vedorii Xl' .. " :(m E 111 sc numesc lilliar dependentl. 
dad:;' :let\, . . . , O'.m E](. nu toatc null:. aslIeI indt sa avem 

EV lIIfJ[lt. " ectorii (2. 2) ~i ( 1. J) clin RZ slnt liniar dcpcnclcnti. fiindea 
(2, 2) - 2 ( 1. I) = ~. 

C6or<io:/</.lcie Willi vector l;ltr'o ba~li. Dacii. el , co' ... , en ,·"te 0 baza a spa­
tiulni 'Ieclorial ,II pestc ]( ~i x E .11, alunci scalarii 0:1' ... ,0'" E]{, lIllic deter-

n 

millJ.ti, ",< tl (~ 1 incit sa a'lcm x = ~ CliCi , sc Ilumese eocrcioJ1alcle l'cclorulu; 
;=1 

X ill ];;l za respl'cti '/a. 

E X(; IIPl lf, Vcetoru! de pozi~i e r (2 , 3) ill biLza cl = (I, 0), e~ = (0, 1) din .~~ 
are cLurdonat ele :£1 = 2 ~ i (J! ~ ,>. 

2.19.4 ..Trans/ormtlri lilliare 

Fie- ,11 ~i ill' (loua spatii '/t'cloriale peste 1,'. Oricc aplic;ltie T : M -+ AI' sc. 
ll11n1f:~t(· II'Gll s/ul'mm'e [i/lilmi ,au o,tcralic liniarii, clo.ca arc pmprieti'ttiJt; 

1) "Ix. y E Jr, T (x ,- Y,I = T (x .l ~ " :1'(.1' ) ; 

'2)' 'Vx EX, 'VX E .1[, n"n) = xTlx). 

Exrlll[ [<'. I) Fic 0 (1) l11u1timca fUllc!iil o r de elas:, Cl definite pe 1. 
t!

Fit' _ operatia prin carc lI llei func!ii din Cl ii a socicm cieri-lata sa. Dcci 
d x 

(Tl) ( 1) = (.:!....r) (.v) = {'(xl · Accast;;. opcriltie este 0 opcrarie li:1iar1. 
d.< 

2. Tr;ILS 'onnarea dC'la R2 la HZ delillitii astiel: 

.r = x - y, y = r - y 

este 0 transformare liniara. 
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2.20. Folosirea tabelelor 2.1-2.7 

TabeJa 2.1. Coeficien!i binomiali 

Tabela contille coeficientii billomiali. q. 0 ~ k ~ 11. care a~ar ill dez­
n 

voltarea binomului lui Newtoll: (a -:- b)" = B C~an-kbk. In prima eoloan~ 
. k-O 

se dl!. II. jar in celelalte ~ ....• C~ de la 11 = 1 la n = 15. Folosirea tabelei este 
imediata: ne alegcm n ~i apoi. pe aceea~i orizontall!. eu n. citim C~. k = O. 1 ....• 11. 

care ne in tereseaziL 

Tab e I a 2.2. Logaritmii zecimali ai numerelor de la I la 100 

In aceasta tabela sint date mantisele San partile zecimale ale log-adt-­
milor numerelor intregi cuprinse intre 1 ~i 100. In coloana X sint trccute 
numerele de la 1 la 99. cifra zecilor fiind scrisa 0 singura data. :\Iodul de 
utilizarea al tabelei rezulta imediat. 

Tab e 1 a 2.3. Logaritmii zecimali ai numerelor de la IDOla 10 000 

tn aceastil. tabell!. sillt date mantisele numerelor intregi cuprinse intre 
100 ~i 10 000. Numercle formate din trei cifre se gasesc ill coloana 1\". iar 
in eoloana alilturata (coloana 0) se ana mantisele respecti·fe . Pentru u)urinta 
citirii mantiselor. primeIe lor doua eifre n-au fast scrise decit a singura datil. 
:;;i lll!mai in coloana O. Dadi. numerele au patru cifre (ale cil.ror prime trei 
cifre se aWi in coloana N. iar a patra in fruntea uneia dilltre celenece coloane 
aiaturate). atunei liltimt'lt' trei eifre ale mantiselor logaritmilor respeeti'fi 
sc gasese la interscctia liniei num{lI"ului format de primele trei eifre eu coloana 
care are deasupra cifra ullit[ttilor; grupa de dana cifre ell care ineepe mantisa 
5e ia din coloana O. pc aceea~i Iinie sau mai sus. In eazul cind ultimele trei 
cifre sillt insemnate eu 0 steluta. primele doua cifre se iau din rindul urmator. 

Se pun doua probleme in caleulele cu lGgaritmii: afIarea logaritmului 
unui nnmar dat ~i aflarea numarului al carni logaritm a fost dat. 

Problema I 

CazlII 1. XlIm1l.rul are mai putin de trei cifre. adica. st: gil.se~tc in tabele. 

ExemplI!. Sa. se afle Ig 542.3. Netinlnd seama ,:It? virguHI.. eil.lItEUTI mantisJ. 
{ogaritmului numarului 5423. ale cl!.rei ultime trei cifre Ie af1am ]a inters~qia 

liniei num5.rului 5'12 din coloana N ~i a co!oanci lui 3; gasim 42-1. Ad5.t gind 
~ ; primele doua cifre. 7J. mantisa ca.utata este 73 -12'1; dt>ci 

Ig 5 ~2] = 3,7342'1 

(caracteristica. sau partea intreaga. a logaritmuilli. cste 3) ~i 

Ig 512.3 = 2.7.> 424 

'(caraeteristica este 2). 

Ca7ul 2. Numarul considerat are cinci sail mai multe cifre. deci nu se 
gase~te in tabele. 

Exelllpl~ Sl!.. se afle Ig 23 4;;S. 

tliutl!.ni. mal iiltii' inantisa ]oga.ritmului numarului 2 345; gaslm 37 014 
(a-mluat. J7-rn lee de ]6, ip..trucit ultimele trei cifre ale m~.ntisei au ostelup). 
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Iled 

Ig 2 3~5 = 3,:37 Oli 

Ig 2346 = 3,37033. 

Mantisa Iogaritmului numaruIlli 2 345,8 ('stc c\lprinsll. intre 370 Ii ~i 
37033, intre care exista. a diferenta. de 19 llnit{,(i de ordinuI aI dnciIe~ zecimal. 
Admitind cll. cre~teiea nllmll.rllIlli estc pro[-ortionaIii. cu crc~terea logaritmului. 
urmeazll. cll. unei crc~teri eu 0 unitatc a numarului 2345 ii corespunde 0 

ere~terea Iogaritmului cu·.19 unitati dc ordinul al cincilea zecimal. Deci crc~­
terii de 0,8 unitati ii corespunde 0 cre~tere de 0,8. x 19 = 15,2 sau aproximativ 
de 15 anitati de ordinul aI cinciIca zecimaI al IogaritmuIui. A~adar mantisa 
logaritmului 'numaruIui 2345,8 este egaIli. cu 370 Ii + 1.5 = 37 029 ~i deci 

Ig 2 3~5,8 = 3,37029. 

Urmeazll. Cll. 

Ig 23458 = 4,37029. 

I. SCQpul u~uraJ"ll caIcule]0r, in cazul dnd numarul a) carui logaritm se 
cautii. are mai mult de cinci ciire, pentru a glisi cre~terea. corespurrtatoare 
a logaritmului se foIosesc partile proportionale scrisc in ultima coIoana P.P. 

Exemplll. Sa se afle logaritmul numa~ulur Ii7 756. Se cauta intii mantisa 
logaritmului numa.rului 1477,56. Pen'tru aceasta se afla in primul rind man­
tisa logaritmului lui 1477; se gase!jte 16938, apoi mantisa. logaritmului lui 
1478 ~ se gase~te 16967. Diferenta illtre aceste doua mantise cste 29 de 
lInitiiti de. ordinul al cincilea zecimal. Cre~terii numarului li77 Cil 0.56 ii 
corcspunde a crc~tere a logaritmului egalil.. eu 0,56 X 29 ullitiiti de ordlll111 
al Cillcilca zecimal. Sc · c',ita inmultirca. cilutindu-se in eoloana P.P., coloana 
care are scris in capatul ci valoarea 29; la intcrsectia acestei coloanc cu linia . 
lui 5 (care reprczint[l zecimi} se gll.se~tc 14,5 ~ 15 unitati de on;lillul al cin­
cilea zecimal care rcprczintii. crqiterea logaritmului pentru cre~terea numarului 
cu 0,5. La intersectia coloanei lui 29 cu lillia lui 6 se gasc"te 17,4 uuitati de. 
• rdinui al eiilcilca zecimal, eorespunzatoare unei crC!jteri a ·numarului cu 0,6; 
Ullci cre\iteri a numarulni cu 0,06 ii . corespunde 0 cre"tcre a ]ogaritmuJui cu 
1.7i ~ 2 ul1itr,ti de ordinul al cincilea zecimaJ. Deci mantisa. cllutatil. estc 
16938 -+ 15 + i. = 16955, iur Ig 147756- = 5,1695.5. 

Preb1ema 2 

Cazul 1. :Mantisa logaritl11l1ll1i se gase~tc in tabele ~i deci numarul sc ana 
imediat. 

Exempill. Sil se aile numaruJ al cami logaritm este 1,91089. 
Se cautii. in coIoana a pinii. cind se gil.scsc primele doua cifrc ale mantisei 

rore stnt 9 J; acum se afli'l foarte u~or ~i ultimeIe trei cifre, 089. Pe !inia lui 
'89, in coloaDa N, citim 81i iar pc coloana lui 089 citim .5; deci tinind sC,ama 
tie caracteristica, numarul c·autat este 81,45. 

Ca711) 2. Mantisa nu se gase~te in tabeIe. 

Exemplu. sa. se ane numiirul al di.rui logaritm este 2,73 129. Din tabeJe 
se deduce eli rnantisa logaritmului numilrului cimtat este cuprinsa intre 73 127 
~i 73 135 carora le corcspnnd numerele 5 386 ~i 5387; ea este mai apropiata. 
de 73 127 de carl' difera prin 2 uniti'lti. Diferenta dintre mantiseJe 73 135 
~ 73 127 este de 8 unitil.ti. Admitind iarr,~i cll cre~terea numerelor este pro­
porponaJll cu cre~terea Iogaritmilor respeetivi urmeazll ca unei cre~teri a man­
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t i~, ei cu 8 unitati de ordillul al cincilea zecimal ii corcspundc 0 crc~t('re clie 8 

unitate a n,umarului; a~dar unci cr~~tcri de 2 unita!i a malltisei corcspundc • 

crc~tere de ~ = 0,25 unitati sau aproximativ de 0,3 unitiip a numarului. 
8 . 

Tiniod seama de caracte ristiCa, Ilumiirul al carni logaritm cstc 2 ,73 129 este 
538,63. Se mai poate giisi crc~terca corespunziituare a ll\;marnlui eu ajst9rul 
uItimei 'coloane P.P. 

Tab e 1 a 2.4. Antibgaritmi 

eu njutorul acestei tabele putcrn aila uumcrcle (antilogaritmii) cores­
punziitoare unOr Jogaritmi dati. Mantisele logaritmilor sint dntc cu tl d cifre, 
primcl,c duuii aflindu-se in eo~oana intli, iar a trcia in capul uncia din ocle 
zece ··coloane ' 1-umrltoare. Modlll de folosirc cste foade simplu. Dc cxcmplu

•sa se afle nurnaml corespunzator logaritmlllui 1,7423. Giutam mai intii llumarnl 
corespnnziitor logarifmului 1,7~2; Ja intersecpa liniei Jui 71 eu eolcalla lui 2 
afIiim ' numarul crlUtat 5521 (nu tincm seama de virgula). Difuo:1a illtre 
,numarul urmator ~i acest numar cste 13 carc co [(~pur:dc unci 'cre~t ( ri Cll 0 

-.unitate de onlinul al patrulca zccimal al lllllnlisci. Dee i c rqtcrii Cll 0,3 a llIan­
t ,sci corcsplludc 0 cre~tl're de 0,3 :-: 13 = 3,9 ~ -:I a nl1mihului. A~adar 

)llumaml cautat, tinind seama de caractcristica, {'ste 55,25. 

"T abe 1 a 2.5. Lo~aritmii nalurali ai numcrelor GC la 1,00 la 9,!:9 

Tabela sc folosc ~te simplu. De exelllp!u, S[l se ane III 2,37. La intcrscctia 
l iniei 2.3 Cll cu!oana lui 7, sc giise~te logaritmul d iutat : 0 ,8629. _ 

Combinata eu tabela 2.<1 (Iogaritmii naturali ai puterilor lui 10), aceastli. 
tabelli. poate fi folosita ~i pentru aflaren. logaritmilor naturali ai alt6lr IIUll1ere 
care nu figureazii in 2.3, 

E:r~mplltl 1. Sa se afle ill 73-'1. A-,em 

In 731 = III 7 ,3-:1 + In 1()2 = 1,9933 + 4,6051702 ;::; 

~ 1,9933 + -'1.6052 = 6,5985. 

Exempllli 2. Sa se aflc In 0,00'131. _-\ 'rcm 

In 0,00-:131 = III 4,31 -In 1O~ = 1,4609 - 6,90ii.'i5J ~ 

~ 1,4G09 - G,!;O';'S =~ - 5,-'1469. 

Tab cIa 2.6. Logarilmii nalurali ai puterilor lui 10 
'Madnl de folos ire al acestci tabele estc c',ident ('rezi ~ i il:dicatia pClltru 

utllizarcil. tn.beki n,2). 

T a he 1 a 2.7. l\Iultiplii lui Ij)1 pentru Iransfcrmarea Iegarilmilorzccimali 
in logaritmi nnlufuli . 

in tabel5. n au fost trccuti 1TI1iltiplii de la 1 la9 ai lui 1jM, intrucit se 
pot deduce u~or din multiplii 10. 20, 30 etc . prin simpla mutare a virgulci 
spre stinga, peste 0 cifra. l\1odul de folosirc este imcdiat. 

Exempllt. StL sc a[]e In N ~tiind ctL Ig N = 0,13-217. Se ~tie ca 

• 1
In !v = -Ig N, 

j\I 
adicll., in cazul nostru, 

In N = x 0,13 217, 
l.I 



.sau 

In N = ~ x 0,13 --:- ~ X 0,0()21+ ~ X 0,00007, 
~1 )11 fil 

care se 	Illai poate serie 

In _v ,~, 	 _ :< 13 xl. I ,< 21 X __1_ +~ X 7 X __1_ • 
.11 100 -r JI 10 000 M !OO 000 

..., . 	 ., 1
Ci\utind 	in tabcHi muJtiplii 13, _I ~I 7 al lUl~, obtinem 

M 

~'- ""99' ' ''' I' ' 1 ,.r8"- .111"\Jn ~v - _ : J .)1.' ~\ - ..,- ""l .oJ) "'1_::,1 X + 16,118 096 )< -- = 
100 10 000 100 000 

= 0,2993-1 --:- 0,00484 -i- 0,00016 = 0,30 -134. 

Tab cia 2.8. :\lultiplii modului :'II pentru transformarea logaritmiloI 
uatnrali in logaritmi zecimali 

In ta bcliL Il-an fost trccuti muJtiplii de ]a I la 9 ai lui JIl, dc-oarece se 
pot d educe .eu 1 !~ nrintrL din nlultiplii 10, 20, 30 etc., prin mutarea virguJd 
spre s6n r;:t peste 0 eifra. ~lodul de foJosire este imediat, 

III cazul 	nost I'U 

Ie: N = 1'vI >: 1.24511. 

Ifj \' = .11 :: 1,2 + .11 >~ 0,0-15 + .11 )< 0,000 l-:I = 

=1 .11 >~ 	 12 :: + JI >: -15 :~ --
I + J[ >< H >~ 

III 1 O()O IO() 000 

C.-, d ;;l;"] in tal)!? ],l lllll ltiplii 12,'15 ~i H ai lui J11, obtinen} 

l!i i\' = 521153, :: + 19,51325 X __1_ + 6.08012 >< _,_1_ = 
10 1 000 100 000 

= 0,52115 + 0,01954 + 0,00006 = 0,51015. 

Tab cia 2.9. \"alorile fUllC!iilor LX ~i c-X pentru x E [0. 10.1 

"\c·;·:tstl tabell contine valorile fUllctiiJor eZ ~i e-x , x variind de 1a 0 1a 10. 
Yalorile lui .~ merg dill sutime in sutime de la 0 plna la 4~i din zeeime in 
zecime de la 1 la 10. TalJela se folose~te prin eitirea directtt. 
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patrulaterc 

lunginwa ipotclIll zei ; 

ll11'diana; r - raZ~L 

A 
It::....______ 

3. GEOMETRIE 

3.1. Geometrie plana 

r: 	 3.1.1. Teoreme ~i relatii in tri'ltJlghiuri, 
§i poligoane oarecare 

1) Triunghiul dreptunghic (fig. 3.1). ,Vota!i i: (/ ­
b, C - IIlIlg-imil(' catderar; S - aria; .4. D - inaltimc;.-1 E ­
eereului inseris; H - raza ecrculll; circumscris). 

a~ = b~ ';'" c2 (/~oycma ltti Pi/agora) c 
A D2 = CD . DB (tcoycma im'il!illzii) 

A B2 = BD • BC (Ico,'cma calclci) 


s· ~= bc;2 ; a , , 2R; AD ,-, An· .-I.C ' IK 

~ {j 

E.·l = 1:/3 = JT 

b + c = 2r .....:. a 	 Fig. 3.1 

2) Triunghiul oarecarc 

N otatii (fig. 3,2): a, b, C - IUlIgimilc laturilor; It,. = lunginH'a in;tltilll ii 
ce plead din 'Jirful A; p = (a ...:... b -+- c)/2 = semiperimetrul; H == i!1l1 g-ill1 ('<l 

razei eere lllui eire uITlse ris; 0 - ecntrul ecreulni eireumscris; 1" = IUllgim ("~ 1 
razci ecrcului inseris; I - eClItrul eercului lnseris; 1"a, 1'b, rc = lllngimilc razl'lor 

cerellrilor cxinscrisc; ma = lungimea medianci dusa din virful A; A L = i ll 
= lungimea biseetoarei interioare a unghilllui A; i~ - lungimeil biscctoa r<:1 
cxterioare a ung-hiului A; S = aria; s = (ma + fHb -;. mcl /2; 

a~ = b~ ';'- c~ - 2be· cos A (Ieorema lui Pitagora gClZCI'aiizali/) 

i~=_2-.Jbc(P-b)(P-C) (a> b> c, .J 

b - c 

lung. his , ext.); 

A 
2bc eos­

2 , lza 2 
- -- vPbciP - a) = ---- = --- -. 
b ·:... c 	 B-C b -+- e 

. COS--­

2 


a"bc 
i~ = be ---- ­

(b + C)2 

130 



_--_A 


Fig. 3.2 

Iflr.. nbc ..;-- • .4 B C
S = - = - = pI" O ~ (P - 0) "a = ,'r"rbrc = p- tg - tS' - tg - = 

2 'lR 2 2 2 

4 be sin A 
=~ P(P -a) tg:""- = '2R2 sin A sin B sin C = --­

2 2 

a2 sin B sin C h~ sin B 
= ,Ip(p- a)(p - b)(P - c) = = ----= 

2 sin A '2 sin A sin C 
,
• 

• ABC -l..; -;-----;-;-----;-:-------:= 1'- cotg - cotg - cotg - = - s(s - ma l (s - nib) (s - mel ; 
2 2 2 3 

1 1 1 1 
I U = r.. -r- r~ + I'c - r; -=-+-+-; I 'a = Sj (P - a) = p tg (.1/2). 

I ' ra j 'b rc 

- ao ab
BE = --. EC = -- (t ccnma bisccloal"ei) ; 

b -;- c b -;- c 

B '---------""'" C 

Fig. 3.3 

B 'C = (/ cos A.lJ)'C - Illngimc:l unci alllip(/I'alelc) (fig. 3.3) 
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3.1.2. Teol'eme remarcabile 
1) Suma unghiurilor unui triunghi este egiJ,lil. eu tso~. 
2) Teorema lui Thales. 0 paralela la una din laturile uIJui triunghi imparte 

cclcJalte doua laturi in scgmcnte proportionale: (fig. , 3.1): 

AD AE 
DEIlBG:;.-==~. 

DB ' EG· 

A 

.0/--­-­"'\ 

'8 L---------~c 

Fig. 3.1 

3) Teorema bisectoarci. Bisccloarl'le (illterioaru. ~i cca cxtcrioaru.) unut· 
lInghi dintr-ull lriunghi impart respec t i·t latura opusa. ill scgmcnte proportio­
narc en cclclalle dou a Jaluri (fig. 3.5) : 

AD ED 


AC DC 


8 .0 c£ 
Fig. 3.5 

4) Teorema l ui Stewart. Dad.. A, B ~i C sillt l. rci puncte coliniarc. in 
<!,C!!D.st1i ordine . ia r 0 "slc Ull PUllct exterior In:ptei pc care sc a flit. cele trei 
.puHc te. atunei a'fem (fig. 3.6) : 

i)_,F • 11e - OE" . AC -:. OC~ ~2All_= ",Ill • BC . CA. 

o 

! A L-­____~----~ C. 
B 

Fig. 3.6 
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.'i) Teorema lui :\Ienelaus: Dad pc laturile BC, CA. ASale uuui ,triunghi 
ABC lu am trei puncte .II, X. P carC Terifica relatia (fig. 3,7): . 

jl.[lJ lYC PA 
--=- .=.== 1. 

I' 

Fig. 3.7 

a tu nei acestc hei puncte slnt coliniart-. 

6) Teorema lui Ceva. Daca pc latnri l (~ unlit 
triullghi ABC lll am trci pUTlcte M . N. P astf("j' 
.incit s1l. a'rem reldia (fig. 3.8): 

MB NC PA 
-I,

j11C · ·NA . PB 

atunci drept<:lc .1 .11, BX ~i Cl' s ll1t concurentc. 

Fig. 3.8 

7) Teorema lui Pompcin. Dadl. in planul 11 1111 i triunghi C'ch ilatera l ABC 

lnam un punct J, atunei ell sf'gmente1c lA, IB ~i lC SC' poate construi 1m 
triunghi (care poate Ii f'7entual degenerat). 

8) ])is tantn.l <.lintr l' centcul 0 al cercnlui cirCnnt sc ris nnui trinnglli ~i ccntrlll I 
:1.1 cercnllli inseris in aet:la~i iriunghi este 

1=.jR"-RI'. 

9) Teorcma lui Nagel. Dael 0 estc centrul eercullli circumseris Ulllli trillnghi 
ABC, atunei .10 , no ~i CO s int perpcnclieularc pc laturilc trillnghinlni ortit . 

10) Dac[, inaltimil c hill nghiului inte rscctc<1.z:1. cerenl ci rclI !11scris in .1 ' 
r--. 

JI', C', a tunei A estc mijlocul arel1lui )J'G' etc. 

11) Cercul lui Euler (cercul celar 9 puncte). Dac;, A ne este 11n triu l1gh i, 
~l l!ne' p icioarele iual t imi!or, m ijlaacelc b tu ril nr ~ i m ij oace-Ie scgmcntelor 
AH, BH, CH , unde H e tc ortoc(;nt rul t ri un g- Itiu lui . sint cOJlcicl ice. Ram ccr­
(\Ilui lui Euler estc RJ2. 

12) Postulatul lui E uclid. F iind date u n pUllct •. / ~i 0 ctrrapta d, care I1U 

lr ce prin A , exista a singura paralel ;~ Ja d ca~" trccc prin ,'1. 

A 

B IC....___-:t-;­___....:::II. C 
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13) Dreapta lui Simson. Daea. dintr-nn punet Al al ecrcului cireumscris 
triunghiu!ui ABC se coboara perpendieularcle llrD, ME, JIF pe BC, CA ~i 
AB, atunei pUl1ctcle D, E, F siut coliniarc (fig. 3.9). 

Fig. 3.9 

H) Teorema lui Steiner: Daca prin vidul A al triunghiului ABC d"C('11\ 
doua drepte simetrice fat"a de bisectoarea unghiului A. care illtilllt'sc lalnra lie 
in ,ll ~i ";\', atune! a ",em 

ABt. CM· CN = AC2. EM; lJS. 

15) Inegalihi!ile triunghiului. Cu segmcntele a, b, C sc poate. cOllstrui 1111 

1riunghi dad ~i numai dad. a < b + c, b < C + a, C < a -;- b sail Ih - c I < 
-=:: a < b + c. 

16) Bisectoarelc unghiurilor unui triunghi sint concurt'utc in C"l'ulrul 
eerc"lui inseris in triunghi. 

17) Mediatoarele laturilor unui triunghi sint eOlleurellte in centrul cercnlni 
circulllscris triuIIghiului. 

18) Mediancle unui triunghi slnt eoneurcntc in eentrul de grcntate al 
triuilghiului. 

19) Inaltimilc unui t!"iunghi slnt eoneurcntc in ortoeelltrul triunghiului. 

20) Un unghi exterior al unui triunghi estc egal eu suma eelor doua lInghi ll ri 
alc triunghiului. care nu-i sint alil.turate. 

21) rIltr-ull triuughi eu doua laturi neegale, latnrii eu lungimea mai mare 
i se opune unghiul mai mare ~i reciproe. 

22) Segmentnl care nnc~te mijloaecle a doua laturi ale ullui triunghi e5(' 

paral!'l CII a treia latlIra ~i este eg<:J eu jumatate din aCf"asta. 

23) Haportul ariilor it douii triunghiri asemenea estc egal eu piitratnl rapor­
tului de ascm<'i.nare al ac.estora. 

3) Paralelogramul (fig. 3.10) a, b lungimile laturilor, <iI' d2 = lungimilc 
c.liagonaklor, q>' ~ nl\ghiui dial!0nal('lor, h = IUllgimca ina ltimii, S == aria) 

di + d~ = 2(a~ + b'j (teorema paralrf()gmmullti) 

S = a" = ab sin B = ~1~f.L	~in q> • 
2 
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~u-.~~
a 

Fig. 3.10 

'1) Dreptunghiul (fig. 3.1!) (a, b - lungimile laturilor; d - lungimea dia­
.'ol;a loi; '? - unghiul diagollale1or; S = aria) 

2
S = ab = cl sinq> • 

' 2 

.5) Patratul (fig. 3.12) (a - lungimea laturll; D = 2U = lungimea diago­
lI:dlli; R - lungimea razei cercului cir(:umscris; S - a!ia) 

D! 
2S = a = '- = 2R2. 

2 

A 

b 

a 
Fig.J.!! 

Fig. 3.12 

B ~---+----=-~ 0 

C 
Fig. 3.13 

" J Homhul (fir;. 3,13) (1/ - Illngirnea bturii; d l • d~ - lUllgimilc diagona­
1.1"1 ; l' - 1lllgltiul dintre In turile A 13 ~i AD; II - lungimca il!fllti1l1ii; S - aria) 

o • dId.,
S = {I- SIll ? "" --- = ah. 

Z 

Trapczul oarecare (fig. 3. H) a. = All - lUJlgimt:~l Lazl'i lIIari ; b = lJC ­

1' "lgina'a hazei miei; It - lun ,~illlf'a inilltimii; GH - lini~l mijloc ic; Ill' 
1"ll~i ll1ile tliagonaklor; cp - lIng ltilll diagonalelor; 0 - punctul de inter­

11" :L diagollaJelor; S - ari<L 

OJ': = OF; !;H = (a .;- b) /2; PQ"" (a - b)/2; 

2 2 
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(}
:;.,....---'----"7\ 

Ak::::....--L----::----~B 

Fig. 3.H 

S) PatruJatcrul inscriptihiJ (fi g-. .1.15) (a, b, c, d - ),ullgimile Jaturilor at. 

2, y, 3 - llIlghimile palruia tcr:lJui; p - !;cmipcrimetrul; d • d - lungimilc 
diagoualc:Jor; S - aria) 

1 z 

" A(/. -:- ';,= ~ .:- 3 = 1800
; E I = A2 dc', 

<II . dJ = (Ie -. bd I 
:!J.. = an -- cd Tcorcm ele lui l'IolclJlctt 

cl~ ad - 1;" 

/ -- ------- dJd2_sin '? s= 'i (P - (II (P - b) (P - c) (P - d) = 
2 

A 

o 

C 

Fig. 3.15 

9) Poligonul oarecare (fig. 3.16), 

Poligonul se dcscompunc in triunghiuri ~i 

trapeze. Aria sa, S, _~~tc suma ariilor parti­

ale S1' 52_ 53_ 5 4' ',; 
-,. 

ariile parFale se calculcazli. cu lormulde cunos­

Fig. 3.16 cute. 

136 



1(1 ) PatruJateruJ oarecare. Tcore/l1({ llli ElIler. In OI-icc patruiater slIma pa· 
, d.- lor 11111gilllilor JatlIrilor ('SIC ega![l eu suma p:itratdor Jung-i'miJo,r _dia·go­

1/ .It lor, ·plt ,s d e palm ori pitratul lung-illl ii segm cntului care ulle~te Ihijloacele 
. 

11. ,1 " na IL·l or. 


II) .PoIigonlIi regulat Cll n laturi inscris intr-ull cerc de raz:l R (fIg. 3_17) 


.;: ·4(..'B = rll - 2) ,., 

11 

LatlIra : .-1 B = 2R cos ~. 
11­

,. 2,.,
Aria: .. ·' ll nR'l Sill 

2 

Fig_ 3 . 17 

I ':) 5uma unghiurilor unui poiigon com·ex oarecare cu Jl laturi oste U = 
" - 2) . ISO° ~ (n - 2.1;-:. 

: ~.1. 3. Cercul 

(It = lungimca razei cercului; L = lungimea ccrcului; l = lungimea ar­

, III ' rI ,· :J. radiani; S = aria cercului). 

1 = R::.; 

L 2;tR ; S = ;;R2 

O ..... -~-..lIA Aria sectorului AGE 

Aria: segmentului s = aria sectorului 

AOE - aria triunghiului AGE. 

Fig. 3.18 A/ia unei coroane circulare = ;;(R2 - ,.Z). 

I ("(jreme remarcabiIe referitoare la cerc. 

11 ~ 1I acela~i cere sau in cercuri egale, la unghillri la ceutm cgale corespund 

"I ~ l coarde egale ~i reciproc. 

') Diametrul perpendicular pe 0 coarda a ccrcului imparte cvanla ~i arcele 

pu nzatoare in cite deua parfi egale ~i reciproc. 
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3) In acela~i crrc sau in cercuri egaIe. la 
aree ('gale corcspuncl coarde egOlle ~i rcciproc, 

'1) .-\rcek~ cnprinse intre dona. coarde Fl.­
ral clC' sint <,gale, 

5) In acela~i cerc san III C('rcuri <,galr. 

coardeJc cgale sint <,gal drpiirtale d e ccnt rn 

~i reciproc, 

G) Dacii .4 BC este un triunghi inscri~ intr-lln 

cerc~i CA' estc 0 semitangentf' in C. atnIlci 

-sl: n.A.C =- -i.·Be.. -/" ~i reciproc (fig .. .3.19). 

3.1.4. Locttri geo)netrice funilamentale 

1) LOCIII geonl('(ric al punctelor egal departate dc extrcmitiitilc lInui seg­
m('nt de dn'apUi ('sU' 1l1cdia i nr1l'ra ac(-Ini segment. 

2) Locnl g('olll<'tric al punct!'lor int('rioarc unni unghi egal d<,partate de 
bt nrile sal<' ('sle bisec/o(Il'ra acplni un/ihi. 

J) Lond g<'omctric ,\1 punct('lor ('gal d~pai-tale de dona drcpte eoncnrcnll! 
l'~lr- repr(' z('ntat d(, his, ctoan'I(' nnghiurilor formate de cele dou~\ drept(' . 

~) Locnl g('onH:tric al p"nct('lor situate la 0 distal.til datil. de 0 dreapt~, datrl . 
,·sl,· rern' Z('nta I dr- dOli:, dr('rte paralcle ell drcapta datii. 

51 J .oclI l g('otndrie al p"nctl'lo r dia plan <'gal depllrta te de 111\ pund dat 
(':.[," nil (Irc. 

ti) J.oc(J I g('on)('t r ic "I PlIlIct('lor dill care Illl s<'grnent dc dreapta. se '1('lle 
sni> IIll ul1gbi dat. ('st<: r:'pi"('zelltat d e rioua (tree de cur.. care au acelea~i extre­
ll,it,tll ca ~i s",~nll'ntI11 ~i si:lt sillletrice fati, de dreapta pe care este situat 
:-o[ 'glllClltUl. . . 

7) 1.OCIII gl·olll..tric al pnTJ(- [('~"r diu care un seglllc'nt de drea·pta se vcdc 
sub un unglti <lrcp t es te (,rCll/ CI' are segmentul respectiY drept diametru. 

S) LOCIII geollletric al punctelor N. carc impart intr-un rapo'rt constant 
s('gnlCntele determinate de UI1 Plll~ct fix A ::;i de un punct mObil, A[ de pe 0 

<lre·a ptit rlat~, tl (,Sic () p:ualc!il. lit (tl). care imparte distanta de ra: A la (tl) in 
accla~i . raport. 

III Locnl gCOIIll:tric al punctelor pentru care raportu! distantclor la tlon:-, 
drl'ple p:,rall'l c ('~ l(' COllstant ('stc n'prczcntat de dou;, drcpte paraleh: cu dn·p­
telt: daI L· . 

10) Locul gcometric al pnnctelor p<'nlru care raportul' cli s tant<"lor la (lou;L 
puncte fixe (' s tc constant (# 1) cstc un cere. " 

11) LO:!11 g :'o!ll~tric al punctelor N, sit nate pc scgmbnt<: lc care IITJ('SC un 

pUllet fix .-1 en ;, n p:IIH.: t 11lmobil p"~ 0 drcapti, (tl) dati,. as:t fel "incit A. j\f . A 11[' = k· 
(·.'ite lin car , c:,r,~ tr::c: prill 1'1 ~i are Cl'lItrul pC' p('('rl'ndiculara 1I1IS;, Jin A pc 
drcapl:J. (dl. 

12) Locul gcomdric al pUllctelor pClltrn ca rc SU!lIa pr,tratclor distantclor 
l or ]a clolla rUllctc date c~te constallt;, e~te 1111 raG Cll ceutrl11.in mijlocll1 5eg-­
me'nllllni ell cxlrcmitf,!ilc in cdc dou:L pUl1cte, 

13) Locnl geometric al plInctelor p:'ntru care difcrenta pf,lrafclor (listante.­
lor lor la <lour, puncle fixe: ('stc constanl;l cste 0 drwplii pcrpclldicularii pc dreapta. . 
d(,tcrminatii de cck dour, pnllcte fixe. 

]38 

http:ceutrl11.in


H) 	Locul geometric al pUl1ctelor care au putcri egale fatd. d e doul cereuri 
d.d " 	,;sit! 0 dreap/ii, anume axa radicalii a celor dOlla cercllri, 

15) Locul geometric al punctelor de putere constantiL [a.1" de 111L cere 
d.ll estc un cere concentric cu cercul dat, Ull punet >,at! multim':a '/idiL 

16) Locul geometric al punctelor egal depiirtate de 1111 pUlle t fix (numit 
rocar) ~i d e 0 dreapta fixd. (l1umita directoare) este 0 parabola , 

17) Locul geometric al pUl1etelor ce au proprietatca CiL suma distantelor 
Illr ia dOlla punc te fixe (numite focarc) este cOlls tanU cstc 0 dipsii . 

18) Locul geometric al punctelor ce au proprie[cc[c;:L cl dife,·cll ta r1istautclor 
lil " Ja d ou(L PUllctc fixe (numite foc;:Lre) estc COllstanlii cste 0 hipcrbolii. 

Ohsert:are foarte importantil .. Pentru a arata cd. Jocu I geometric al punctcloI." dintr-utl 
I'l l ll 7t, care au anumita proprietate Peste lllulSimca de PUIlctc L, trcbuie sa dcmonstr~m. 
"J .m IDe urmat oa relc propozi~ii: 

i) Orice puoct al-multimii L are proprietatea P; 

jj} Orice punct din planul 1t care are proprictatea.P apartinc multimii L. 


3.1.5. RelaJii 	in, poligoanele regulate lnscrise 

'intr-ztn, cere 


No/a!ii: R = raza eercului eircumseris; Lit = latura poligonului rcgulat 
''' II 'I CX Cu " Jaturi; a" = apotcma. pOligOllului reguJat COll'/ex eu Il Jaturi;
J:, . Jatura poligonului stclat ClI It laturi; a~ = apotcma pOligonuJui stclat. 
• II II Jaturi; P" = perimetrul poligollului rcglllat C9n'/ex Cll 11 l;:Lturi: S" = aria. 
I'nli~onuJlIi regulat con'/ex CU Il Jatml 

Rda!ii: 

L2" ~' 12R2 - R,j4.R2 - L~ 

~ 1ZR! + R .j4.1(2 - L~a;!1l 
2 

S,,= 
2 

:l) 	.6. F olosirea tabelelor 3.1-3.3 

Tabela 3.1. Laturile, apotemcle ~i ariile poligoanelor regulate in fUnclie 
,I fll2:a cercului circumscris 

f'.d>cla sc folosc~te' prin citirc directiL: pP. prima lillie sint trccute poligoanc1e 
, h,d,d c , iar pe cclt:laJle trei JUllgiml1c laturilor, ale apotcl11clor ~i ariile respee­
"'f 1( 1 poligoa.l1<: ill fUll ctic d e J? (raza ccrcullli circun)scris}. 

Tahcla 3.2. Puteri, radicali. logaritmi naturali, valori reciproce. Iungimi 
i arii de cercuri . 

I, ~b ,.]" sc folosqte prin simpla cilire ,L '/alorilor crLUtate; prima eoloana 
.,,1 1111' llllnlCn:lc de Ja 1 pin(~ la 1500, iar cc-IC'lalte coloane, diferite puteri. 

\,. ,IIi , Jogaritlllii llatumli etc., ai acestor lI11l11CW. 

I.tlJela ,1 ,3, Va lori 1lllmerice importante ( cxprc~ii in .... g ~i e) 

l"d lll ,k lltiJi l.<Lrc cstc "'/iuellt. III COi <>; Ll>;t a ireia ~ i a ~asca slnt dati 10­
lll ll li i zcc illlali ai lIume r(']o[ dill coloan,~ a doua ~ a cincea. . 
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..... .... Tahc\a 3.1 Laturilc, apotcmc\c ~i ariiie poligoanclor regulate in fune!ic dc ram R a ecreuilli cirellmseris 
o 

~~ilat 	 Triunshiul P~tratul Pent agooul Penlagonul Hexasonul 
cchi ltltcral convex ste la t ("=4) 	 ("=6)Elementclc ("=3) 	 In =5} (,, = 5)-	 , 

J .:-\t llf<t (LlI S:1 l! J.;,) 

Ap(l t t' 1ll ~ (n" ,,111 ()~) 

n./3 

RJ2 

- - -_._------­

i\ , i~ (Sn) : _' R~ .j3J ~ 

n[2 

R .j2/2 

21(2 

R .j 10 -2../ 5/2 

n( .j5 1­ I )/ ~ 

R .j 10 + 2,[5J2 

R (/5 - I )! ~ 

R 

n [i/2 
------ ­

5R" .j .\ 1(2 .j:':/].-- ­ 1O + 2.j.'5
R .. 

Tahcllli 3.1 (rnn/in /(,~rc) 

Do\lC'cagonnl:::~OligOn\l1 regulat\ Octogonul Octogollul Dec •• gonul Dcc~sonlll ])od('ca~onul 
stela tCOllvex ste l, t convex sttl,t Con\'LX 

Elementclc ___________ (,, = 12)(,, = S) (,, = 8) (,, = 10,'· (,, = 10) (,, = 12) 

17(./6 ! ..j2)/2L.",,,,, IL" ~u L;,i R.j~ I~.j2172 I RI.[l-I II' i~~1 III.jr.-,I'l" 

II (.jr, : .j2jJ-l, ll (.ji, - ,/2)/ -1Apot f' lll <t (a n sail a;,) R,/ 10 1 '2 F;~ R.jIO-'2,/ .1/4 Rh I- .j 2/2 lIh-.j2/2 

Aria (Stl~ 5N~ .j J(J __ .j2i-'i :)It!2 ~2R'J. 
-I 



Tabela 3.3. Valori numerice importante 

(expresii in r.,g ~i e) 

In" .. In"" II 

" 
2,. 

3,. 

4,. 

n:2 

It: 3 

'" 4 
It: 6 

n: ISO (= 1°) 

" 10800 (= I') 

T ,,48 000 (= I") 

It' 

1';:; 
V2lt 

v;:-2 

-f/;; 

-f/41t : 3 

e' 

V; 
-f/t 

c 7t : 2 

e l"'t' 

21te

C') 

M = Ige 

g') 

g' 

Vi 
vzg 

3,141593 

6,2831 S, 

9,424778 

12,566371 

1,570796 

1,047198 

0,7853 98 

0,5235 99 

0,0174 53 

0,000291 

0,0000 OS 

9,8696 04 

1,7724 54 

2,506628 

1,253311 

1,464592 

1,611992 

2,718282 

7,389056 

1,6487 21 

1,395612 

4,810477 

23,140693 

535,4916 56 

0,577216 

0,434294 

9,81 

96,2361 

3,13209 

4,42945 

II0,49715 

0.'9818 

0 ,97427 

1,09921 

0,19612 I ,I
0,02003 

1;89509 I' 
1;71900 

2 ,24188 

4,46373 

6,68557 

0,99430 

0,24857 

0,39909 

0,09806 

0,16572 

0,20736 

'0,43429 

0,86859 

0,21715 

0,14476 

0,68219 

1,36438 

2,72875 

1;76134 

1;63778 

0,99167 

1,98334 

0,49583 

0,64635 

I:,. 

1: 2" 

I : 3n; 

1 : 4n; 

2: ,. 

3: ,. 

4 : ,. 

6: ,. 

180·: ,. 

10800': ,. 

648000": ,. 

1: n l 

V1:7r 

V~ 

V2:,. 

~ 
-f/3: 4,. 

I: e 

1: e' 

~ 

V'~ 
e-": 2 

e-" 

e- 2,. 

In,. 

I:M =In 10 

I: g 

1: 2g 

",Vi 
,.)f2g 

0,318310 1~50285 
O,1~91 5~ 1~20182 

0,1061 03 1;02573 

0,079; 77 2,90079 

U,63,,<>.2U 1,80388 

0,9549 30 1,97997 
1,273 240 0,10491 
1,")09859 0,28100

i57°,29;7 ~o 1,75812 

J4J7', 7~ oH 3,53627 

206264",81 5,31443 

0,101321 1,00570 

0,5641 90 1;75143 

0,398942 1;60091 

0,7978 85 1;90194 

0,682784 1;83428 

0,6203 SO 1;79264 

0,367879 1;56571 
0,135335 1.13141 

0,606531 1.78285 

0,716532 1.85524 

0,207880 1;31781 

0,0432 14 2;63562 

0,001867 3,27125 

1,144730 0,05870 

2,302585 0,36222 

0,10194 1;00833 

0,050968 2; 70730 

9,83974 0,99298 

13 ..91536 1,14359 

I) C este constanta lui Euler) 

~) I:: e.s te acceleratia gravitatiei In m/s'; aici este dat1 vaJoaJ"ea cOlunjiU, a lui g la nivelul mArl. 
tl I,litudinea 45°-50". 
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3.2. Geometria in spatiu 

'3.2.1. Teore1'1'ze renzarcabile 

I) Dad\. 0 elreapta din spatiu este paraJela eu 0 drcapta continutlt intr-ull 
plan atunci clreapta clin spatiu estc paraJelrl CU plannl. 

2) Daea 0 clreapta estc parale1ft en cloua plauc ncparalcJe. atunei ('a est," 
paralela ell clreapta lor de intersectie. 

3) Dadi dourt elreptc sint perpendicular<' pc acela5i plan, atunei ('Ie sint 
paralelc. 

4) Daea un plan cstC' perpendicular IX' dourl pianC'. atul1ci el ('ste perpen­
dicular ~i pc intnseqia lor. 

5) Daea 0 drcapta e perpendicular;l pe Ill! plan. atnllci oricr plan carL" 
treee prin aecastrt dreaptft cstc perpendicular pe planul initial. 

6) 0 clreaptlt e perpe,nciiculara pe 11Il plan. daerl c'a cstC' perpcndicularf, 1"" 
dOlla drep(c' conCllrcnte din accl .plan. 

7) Dactt proieqia unci ohlin' pc Ull plall " perpcndiclliara pe 0 "reapt;, (fLLI 

plan, atuJlci ~i oblica in~fl~i l' perpl'l1Ciicl11arfl pc area drcapt[l dill pIau. 
8) LTn plan intersecteaZ:l dOIl{t plane paralelc dnp:l dou'l c1reptc parakh-. 

9) Daeil dona plane sint paraJelc, oricl' c1rmpt{l conlinut'l in unul din plaLll" 
C' para1ela eu e('''tlalt plan. 

10) TeoreJlla (pl'oieetiei) uJ/ghiullli d", Pi: Proicc(ia ullui IInghi circpt pe un 
plan paralel en Ulla din laturile lni cstc tot un ullghi firept ~i reciproc. 

11) Teorema alar Irei perpcl1diclflarc: Dac[l dilltr-ull pUllet A dncl'1ll pcr­
pcndieulara AB pe planlll (P). BE p, iar din pieiorul II ducl'lII perpendiculara 
BC pe 0 clreapta (d) sitllat{l in planlll (pl, alunci AC estc perpendlenladt pt· 
(Ii) (fig. 3.20), 

A ReG.prow 1. Daea A R cst" perpclldi­
cular[l pe (PI, n E p, iar de p ~i .-Ie 
estc perpendielllar{l pc d. en C Ed, atu!Il'i 
ne; estc perpelldicularfl pc d. 

ReGiprow 2. Daea llC cste perpclldi­
culara pC' d, eu REP. rl c P ~i C Ed. 
~i .'Ie este perpend ie nlar[t pc d, ia r ..J 11 
cstc pcrpendicular[t pc BC. atllnci .4 It 
(,SlC pcrpendieulara pc planlll p. 

12) Proiec/ia 1<J1l1i scgll1f111 dc dreaph'i 
pc Wi plan: Proiectia segmC'ntulni de 

dreaptil .-IB pe un plan (P) sc obtim' 
duclnd prin capdclc ..J ~i 11 ale segmt'n­
tului p<"rpcnciicularc pc planlll (P), can' 
il interseeteaz[l in A' ~i E'. PIa nul genc­

rat de drcptcle paralele .'lA' ~i EB' st' nUIIIl'~te pitmpJ'(,ieclal1l. Sc llllmc~tl' 
llnghiul dreptei .'IE faent eu plannl (1') ullghiul 9 foriilat de elrc·apta AE Cll 

proiectia ei A' fl' pc plalllLl (P) ~i a'/e1l1 rl'!alia (Iig. 3.211. 

A'B'·:~· .-Ill cos y. 

1.3) Teorema proiee!iei ariei, unui poligon plan pe un plan. 
Daea un poligon P din planul (;:) are aria S.,~i dac{t proieetilm ortogonaJ 

pe P pe un plan (;:'), care face eu (;:) IInghinl asclltit 9, atunci aria S' a lui 
P' .este data de 

S' = S cos y. 

Fig. 3.20 
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Fig. 3.21 

.14) Daca proicctiilc poligonuiui pl:tn j> <lin pianul (;;:), de aric S, pc trei 
pI.lllC (;;:'), (;;:"), (;;:"') perpcndiculare donll cite doull slnt p', P" ~i 1'''' ~i ,",u 
~ 11 iilc S', S", 5''', atnnei 

15) Te(;rema sec!illilii. Haportl1i ariilor a dOll[l spctiuni prin piane perpen­
" i(, lIlare pe inaitimea nnei piramide-sall a unni con este egarclI p[ltratnl rapor­
IlI lili Inngimilor inalrill1ilor corcspnnzrltoarp, iar raportui voillmelor corp"rilor 
• II aeele secrinni drppt baze ('stc egal en cnlHlI r<lportulni lungimilor .inrtltilllilor 
11· 'I'('di'/e. 

1(;) 0 prismll oblidl este cchi ,talentll ell 0 prismrl dreapta care are ea I>az[\ 
" s( 'qinnc dreapti't a prismei obi ice, iar ea inltltimc mnchia latcraI[l a prislI1('i 
uhlin'. 

:3.2.2. Locuri geometr£ce fundamentale 

I) LoclII geometric al pnnctclor COlllunc la dona plane secanle este dreap/a 
dc ' illt("r~cctie a plan('lor. 

2) Locnl geonIetric al pnnctelor ('gal <I eprlrtatc de trei pnncte n('coli,niare e 
" ,/1i'apla perpendicnlar[t pe phllllli determillut de cele trei p"nctt', in celllrul 
,j' I I'" 1I11li cjrcuIllscris trillnghiului fonnat de cle. '~ I 

,) Locnl gt'oll1ctric al pnllctelor egal departatc lie dona pnncte date este 
'i ll t'ian perpendicular pc mijloeul segmentului detertllinat de cele dOUll puncte. 

'1) Locnl g,~ol11etric al pnnctclor egal d('partatc de fcrele ullni <lil'dru t'ste 
I Hli plallul bisector al <liedrulni. 

5) Locul geometric al pllnct('lor din spatill ('gal depilrtate de (lOlla dr('pte 
• " "(, lIrente ill 0 este repr('zentat de c('le dou~ plane care trec prin pcrpl'ndi­
• ,cI .Lr[L P(' plan\ll celor dona drepte in 0 ~i prill cele dOIl[t iJisectoare ale lIng-hin­
111 ,, 1' ['.>rmate de ccle dOlla drepte cOlleurente. 

(1) LOClll geometric al pUllctelor egaI departate de lin plan ('ste format clin 
d""rLplane paralelc cu plannl dat. 

7) Loeul geometric al mijloacelor segmentelor pnralele ell 0 directie fix';', 
I "I" ills:~ intre dona plane fixe, paralele, este plallul paralcl Cn plall('le date ~i 
I ', II cJepartat de cit'. 

X) Loeul geometric al dreptelor paralele cu un plall, duse printr-ull PlIlICt 
I II' riu[, e un plan care trece prin acest pUIICt ~i e paralel cn planul dat. 

IJ) Locnl geometric al perpendicnlarelor duse dintr-nn pUIICt pc 0 dreapta 
" d, . es t e Ull plan, perpendicular pc acea dreaplit. 

10) Locul geometric al dreptelor mobile, care se sprijina pe 0 dreaptil fixa. 
l i Me tree printr-u!l punet fix exterior drcptei fixe este un plan. 
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II) Locul geometric al dreptelor care trec printr-un punet fix ~i sint 
paralele cu un plan fix este un plan paralel cu acest plan. 

12) Locul geometric al punctelor din spatin pentru care diicrenta piltra­
telor distantelor lor la doua punete fixe estc constant[, e up plan perpendieul<!.r 
pe dreapta care ul1e~te ccle doua punctc. 

13) Local geometric al punctelor pentru cc:.re raportul distantelor lOr h 
doua plane paralele cste constant estc reprezcntat de douii plane .paralelc ,ell 
planele date. 

11) Locul geometric al punct('lor d in planul (;:), din care un scgm(,llt de 
dreapt~ dat se vcde sub un unghi drep' estc un CfI'C sau Lll PUIICt, da::il ill (;:J 
eXlsta pnncte cu proprictatca cerutiL 

15) Locul gcomdric al punctelor din Spdfiu egal dcpiirtatc de un pelllet fix, 
llumit cel) tru, estc 0 sfer.a. 

16) Locul geometric al tangentelor uJ)ei sfere, paralele en 0 drcaptii data, P 

o suprafata cilil1dricii. de rotalie, circumscrisa sfcrei ill lnngul unui cerc mare. 
17) Locul geometric al tangcntelor dnse unei sfer(' print:'-un punet exterior 

eo supraf2.ril couicii de rota tic, circumscrisil sferci in lun1;u) unui eere. 

3.2.3. 	Ariile §i volttmele prillcipalelor pohedre. 
Razclc sjerclol' inscrise Sc:.H cirCltnlSC1'ise aces/ora 

Sotu/ii :;weralc. (I, b, C - lungimilc lah:rilor, mucliiilor, uimensiunilor plllic­
drelor; d = lungimca d:agonalei; P, p = pcrimctrcle .bazelor; A = apolema; 
S, s = ariile bazclor; 51 = aria laterala ; 5 t = aria talala; f = il:{Lltimca; 
V = 'Iolumul; r = lungimea razci sferei inscrisc; R = !ungimea razei skrt'i 
circumscrise, D = lungimea diame<trului sferci eircumserise. 

1) Cubrd (fig. 3.22) 

d = a ../3; 
SI = Ga2 ; r = all; 

V = a"; R = d;2; 

C5J
J 

Fig. 	3.72 

2) Paralelipipedrtl d/'~PtWlghic (fig. 3.23) 

St = 	 2(ab + be + cal 

dZ a ZV = abe; = + b2 -:- c~ 

R = d12; D = d 

3) Paralelipipedrtl oayccare (fig. 3.2'1) 

5, = 	 Suma ariilor paralelogramelor care formeaza. suprafata lateral[l a 
paralelipipedului. 

SI = 	SI + 2S 

V = Sf 
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Fig. 3.24 

01 ) Prism!! dreaph: sait obllei! (fir;. 3.25) 

SI = P . I(lig. 3.25, II); 5 t = 5~ + 25 

V = Sf = ariil. scctiunii dreptc· lunginwa ll1uchiei (fig. 3.25, a, b) 

~ I r I 
: I I 
I I I 

I 
I I

I 

-l 
\ 
\ 
\ 

a 
Fig. 3.25 

5) Piramitla 1"Cg/lla!ii (fig. 3.26) 

P3. 5f 
51 = -; St = 51 + 5; V =, -' 

2 3 ' 

r-= 3Vj(S/ + S) 

I,,,,·!lltllil. care Cia ','olumul sc aplica ~i in cazL' unei piramirle oarecare. 

tJ) Tc/raedl'lll ,'n,,, lal (fg. 3.27) 

" = a 110J~ , 5 3lja~.V-:: 1=--4-' 

,'tl .... 
H~·f. eire = i. V" .:;. 



Fig. 3.26 Fig. 3.27 

7) Tnlllcliiul 'de piralJli(M (fig. 3.28) 

P -j PI'" ,- I" V I (l' '-S)SI = ---,' ; ·'t ~~ ·'1 - - . ., -I- s; :~ - .J + s +... s 
~ 3 

Formula care df, 'IDlumul Sl' al'licJ. ~i in cazul uaui tr'illnchide piram,idu, Cl. 
bazele paralek, oan·care. 

o 

8) Primlatcid"l* (fi£!,. 3,2'.1) 

s ~" aria A nc; S = aria DEFe.; ,: S' = :tria abed; I ~ lungimeainaltimii : 
_ I 

a, b, e, d IllijloilCclcn11lchilior; T, = - (S -, 1S' + s) (fo/'Hwla lui Simson). 
() 

• Pr!sITI:ltoiduI ('ste un poJicdru carr arC' en b~zc dOlia poligoane a~ez:ltc in plane parale­
k, i~r ftdeie lat c' rale sint trapeze S:lU triunghiuri. 
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3.2.4. Ariile §i volumele pr'incipalelor corpuri rotunde 
Ao/alii gourale. R, R), r = lungimile razelor ; D, d = lungimi ale diame­

''''lor ; a, b, C = lungimile semiaxelor; G = lungim ea g-eneratoarei; [= lungi­
mea inaltimii ; 5 = aria ; 51 = aria latcralii; 5, = aria totala; V = voluInul. 

1) Cililldrlll ci1'ct/ia1' drcpt (fig. 3.30) 

51 = hRG; 51 == 2;:R(G + R); V = ;:R2[ 

I 

I 

I 

I 


l' G
I 

Fig. 3.30 Fig. 3.31 

Com(l ci1'Cuia1' drept (fig. 3.31) 


;:R2[

I~ = ;:RG; 5t = ;:R(G -:- R); V = 3 


V
G - R G: 

1'.,. '".ser . = R ---; R.,. eire . = , ___ . 


G + R 2 yG2 - R2 

:1) TruJt'Chilll de con (fig. 3 .. 12) 

C" (RO , 0) TT= ;:I (R2 -L, r 2 -L, Rr)·.5 I = 7tG(R+)r; 5 t = .01 -;- ;: - -;- r'; • 3 ~ 

, ~ 
d = yG-" -;- iRy (diag-oualn) R s, . eire. = 

2l 

A 

B 

Fig. 3.32 Fig. 3.33 

I ' - Tabele !ii formule matematice - c. 1 I 313 17T 



-I) Sfaa (fig. 3.33) 
c -1;:R3 D3 

S = 47":R~ = ;:J)~ ; D = 2R; 1 =--=7t-. 
J 6 

5) Z OJlII sfe,.ica (fig. 3.3.,) 

s ~= 2;:RJ, [ = 0'0"; F = :J (3,.2 + 3111 + J2) 

6) Caiola S/criCli. (f ig- . 3. 3 .• ) 

;:P , ;:J. 0 

S = 2;:/IJ, 1= U'A ; 1" = - (_, I? - 1) ~= - (/- + 3r-). 
3 6 

7) S a lomi sf cr ic (h, primlIl Ii;) (fig . 3.."14, a), d e al d oilea tip (fi e;. 3.3 ~, b)): 

2;: R2J (f"
5 = 2;:/1 [ -i- ;:II,. ( fig, :U ~ , tt) ; T' , -- Ig. J .. H, II, b) 

3 

If 
.... ----;.-1"-,--­
------40 

~\o I 

o 
Fig. 3.3~ 

b 

1\) Srt; I!l CIII lIl -,faic CIt dowl btt ;e (fig . 3.:;5) 
(portiunca d L' sfera ctlprins!"t inirc dona pIa II," 

parD-Iek) 

-1;: '( 1 )3 I • .,V = - - + - (;:Ril + o:r-I) . 
J 2 2 

Fig. 3.35 

9) Segmcntul ~fcric eu 0 bazii (fig. 3.36) (porj"iunea de sfed marginita de 
o 	 calotrL ~i nil disc) : 

_[2 
F = '~ (3R - 1). 

3 
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10) Elipsoidul: (fig. 3.37) 

'htabe v=--­
3 

Fig. 3.38Fig. 3 .36 Fig. 3.37 

11) Paraboloidul de rotaJie: (fig. 3.38) 

V = -::,fl2T 

2 

12) Torul (inel cilindrk) (fig. 3.39) 

S = 4r;2Rr. r = raza cercului generator;. V = 2;:~ Rr2 • d ... 2r. D = 2R. 

Fig. 3.39 

:$.2 .5. Poliedre. Poliedre regulate 

'l'l'orema lu; Eul..r: Dad!. V, 11,1 ~i F sint num1irul virfurilor, al muchiilor 
I Ii ("telar ullui poliedru convex, atunci 

V - jvf + F =2. 

I'olit'drele regulate sint: tetraedrul, hexaedrul sau cubul, octaedrul, dodcca­
,1111 1 • i icosaed rul. 

I'. im;ipalclc caractcrislici ale acestor poliedre, prin tre care ariile latcrale 
,,1 1I1I1<'lc lor. In functie de lungimea a a muchei, sillt date mai jos' 
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Fl'!lIi k\t.-:ur I rut vir/uri­
ktC'lor lor 

1 Tctrallirul Trillllgilillri 
oj oj

cchila(cra!t­

;";U IlL:t 

rid I{a,,, s! ere; I Raza sfcrci 
much I - .\ri;L \'Ulllllllli t:irctllllscrisc, U ill'1!crise. r 

il()[ 
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a\Ir;
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I 

i r; 
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2 2 

3 Octaeclrul a[i a.j6Trillnghinri a3 Ji,<; 0 12 2a\ncchilateralc 2.3 6 
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-1 

\10-\2,5 - 12- (3 + ))-12- (l' lcrhilat(')'~l:" 



Oaea R este raza sferei cireumserise, r raza sferci inserise 51 0 raza eereului 
,I. IIntseris unei fete, atunci avem (in cazul ieosaedrului ~i dOdecaedrului) ~ 

o = -If 1_0_-_2....:../_5 • R, 
, 15 ,. 

;; ,2 ,6, C£leva volwme uzuale 

I. Colitul blltoaielor: 


\ nla!i i ;zellerale, R = ra7a 5eqiunii bntoiului prin 'rran;l; D = diamctruT 

' \ II lIlii buto iullli prill 'rrana; 1'1= raza mijloeie a fundurilor; d = diametrul 

hll fl u iu al fllndurilor; 1 = l!laltimea blltoiului. 

I ,w acitatea butoaielor se caleulca7a en formulele apro~"imati',e, 

.) V = ;: (2D : dr. I; 


I,) V = 0,8 IDd; 


.) r = -.:1 ( R - J (Rg----.1 r(forlllula lu i De::); 


I 

I 

, Cubajul trun~hillriJor dt' arbori, a ) Trnllehiul d e arhoTl:' cilindric 

lungimea ec reului de i>a -'fl ; I = inaltimca t runchilllui; V = valumlll. 

(~rI
V= - -­

\0) Trullchiul d e arbore care a re forma unui trullchi de con 

Iu ngimea ccreului musuratu pe arborc la ium:Uatea lui; I = inrll.. 
'''' • ~I rho reiui: V = 'Iolumul. 

alculul debitului d~ apa al unui ,in, III constrnctiile dr. poduri ~i hidro­
• I II' e nccesar sa cunoa~tell1 d ebitul '/olllmic d e apil al unui riu, adiea. 

11111 1111 de apfl pe care il (Iii riul intr-un miuut. 

fI" ,l 'Iolum se asimikazii e ll eel a l unei prisme a'/ind ca ba za 0 sectiune 
"I , in r iu , printr-un plall normal pe directia sa; ~i ea inultime distanta 
II til" ric apa intr-un ml!lut. 

II" ,L scctiurfea are aspeetul din fig_ .3,40, se procedeaza astIe!. De- a lungul 
"" ' .de'i A [3, perpendicular pe cursul apci, in punctele r:, D, E, .. , se fac. 
I ii' ~ i se de tcrmin;, adincimc'l riului , 
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Fig. 3.40 

Se calcu1eaza aria S a sectiunii, adunind ariile triunghiurilor ;;i trape7('lo l 
asHel forma te. P entru a afla inlllj:.imea I a prismei. se dete rminll ee distall l, 
pareurge 0 bueata de lemn plutitor intr-un minut. Aeum d ebitul volum ll 
va fi D = SI. 

Obscrvarc : Pcohlemete de geometric se impart, in principal , in probleme de calcul (a IInOr fI ll 

mente ale unor figuri t;co mctrice) I de demon stTa-lie fa unor propriet ati ale unor fi g-uri geometrit'f I. 
de ma.::i m Si minim , d e loculi g,on: ~ !,icc \it de c on s !'lfc/i~. 

3.2.7. Folosirec; tabelei 3.4 

T" bela 3.4. Factorul core~pun2'.iitor raportulni hid penh u calculul co1l11 
ll u tullli OC liehid in cilindri orizO'ltali 

Volu mnl cilind rilor (e isternelorl. care nu si nt plini cu liehid , S~ calculeu/.l 
eu ajutorul ariei segmentuliJi d e ce re udat de liehid ~i al lungimii eilindrulil l 
Practic, insa , penh';) cilindrii ori 7.ontali se considera. c1i. licl>iclul cu ni '/elul h 
are '101umul egal eu produsul dintre volumul tota l al eilindrului ~i facto..,1 
corcspunzator raport ult.:i hId, in care d este diametrul cilindrului. In talw i., 
.es te clata 'laloarea «ces tui factOr in fU'l c tic d e '!aloarea rp.portului hIe!. 

'I'abela 3.4. Factorul corespunzator raportului h;d pentru calculul conlmutlll OiI 
de lichid in ciJindri orizontali 

h 
t .lilI fact. 1 fac t. I f.c t. I fact.d d d 

\ 

1 
0,8(, 11O,8[0,21 0,1527 0,41 (2,3860 0,61 0,63890,01 1' 0,00[7 

0, [63[ 0,3986 0,82 0,871100,62 0,65130,02 0,0048 0,22 0,42 

0,4112 0,6636 0,83 O, 8!!7 \ 0,0087 0,23 0,1738 0,43 0,630,D3 

0,84 0,8'11,0,1845 0 ,4238 0,6759 0,04 0,0134 0,24 0,44 0,64 

0,4364 0,6881 0, 90 '0, 1955 0,850,05 0,0187 i 0,25 0,45 0,65 

I 0,2066 0,449 [ 0,'11 1110,7002 0,860,0245 1 0,26 0,06 0,660.46 

0,7[220,2 [78 0,4618 0,87 ' 0,9.' 0,670,07 0,0308 0,27 0,47 

0,') \ . 0,4745 0,880 ,08 0,28 0,2292 0,48 0 ,68 10,72-i110,0375 
i = 
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/: 
f.ct . fact. fact. fact.I fact.d d d d d 

0,0') I 0,0446 0,29 0,2'107 O,~9 0,4873 0,69 0,7360 0,89 O,9~02 

11,10 0,0520 0,30 0,252:; 0,50 0,5000 0,70 0,7477 (),90 0,9480 

1,), 11 0,0598 O,3[ 0,2640 0,5 [ 0,5[27 0,7 [ 0,7593 0,91 0,9554 

1, 12 0,0639 0,32 0,2759 0,52 I 0,5255 0,72 O,.770S 0,92 0,9625 

1,), 13 0,076'1 0,33 0,2878 0,53 0,5382 0,73 0,7822 0,93 0,9692 

0,14 0,085 [ O , 3~ 0,2998 O,5~1 0,5509 0,74 0 , 79J~ O , 9~ 0,9755 

0 , [5 

p. I (, 

1, 17 

0,0941 

I0,1033 

I O,E27 

0,35 

0,36 

0,37 

0,3119 

0,321 [ 

0,336 '1 

0,55 

0,56 

0,57 

0,5636 0,75 

!0,5762/ 0,76 

IO,5SSL' I 0,77 

O,80-i5 

I 
0,8155 

0,8262 

0,95 

0,96 

0,97 

0,9813 

0,9866 

0,9913 

" I: ~ 

0, 19 

II , () 

I 0,122-1 

0,1323 

0,142'1 

0,38 

0,39 

0,'10 

. 

0,6'187 

0,3611 

0, 3735 

0,58 

0,59 

0,60 

0,6014 0,78 

0,61'10 I0,79 

I0, (, 265j 0,80 

0,8369 0,98 0,9952 

0,8-173 0,99 0,9983 

0, 8576 1 1,00 I 1,0000 

;~ . 3. Geometrie analitica 

3,3. 1. V ccton 

' ) J.IOIgimca Hllili , '6CtO;-; i A 
--'? 

B! ; All;! a'I; a; Ivl; ,,; jVl l ; VI" 

--+ --+ ~ 

i) Adl! lIarca. ;;aiOl'ifar: All + B C = .-Ie (rfgll la trizmghilllui, fig. 3.41) 
~ --)0 -) 

vA + on = OC (regula paralelagral1lZdld, fig. 3,'12) 

~____1YIC 

o~----~ 
Fig-. 3.41 Fig. 3.42 



A 

,.' 
" 

Fig. 3.41 

---+ ~ ~-+ 
,--1,--1 -;- .41A~ + ... ~. . --1 nlJ = .'l B (regula poligOlLlllui, fig. 3.13)1 

----t ----7 ---+ -+ 
().--1 .:... OlJ .:. OC = ()J) (rcrutla paralclipipl'dului, fig. 3.11) 

-l) SCI/dam vee/orilor: a - b = a + (- h) 
---+ ---+ ---+ 

()]J - 0.·1 = AlJ (fig. 3.1') 


5) Cri/aiui de co/illil/ri/a!e It doi veetori a ~i U' 

i/ = ).b, 7/ of 0, ). ER* 
Fig . 3.-15 

0) Proprid(l!ile I/rl/tl/Clr i i vcc/lJrilor ;'i aJc lJllltui!irii Cit scalari (din R sail " 
tt vee/orilor 1) a -;- b= b+ a 

2) a ..:... (b ..: . t;) = (ei 

3) ,/ .;- 0 = 0 -)- ,,: = a 
-I) (I.,L) a = i.(:.la) = fl.(/.a) = i.;.t a 

5) (I. + fl.) <1 = i.il· -;- :.lri· 

0) i.(li' . b) = I.a : i); 

7) o· a = I, . -0 = -a 

7) Forma hipcre,)/)zplc:o:ii ([. vee/ari/or: 
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"1 l'ro'/ lI s1I1 scalar a doi vee/ori ,I', b: 

1'/ n/, r idii{ i: 	 I. (/ _, () ,au b' ~, i)' implic:t Ii b ,-- 0, 

') eL' b= 0 ~ i (/ of. 0, b #- 0 ..... u 1, I 

.1. i/ · b~ .:: b· '(i 

II I) l'l'odll slll t'cciuri"l a doi vee/a,yi (i' "i b' 

I) , a: ''; ii' I = ab Slit 9, ? = .;: (ii, b) 

' ) (/' X b 1- a: ~i u X b J_ i; 
- lo - .. -+ -~ 

(tl, b, a X b) c01Uifui<; un tricdru drcpt 

/', o/lric /{i{i: 1) e, X b = U ~i a # O. b of. 0 ..... a II b. 

2) Ii x ;;= - b' x ii 

'I) (a.-7:- 1J) >< I! = a X c -7- b' x c 

5) Ii ~< (b -'- c) = ci :< b -,.. ,,: ~< c 
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/ 

respecti" 

-+ 
i j k ... 

a ;< b = al bl CI 

a:? b2 C2 

11) DlIbl.,z PI'odIlS reclorial: ra x b) >: c = "b'Cac') - a(b'c) 
12) [dwlila!i vectoriale. 

1) (a >: ii') x c' + (b:<c )xa+ (exa»: b = 0. 

2) (a. b)' (c' d) = (a' c) (b' d) - (a· d) (b· c) 

3) (a >: b'j"·= a2 • b~ - (ei· b)2. 

13) Pro.lllsr<! mix/ a Irei t·eclori. abc = (a :< b) c 

PropriGliifi: 1) (ibe' = 0 <=> ri, b~ c slnt trei 'I ectori coplanari. 

4) (i.a,) b'c = ri(;,b') c' = ai/p.,c) = i,abe 

5) Fie a = (a l • bI , Gl ). b =.~ (a 2 , b2 • ( 2 ) ~i t: = (aa, ba• Ca) tI C 

vcctori dati. atunci 

°1 bl el I 
I 

ctbe = a2 b2 ct 
03 be c; 

1'!) P rGiec!ia H ;W I. t'cctor a(a !, /JI' Gil pc 0 axa I de vasor s' (cos (I 

co=, ? co :; y) : Prla = as. 

l';'(l tr ici,i!i : 1. Pr/ « l' ..:... b) = 1'1'/a -+- Prtb. 
2. PI'I i.a = i .PI', (t. 

3.3.2. Trans/ol'li/clri gl!olllc!rice zn plan 

1. Tran s!a!ia de /..'f:cto,- V (tl , b). 

n efiEific. Transformarca gcometricii a plan u1ui care asociazii fi ec:!11I 
--> 

punct I' a1 acestuia. de 'lector de pozitic OI', punctu1 PI' de vecto r dr 

-- -->pozitic 01\ = OP ..:... ,,' (figlll'J. 3.46) 

Xola/it·. T, T -,. 
t' 

Pl'o!,ritl,7/i. 

1. 0 translajie cs le dc:fillit{l dacii se c1au un punct P ~i imaginea sa. / ', 
prin accastii trallSiol mare. 
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!I 
/.7\(), . ~ r,(x,.!/,) 

/

I'{r.y) 

0 

Fig . 3.46 

~. Translatia cOllsena distant"ele dintre punctcle planullli (este 0 izo­
Het rie') ~i transforma 0 dreapta data ill ulla paralelil cn aeeastal distineta 

<I e· ca sau 1111. . 

. 3. Translatia COIlSl'rVa eoliniarilatea pllnctelor plannlui ~i unghiuri!e. 
-I. Translatia transforma nn poligoJl intr-un alt poligon ega! cu primul 

. i 1111 cere dat inh·un cere egal eu ee! dat. 
5. Daea PI (Xl' .1'1) est" imaginca lui P (x,y) prin translatia T, atunci 

_\VCll l 

Xl = x + a, Yl = Y +- b" 

A lte propric/iifi. 1. T->o T-> = T .... oT.... = T .... .... 
• b b .. a .,. b 

2. T .... 0 T .... = T -> 0 T .... = E"· 
a -. 	 - a a 

3. TO = E. 

2. Ro/a!ia 	ja!a dt 1m p!IlI C/ (((111m) 
o ca UlJ ilhilfi :x. 

Deji'Ji!ie: Transformarea geometriell. 
a planullli, ca re asocia7l1. ficcll.rui pnnet 
P al aCl' st nia , pllnctu! PI definil dt'! 

r (x.!J) 	 propriet:ltile '.;: (OP. OP1 ) = :x. ~i OPt = 
= OP (figllra .3. ~7J 

x Nola/ie : R~. 

ProPrield!i.
Fig. 3.47 

I. 0 ro tati e este definitll. daea sc dau: sau pUllctn! 0 imprenna eu nn 
1'" 11 .t P ~i cn imaginca sa p}; san doua puncte (distinete) P ~i Q imprellna 
' ll imaginile lor PI ~i ()} ' 

• tn planul p. so llurnc~tc izometrie 0 aplic.pe I : p ... p, care are propri.!ate. "(I(A). I(B )) ­
dl A , B), VA. BE/>..... . 

•• Ecua,iile transtatiei de vector lI(a, b, c) in spapu sint 

71 = x + a, )'1 = Y + b, 'I =- A + c . 

••• eu E am notal transformarea identicli a pl.nului. 
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? Rotalia cOllservr, distantele dintre pUllet! Ie plal1ullli (este 0 izometril') 
~i 1ransform[L d rcptelc in drepte. 

.1) Hotalia eonsen;L eoiiniaritatea punetelor planului ~i unghiurile. 
4) Hotatia irl"lariadL cereuri1e CII eentrclc in punetul f). 

5) Hotalia transform;, un poligon intr-un alt poligon egal eu prilllul .!Ii nil 
cere rlat intr-un cere egaI ell aceI da!. . 

6) Dae;, 1\ (Xl' ),,) {'stc imaginea lui P (x, y) prin rotatia R~, atunei a:fCllt 

Xl = X cos 'Y_ - )' sin 0(, Y1 = " sin 0( - Y cos 0( 

7) Daeel R~ 0 ••• 0 R~ = 1:., atunci rotntia r.~ sc spune eil. are ol'dimd 11_ 

de II ori 

\.-lile j'>/"opri~/{l!i_ 

1. Vz E R, Vii E Z, R7.+2k,. = ]("-. 
o u 

2. '17., ~j E R, R~ N~ = R~ R~ = N~+~.0 0 

3. 'ri'XE R, R<z 0 ]( - <z = 1:. 
o " 

4. Rr;,= So·* 

.l. Simrtria fa!ll ,zt 0 lheaplci d a plallltlui 

D<'filli{ic. Transforlllarca geometric;, a planului care asoeiazil. fieel,ru i 

punet l' al UlTstuia pUllctul 1', dcfinit de proprid[ltile: P PI _L d ~i PO' = 0'1', 
(fig. ]_~S) 

o .x 

Fig. 3.48 
Nola!ie . S,/. 

l',·opl"ieliifi. I) Simetria eonscnr, distantele dintre punctele planului (cst.­
o izomctric) ~i transformiL dreptelc in drepte. 

2. Simetria in'lariazlL drepteJe pcrpemdieulare pe drcapta d ~i cereuril l' 
eu ceutreJe pe axa de simctric d. ­

3. Simctria ptlstread, eoliniaritatea punete10r din plan .!Ii unghiurile, dar 
oricutarea figurilor 0 iuve rscaza. 

4. Simetria transforl1lr~ un poligon dat intr-un alt poligon egal eu primul 
~i Ull cere dat intr-un alt cere egal en ecl cJat. 

5. Daea T\ (Xl' Y1) estc imaginea lui P (x, y) prin simetria Sa, undc d 
cste prima hisectoarc, atunci a',em 

Y1 = x. 

* A sc ved~a "simetria fatil. de Ull punet 0 din spatiu", png. 191. 
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(i . .'\semanii.tor, daca 	d este axa Ox, atunci avem 

Yl = - y. 


7..-\semlinrltor, L1aea d cstc axa 0)" atunci a-fern 


Xl = --.. x, 

1I1e prof'riC/ii!i. 

I. 	Dad tl J.. d' ~i 0 = d nd', atunci. 


Sd 0 Sd' = Sd' ~ Sd = Sn. 


Dacii (1 11 d'. atullci 


Sa 0 Sa' = T (transiatie). 


I. Oll/otetia de cellim sew p ol U si yaport II E R. 

11,'/ illil ie: Transformarea geometriea a planuilli C<1.re as:.lC iaZ;l fiec{ll-ui 

." •• d P ai acestuia punctui P, definit de proprietatea OP, = kOP (figum 3.4l)). 

!I 

x 

Fig. 3_·jl) 

"I"t ic: H~. 

I ' j (J 1;rictllti. 1. 0 omotctic este liefilliUl daea s ;:, Llau P"llctul 0 imprC' llll[L 
•• " " pUllet' P ~i cu imaginea sa Pl' 

. OlllUtdia nu pastrcala dist.1.nteic dilltre pUIICtc_ E:l. Ie ampiific;l ell 
I I 'I ( ,, ( olllotctiei in modul, ! II I. 

U<llOktia in"fariaza dreptele ee tree prill l1:)\. 
I ( lIwtetia pastrcaza lInghiul drcpt.eior. 

O ll1o tctia trans[orm[l 0 dreapta datil intr-o drcaptrl paralelil ell c~'n. 

1 1. 1111 l'oJigol1 dat intr-un poligOIl asemenea eu cel dat ~i cercuriic incercllri. 

I , I I.l ':l 1", (x,. n) {'ste imaginca lui P (x, y) prin ol11otcLia Ht. atunc i 
.11 

)" = ky* . 

• I \- u.1t iilc olllotctiei in spapu sint 
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Afte proprielafi. 

1. H! = E 

2. HoI = So 

3. H~, • H~. = T, clael Ik = ! 

-4 . H~, 0 H~, = H~;, daca Ik oF- t 


I 


5. Hii (PI) = P. 
o 

5. Illversi"lIea de pol 0 ~i p"lcre k E R 

DeJilli!ie: Transformarea geometriea a planuilli care asoc iaz~ fi"ctir ll ' 
punet P al aeestnia punctlll PI' coliniar cn 0 ~i P, definit de propri"ta1ea 
(fig. 3.5fl) 

y 

xo 

Fig. 50 

Nota!ie: 1~. 

. 'Pro prieta!i. 

1. I~:/ ersi ullea JlU - pClstrcaza distallt~le dintre pUllete . 

.2 .. , I~I.'!,I;:siu!le.:l: i-'.~·tariaz5. drepteiL' ec tree prill pol. 
).'.-L;;)~rsiune~"p'iistreaza unghiul !iniilor, dar nu ~i orientarea fig-uri) ,,, 

-1. Inversiu nca trallsforlna 0 dreapta ec nu trcee 'prin pol intr-un cere " 
treee prin pol " i eeremile Ce IlU tree prin pol ill ee.cu ri ee llU tree niei ,'. 
prin p,.l. 

5. Daeli PI (X l ' yd C',te il1lag-in ea lui P (x, y) prin ill'lCrs iullca 1~ , a lllll ' I 

,nelll 

_ k_ 2..:..Y_*) 

k'x k'y h': 
Xl = ,;:!: -:- y= -!- ~'!' j'l = Xl 7' ¥t + ,2' =. = -z=-·"""'+..:.:....y:.:-."""'+-.-:-." 
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T 3.3. TransjOY1J/(lri geometrice in spaJill 

". Silllet ria fa!d de ttl I PI!llct 0 din s/Ja!ilt 

I ltj ill ifie; Transformarea geolllctricil a spa ri\llni care asociaza fi ceilrui 
1"'11 l P al acestnia pUlletul 1\ dclinit de proprid{l\ile: 1', se gasc~te pe 

-+ -+ 
.I, 'LJ, la 01' ~i 01\ = - 01'. 

1111 

, 
Jli .LtI. 
I. 

\ . o/a /ie; So. 

" I"i'rictii!i: I. Sillletria consenil distantele (lintre puncte (este 0 izo­
\ , ie), transform5. 0 dreaptiL data intr-o dreapta paralela cu cea data distinct;L 

III Il U de ac('asta, 11I1 plan illtr-ull plan paralcl cu eel dat distinct sau "" de 
(,t ~i un uIlghi intr-un unghi egal Cll eel dat. 
'. Simetria pilstreazil coliniaritatca pUIlctelor. 
I , Simetria transformii. un poligon dat Intr-un alt poligon egal CU primul 

( 1111 , ','re dat intr-un alt cerC egal Cll cel clat . . 
1. Simetria illvariaza drcptcle ~i . planclc ee trec prin O. 
~ . Dac[L PI {"'I' )'1' ZI) este imaginca lui Pix, y. z) prill simetria So, 


I"ltei avem 


;1'1 = .:... X, )'1 = - y, :1 == - =*l 

IUe tropri"'ii!i: 1. 5 0 ,050 , = 20Pl (transla tie) -
2. So 0 So = E. 

, \illlciria fa!tl de WI pIal/ pili 'palilt 

})(/i11l.l ic: Trall~fonllarl'a 	 gCOIlIC!d: u 
a spatinlui carl" asociaza. oriearui puuct 
P al ac('stuia 11I1 PUllet 1', d,fi,,;t d e 

pI:opriet't! i1c: ,] ' PI..L P ~i ex1\ = o· P 
(fig. 3.51 ). 

Xotafie' Sp 

1. SilllC'tria c(J!l:-;{'r·/~'i cli:itantelr- dintrc 
y 	 p"nclck <p;'t!i\l l\li «',Ie 0 iWlll ct r;e) ~i 

IIl1ghll! drcplt"!()r , .,1 pia Ill"\o r ~ ; al 
drcptelur eu plallett-. 

2. Silllelri., ill'lariazl p"actek 1'l<1nu­
Fig. 3 .51 lni p. drl'ptl'1c continllte in p ~i plancle 

plTpcnrliclIlarl' pI: p. 
:-; imctria transfo rtllil 0 drl'~pt[t intr-o altii. dreapt[, ~i lin phn intr-un 

Sililct ria trallsforlllil a drcapt:i ;-o:ualc:l[t Cll P ~i lln plan 'parakl eLI P 
<! rl'apta. de aSCllll'nea paralcll cu p ~i intr-ull plan de asemenea parald 

, Simctria p:ist reaz[t colidaritatea pnnctelor. 

• ) 	 1 ~c.ua Pi1e simctrid in nhn stnt: 

.1'J.=-%I"I=-;'· 



6 . . Simetria transforma. un poligOll dat Intr-un alt poligon egal cu :priIillll 
~i Ull Clrc dat illtr-un alt cerc egal cu cel dat. 

Aile prop"ieiel{i: Dad PI II Pz, atunci Sp. 0 Sp, = T (transla!"ie) 

8. Rota{ia /ater de 0 axii ;;';; CIt 1t11{;iziul oc 

z Definitie:· Transformarea geoll 1l 
tric1\. a spatiului, care asociazl~ II , 
carui punct P al acestuia punctul /', 
definit de proprietatile: ~ (0' /', 
0'1\) = oc, 0'P = 0'PI ~i punckl, 
0', P, Pi sc gasesc Intr-un aCe'!." 
plan perpendicular pc axa ;;';; in (J 

(figura 3.52) . 

!! .Yola/ie: n;", 

ProPrielii!i. 1. 0 rota tic cst (' .I , 
x (iuiti, dacii. se dau douii. pcrefhi 01 , 

Z' puucte coresponuentc: punctele /' , 

Fig. 3.52 Q ~i imaginile lor PI ~i Q" '. 
.-,S 

2. Rotatia consef'la distantele dinln' pUllclcle Sp:J.tilllui (este 0 izomc-t ",) 
~i transformii. ureplele ill dreplt·. " 

3. Rotatia conserva coplanaritatea p"nctelor din spatin ~i uJ.lghin,oI, 
ol, Rotatia transfonna un poligoll intr-llll poligOll egal ~i lin cere lilt,; " ' 

cerc egal cu cel dat. 
5, Dad\. PI (XI' )'1' ;;1) estc imagiucaJni P (x, y, =) prill rotatia U 


atuuci a'J('m 


X I = X cos oc - J' sin :/., J'I = ;r ~in oc + )' cos oc, zi = 4. 

3.3.4. Punctul §i dreapta. Plamtl 

I" Tcorc1Ila lui JJ-ichd C/wI'h,: Dad, Pi(Xt) (i = I, 2, .,., 11) 5int lI. PUll' "" 
pe 0 drC'apt1l, atullci 

-+ -+ --- -+ -­P1Pz + P ZP 3 + ... + Pn-IP" + PnP1 = 0 

20 Dislanta d uintre doua puncte PI(x]) ~i Pz(xz) ('ste 

d ~ ./(.':2 - XI)" = 1.':2 - x] !, 
3° _-\bscisa x a pUJlctll!ui P car(' imparte segnlentu! P1Pz in raportul k, 

-+ ­PIP = kPP2 , 

estc 

.t" =--: XI -7- kx'!, 

I+k 

Pentru k = 1, gasim abscisa mijlocu!ui Pix) a! segmentu!ui P1Pz 

x = XI + Xz 
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... 0 conditic necesaril. ~i suficicntn. ca punctul P '(x'j sa fie conjugat armonir. 
c Cl P"(x") fata dc Pl(xI ) ~i PZ(x21. tOittc puncte"le fiind situate pe 0 aceea~j 
. Irc.:apta, este 

2 (.1'1.1'2 -:- .,,'x") = (XI + x2 ) (X' -!- x") 

• 	 Dbtanta d dintre dona puncte PI (XI' ;VI) ~i P z(x?' )'2) din plan cste 


d = ,I(xz - Xl)" + (l'2 - 'YI )2 , 


Daca PI ==0 ~i Pz = P (x, v) , atunei cl = OP ~ , .J X~ ';'- y", 

I,· . ordo:'la l cle pnllctnlui P(x, y) ca re impartc scgmcntnl PIP in raportul k,z 

ill l 

:r _ XI - ,- hx, \ ' ~~ ."1 + "."2 

l -:- k , 1 + k 

DaC[l P e mijlocnl It,i P IPe' alnnci P arc coordonatclc 

X = 
.2 

7· CQ(lrclonJ,tele centrului de grcutate G al t rinll ghilllui format dc pUllctcle 
I'd\ i' ."i')' i = 1, 2 , 3, sint 

3 J 

/I" conditie necesar'l ~i sulicient:i ca p"llcl('lc 1>3 (XJ ' ;t'3) ~i P 4 (X4• )'4' ~:" 
ftt' l"O lljugatc armonic eu P l (XI' )'1) ~i 1'2 (.1'2' >'2) csle cxprimala d e cgalita(ilc: 

.2 (x I X 2 -:- ,\'3.1"4) = (X I -+- x2 ) (X3 + .1'4) 

{ .2 (;t' I)'Z + }'31'4) = (,vI + )'2) (YJ + )'4) 

' i Ecna tiiJc u nor drcpte particulare din plan: 

l = 0 (axa )"01'1 : Y = x (prima bise toare): 

y = 0 (axa x'Ox) ; )' = - ,:r (a don a l>iscctoarc); 

x = a (dreapt{~ paralcl:l la y'Oy); )' = /lD: (drcapta ee trece prill 0) . 

, = b (dreapt" paralcla la x'Ox ); 

Itl" E('ua~ i a gencral<l a drcplei este .-l x -+- By + C = 0; ccuatia redu sa a 
." pt " i cste y = 11/.1: '7- 11. 

II ' Ecua!ia dr<'ptei ca re taic a,;de de coo rdonate ill A (a. 0) ~i B (0, b) !';1 u 

c tlCl(ia tlreplci prill laic/lLr i e:;te 

x y 0-+--1 = : 
a b 

I ,. E ,ua\ia normala. a. dreptei (Jonna lui L. O. Hesse,) este 

x cos C( -+- y sin C1. - P = o. 

1,1 - Tabele !ii formule matematice - c. I /313 	 IS3 



!-; ' Ecuatia drcptei care trccc pri:l Po (xo' )'0) ~i arc coc:icicntul up.ghiular III. 

<.la t, cste 

.v - .vo = IH(X - Xo) 

H ' Ec u<l;iJ. dreptei care trcce prin doua pu ncte Pl(Xl . :t'l) ~i P2 (XZ' ~'~ ) 

~,au , sub iorn1a. de dctcrnlinant, 

x y 

= 0xI Yl 

x2 .V2 

~i d rm pta are coeficientul unghiular ' 

nl = ~2 - :VI 
- XIX 2 

IY Ecua Ti a drcptci care i:recc prin 0 ~i prin PI (xl' :"1) cstc ~ = )/1 , 
X XI 

I!j' () cond itic nccesarii 5i suficientii ea drcpt'ele 

(I ) 

sel se intcrsecteze la distanta finita cstc 

_," 0 Al 1311 conditic, neeesara ea dreptelc DI ~i D2 sa fie paraleJe estc - = - , 
A z B~ 

IS ' 0 condi t ie necesara ~i suficienta ca drcptelc Dl ~i D2 sa fie paralcle es t.' 
COl :;istemul ( 1) sa nu aiba solu tii. 

19' Co nci it ia necesara 5i suficicntii ca dreptelc Dl ~i D z sa coincidii este 

AI 131 C1-=-=-) 
A z 132 Cz 

20 ' "C ngh iu! :t al dreptclor Dl ~i D z care au eoeficientii ullghiulari '111 

Al A!
1::2 - -, cste ' dat dc , 

B l 132 

tg a. = 1n2 - tJl l 

1 + IHIHl2 

21° 0 conditic ncccsara ~i suficientii ca dreptele Dl ~i D z sa lie pcrpcndic lI 
lare este 
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'2° Ecuatia unci Ilormale oareeare la dreapta de eeuatie Ax + By + C = 0 
I·, l<! 

Ex - A;v + C' = O. cu C' arbitrar. 

.. ,0 Ecuatiile parametrice ale dreptci care treee prin PI (xI' ~'I) ~i P a (x:. :.'2) 
rnt 

'\I _ .:t't + k;.'z k = parametru real.
• - l+k 	 ' 

"4° Ect;atiile paramctrice ale circptei defir.ite printr-un pUllet Po(xo• J'~) 
, I 0 ciireqie a. sint 

x = Xo + P cos a.. 'Y =~ :"0 + p sill a.. p = parametru real. 

' ~ T-:cllatia fasciculului cic e1ropte paralclc (cie panta data m) este 

y = 111 X + A. ), = parametru rcal. 

if> Ecuatia fasciculului dl' drcptc CD.re tree prin intersectia dreptclor Dl 
.1 i )" este 

i. = paramctru real 

"', 	dacll Po(xo• Yo) este "irful fasciculului. 


y - Yo = m(x - x o), I:i = parainetru real. 


'7° Co nditia neccsara ~i suficientii ca trei dreptc 

D/: Ai" ,;- ni~i + Ci = 0, i = 1. 2. 3 

n fi· eoncurcnte (Ia distantii finita. la infinit sau intr-un punet nedeterminat) , [. 

BI CIIAl 
= O.B2 Cz1-42 

fAa B3 C3 

'11' Distanta d de 1;1. punetul Po(xo. Yo) la dreapta D: A x + By + C = 0 
, 11(' 

.,0£ clla!iile 'bisectoarclor uughiurilor formate d e dreptcle DI ;ii D2 slnt 

AJx -+- Bly + C1 = ± Azx + Bzy + Cz • 

.jAi + Bi .jAi + Bi 

IUn Aria triullghiului cietcrmina t de Pj(Xj, Yi), i = 1. 2, 3, cst~, 

Xl :VI 
s=~, 

2. 
unde D= Xz ;'/2 

x3 Y3 
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31° COliditia neeesaril. ~i suCieientil. en. J p:I:l::te Pi('1'!, Yi). ,= I. 2. _'. sl 
!fie i:t linie dreaptil. este 

Xl J'. 

= O".X 2 ;V~ 

X3 )'a 

:12° TransCormarea eObrdonatelor earteziene reetangulare intr-o translatie cl,' 
b si,temul xOy Iu sistemul XO'Y, eu 0' (a, b), <;ste data de f()rmulele (fig-. 3.5 .\ ) 

X =~ a + LY. 
{ Y = b + }", 

!J 
R 

0 

Y 

fl' 

O'ta,b) 

Ix.y
P X.Y 

a' 

a 

X 

x 

Fig. 3.5.3 

IInde x. 'Y sint coordonutcle unlJ; PUlict P Cata de rep.'!rul xOy; ., b Coor­

donatele noii origini 0' fa~a de rc'pcrul xOy. iar X. Y eoordonatele lui P 

fata de nOlll reper XO·)· . 

.:13° Transfonnarea coordonatclor earteziene ortogonale intr-o rota tie d ... 

"nghi Ct = ~ (0 \', OX) ~i ccntru 0 a axelor de coordonate este dat~ tie for­
111l11cle (fig. _J.5~J 


X = )( cos x - Y sin Ct, 

{ y = X Sill Ct + Y cos 2. 

y y 

x 

Fig. 3.54 



3.3.5. Cercul 

." Eeua!ia ctrcului C eu eeplrul in originc ~i raza r este 

x~ + '\1 2 - yZ = o. ( I) 

' " ECI,a!iile lui parametrice sint x = ,. cos G, y = r sill G, GE [0, 2;: ). 

l" Ee ua!ia eu patr<1.tele strinse este 

(x - aJl -;- (y - b)~ - ,. ~ = O. 

" .de It ~ i " sid coordon<1.tcle ccntrului sau ('), iar r r<1.za ccrcului. 

l ' 1 ·:c l1a.~ia 110rmalfl <1. cereului cs t e 

x~ + 'y2 + nI x + lIy + p = 0, (3) 

111 Jl. »"z 
...Clle /l = - b = - - ~i r2 = - + -U Z - p . 

2 2 ,,-I 

' " Ecua~a ~eneralfl a cf' rcu lui es lc.4 (X2 + y~) + D.l: + Ey + F = 0, A =f. 0'. 

(,. Ecuatia pi'otratica a tangentelor 1<1. ce rclI l (I), dusc elia punctul ext erio r 
".( r. , .J'o), este 

(,2 _ y~) (x - xy -'- 2,ro)'0 (x - .1'0) (y - )'0) + (,.2 - xil) (Y - )'0)2 = O. 

'" l"ulerc/l. ~ <1. punetllilli Po(xo, )'0) fat~l de cercul (2) cste 

• Cercu rilc C) ~i C2 d~ C'cU <1.tii ",2 -:- ~, 2 + "'iX + "iY + Pi = 0, i = 1, 2 
1,,1 or toe-onale daca ~i numai uaca 1I1 1 '"2 + 11)112 - 2(p) + P2) = o. 

I I'c .. atia axei radicale a ace l or3~i cerc uri CI ~i C2 este 

••• Ec" "tiile parametrice ale ccrcului (2) s int 

' x = a -'- r cos 0 oE rD. 2..)
{ y = b + r SI1l 0, 

'1" 	 Ecuatia cercuJu'i care trece prin trci punete nccoJlJ1larc da te Ptf:r;, ~'il. 
1, 2, 3, este 

x2 -l-, .v 2 x Y 

xi + yi Xl )'1 
= o.

xi + yl X z :Va 

x5 + ;v~ X3 X3 
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12° Ecuatia. langc lltei Ia. cl'rcllrilc (I) ~ i (J) i ll p Ulicl ul lor 1'0 (xo. Yo) ~illt 

.t'Xo + )')'0 - )'~ = o. 

xXo + )';\10 +r- -
'In 

(x + xu) -r ~ (y ..:... 1') -I- P = o. 
') 

'2 I . fJ 

1.>0 E cuatiiJc- (Ill ag iec ak) tang-elite-lor 101 cere paralele- I II a dircc tic d 'l t l /II 

sint 

cind ccntrul cc relllui sc aWl. in originca rcperului respec ti·/,." - b = liZ (x - 0) I 
± r.J 1 + ",", ci lll! (entrul este in (.) (0, Il) . 

11° Ecuatia polarei punctului Po (.~o ' Yo) care 1I1I aparl:ine cerc ului (3) c~lt· 

1-J1 n 
xXo + yy~ + -+- (x ;+ xo.l + - (y -+- ) '0) + P = O. 

2 2 

3.3.6, Elipsa 

to Elipsa E raportata la axe are l'clIatia canonic[, 

1 = 0, 

unde a, b sint lung imilc sl'miaxclor, ia r c= .Ja! - Il" distanta d e la C( I I 

tru la fi ccare focar . F ~i F' (fig. 3.55l. 

!I 

x 

Fig. 3 .55 

20 Elipsa cu centru l in 0' (P, q), raportaUila reperul xOy, ~i a'/ind axl'lc pa l,' 
lele cu axe Ie s is temului de coordonate , are ecuat ia. 
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\ El ipsa cste proiectia ortogo:laJa a ccrcului sau principal (cercul. de cen­
1 1 11 0 ~i raza a). a~l'zat intr-un plan ce face eu planul clipsei unghiul Cl dat 

b 
il(' rela fia cos Cl = -. 

\ ' F.cuatiile parametrice ale clipsei sint x = a cos O. y = b sin D. f1 E 10, 2:~).

,J Lcuat.ia (canonic{L a 1 tangcntei la clipsa E in Po(x-o. )'0) E E ~ste 

t,· Ecuatiile (magice aiel tangentelor la elipsa. paralclc Cll 0 directie d2.t;' 
//I :,illt 

7 Ecuatia piitraticr. a tangentelor la elips;L care se pot duce d in p UEctul 
j'o(xo. )'0) exterior lipsei este 

/I" Locul p unctelor de und e se pot ducc tangente perpendiculare la eEps l'.. 
, I· cercul lui Mo~ge 

IJ· range nta ~a clipsi'!. in tr-:1"1 punct PEE estc hisectoarea cxterioarl a 
",,~ : li illlui format de razele ·/cct02.re ale lui P. 

III" Lor:ul proicqiilor ullui ' focar al clipsei pe tangentele elipsei este cercul 

1" III<: ipal al c:lipsei x 2 , yZ - a 2 = O. 

II E na t ia polarei unui punet Po(xo• yol ri; E fata de elips1/. este 

I' Eo. coincide cu ecuatia tangcntei cind Po E E. 

I I" I':cuatia normaiei lao elips[, in Po(x-o. Yo) E E cste 


II La elipsa sc pot duce doni normale parale)e eu 0 directie data m. 

I \) intr-un punet dat se pot duce la clips1\. doua normale sau p:1.tru normale. 


a 2 . ",.. 'l~
ehspo. s lnt x = - ~i .'t" = - - . 

c c 

I ' Rapo rtui distantl"lor de la un PUllct al elipsei 1a focal' ~i la directoarea 
c 

IlJl r pu nzatoarc cste constant ~i ega) eu 
a 

E xcentricitatea elipsei este ~ = !.. < 1. 
a 


I'l Aria eJipsei este 5 = 7:ab. 
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3.3.7. Hiperbola 

1° Hipcrbola H raportati'L la axe arc ecuatia canon icii. 

x% 1'~ - .- =- - 1 = 0, (I) 
a~ b':! 

1tnde a, b sint lungimile semiaxclor, iar c = ,ja2 .;. b2 estc distanp. de 1;1 CCIl­

hul sau 0 la focarele F ~i F' (fig. 3 ..~6). 

x 

Fig. 3.56 

2° Asimptotele hiperbolei sint 

bx bx 
J' = - ~i Y' = ­

a a· 

3° Hiperbola eu ccntrul in O'(P, q), raportaFt la reperul xOy ~i a 'rina a xele 
~J.!e paralcle Cll a'(ele repcrului, arc eeuatia 

(x - ./»2 Lv - q~~. 
1 = 0. 

"10 . Ecuat iile parametrice ale hi pert-olei sin t 

(l (. 1)" ~-:; A+:­
- I. 

y = !:. (,' - ~)
2 " 

i. = para m!'tru rcal. 

,50 Eeuatia hiperholci eon:ugate eu (1) este 

x! ,,2 

_ - - + 1= O. 
a2 &~ 
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I.· 1 :~lIa~ia hipcrl:olei ('c!lilalcrc cstc 

Il l. Lind cstc raportatil la asimptole drE'pt axc d c coorcio nc..tc. 

(12 

;\'1'= _. 
. 2 

/ . FCt:a\ia (G:lnollie"1 a) tangentei la hip('rl:oia H in rn(x~ :"01 E H cstc 

- 1 = 0, 

I'nla tiile (magicc ale) tangelllcior 1a hipcrholtl. 	paralelc cu a c1irc-:\ie cia 111. 
"' . ., i ll l 

" Fc'uatia palralici1 a tangcn lelol' la hipcrbo~:l care sc pot duce Cli'l l'o(.ro. Yo). 
, I(' r ior hiper1::oki. cslc 

.. l.oeul punctclo r d e ll mlc se pot cluee tangente p~rp~:ldielll:trc l:t hiper­
It 1m ('ste cereul lui ]lIonge 

;1'2 + :l'~ = (12 - b'!, cincI a > b, 

II Oricc paralel5, 1a una din a si mptotele hiperbolci taie cu rba intr-ull singur 
1'''''' I la clislan\ii finiltl, 

I '" T:tngenta (geometrica) ]a hi perlioltl intr-llu punet [) E !l eslc bisectoarea 

1"Ii'1 i"arii a unghillllli format de ra 'u"le '/ ('('\oare ale Illi ]), 


I \ I ocnl proi('ctiilor lluui fo ca l' al hipC'r~lO: e i p c tangellt 1e cnrbci cstc ce rcuI 

'" "ia~~ldru! eg"1 eu axa trans'; ersa a hip~rbolei (cerclll principal al hiper­
1,,1"1 x - + y- = w), 


II I':cua\ia polarci unui punct Po (xo. Yo) rF 1-/ fatil de hiperbol'\ cste 


I:: , coincide cu cCllatia tangen lei cinc! Po E Ii , 

Ec ualia nonnalei ]a hipcrboli\. in Po (xo• Yu) E H cste 


a 2y 
y - Yo = - _ , _0 (.t - xo). 

b2xo 

I',' I~'l hiperbol~'i se pot duce doua normale paralele en 0 direcpc data m, 
I 111 1 ,,2 - b2m2 > O. 

"" I linlr-un punet dat se pot d~:ce la hiperbol1i. dona normale, patru san 
II. I. din care una poate fi considerata ca d\lbla. 

0.2 a2 

I. 	 I ~c ua~iile directoarc la hiperboUI. sint x = ~i x = 
c c 
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19° Raportul cli ~\ai1t('lo r uc la U:l ;'tlllct a1 hipcrbolei ,3. focal' ~i Ia dircctoafl.1 
c 

corespun zfLtoa rc este CO:ls tant ~i c"'J,l eu 
a 

11!flcr1:o!ei cs lc c = ~ > 1. 

" 

3.3.8. P£l}'i/60l: ! 

1° Eenalia (c e-l10niCrL a ' ra raLoki 1) r<! portaU la :lX3. ei de simctric Ox ~i a 
lang-cil ia 0,- in 'li rflll otw 0 btc 

)'~ - 2px = O. 
!J 

(,1) / u:ld e p c paral11 llrul parabo1ei. iar t- = OF 
2 

cstc ahscisa focarnllli F de pe axa Ox (fig. :>. 57 \. 

::0 Parahoh ell "Irfnl in 0' (<X. (3). raportat ,i I L 

Tcrerul xOy ~i a'/ind axa ~i tangenta la "111 
pare-kIt' ell axc:k repcrllllli. este 

(y - ~j2 _ 2p (x - <X) = 0 

-i ~~~ x = - .\'~ y .. ~. 
F ig. ~, 5-:-- 2/, 2f>I" 

x = ay~ -+- by -:- c 

reprezint:i 0 pac:.:;ola ell 

p 11.= 
2(1 

\. = a:;'~ .c. bx -I- c 

reprp7intr, 0 paraboltt ClI 

1 b 
p= -; 

2a. ia 

Y Ecuatii1e paral11tt r:cc ilk rarabolei Stilt 

I 
i.~ 

x = ­
2(:> /. =~ paramctru real. 

, . = i
.' " 

6° ECtlatia (canon:ca a ) tangentei Ia parabola P in p. (.Yo. Yo) E I' "~I" 
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" Fcuatia (magidl a) lallg'clltci la parabol:t, p:trakl[L cu 0 dircctic data m, 
, It.! 

)' ~ 1Il.r 

21H 

Ii' F eua!ia p'ttratic:i a 1allgentl'lor la paralloli1., carc' se pot UUC(' clinlr-ull 
1' "11 ( ( Po(xo. Yo) cxlL-rior parauolci ('stc 

I) Loeul geometric al puncle10r de unch- sc pot duce (angcule pcrpC:llcliculare 
I, paraboli1. estc clirC'c(oarca parauoh:i :r = - /';'2, 

lO° Tang-cllta b paraholi1. tnl,-ull PUIl Ct al ci csle lJisl'ctoarl'a ullghiului format 
01,· r:l 7 a vec(oare ~i paralcb la axa OX c]US[L prin acel PUllet. 

11° Loclil gcometric al proicctici foearului pc tangcntc1e la parauoU estc 
tllngC'ntu ][1. virf. 

I " I ,oelll geometric al ,;imetricului foearului faFe de tan ge: tlc!c la porabo la. 
, ,Ic' dircc(oarca parabolei. 

11' Ecua~ia polan'i unui punct Po(xn, Yo) rf= 1-' fat~l rIc paralJOHi ('ste 

)')'0 = !J(x .:- xo) 

I 1° Ea coincide cu eCllatia tangentci cind l 'o(x". y,,) E P. 
I I I':watia normalci la parabolrt ill Po(xo, y~) E f> l's t e 

1(, J a 0 paraboJi1. sc poate duce 0 singur[t normal[l paralela CU 0 dircc tie 
I tl rl nz. 

I ,· IJin(r-un punct dat se pot duel' la 0 'parauoli1. eel mult trei normale ~i 
I I 1 }lntin \lila. 

Ecuatia clirecJoarei la paraboli1. l'ste :r = - !!.... 
2 

til ' l{aporul distantclor de la un pUllet al paraiJolcl ](l focar ~i 101 direcloare 
, I I' ,' ()Jlstant ~i egal cu unitatea. 

' (I Excentrieitate(l parabolei este e = 1 

:),3.9. Curbele reprezentate de ccua/,ia 

y2 = 2px + q.'} 

q = - I eere 

I ) f' '" 0 q = 0 par1ab{olll 

q '" <- q < 0 clipsa eu semiaxele d ~i a ,I -:-q
{ 

o q> 0 hipcrbol1\. eu scmiaxcll' a~i a~, 


dou1\. drepte eare h~c prin origine10> 0 
.'J J> - 0 q < 0 doua drepte im(lginare 

q = 0 doua drepte eonfumJate eu axa x'Ox. 
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3.3.10. Sectiuni conice 
I 

lnte-un c~m de rotape, sectiunea dreaptA este un cere; daca planul ,I. 
secpnne nu este perpendicular pe axA, atunci IiCctiunea este elipsa, hiperhoL 
sau parabolA, dupll. cum 

1) planul secant intilne~e numai 0 pinzll. a cltnului ~i taie toate gellt' 
ratoarcle (fig. 3.58, a); 

a c 
Fig. 3.58 

2) planul secant intilne~te ambele pin~e ale eonnlui (fig. 3.58, b); 
3) planul secant este paralel eu un pla n tangent la con (planul 5000.nl 

au mai taic toate generatoarele, una fiind paralelli eu el, Hig. 3.58, c). 



4. TRIGONOMETRIE 


4.1. Unitafi 	 de 'masura pentru unghiurl. Transfor· 
marea gradelor sexagesimale in radiani 

Unilatile de ma;;ura p entru ungh:nri !7i arce sint: sradul saagesimal (0), 
'" -,ubmultiplii sai minut111 scxages~mal (') ~i s~cunda s(xasesimal[l ("), fali­
I/,wl, 1IHghiu! drept (dr) ~i ~rad1l1 celltrsimai (0), cu snbmultip:ii sai minutul 
" ' ,,I t:simal «) !7i secunda centesimal;l (00): 

1° = 60' = 3600";, I' = GO" ; 

I" = IOCe = 10 000"; Ie = IOGcc; 

' )()O "" 	2: radiani = 100' = 1 dr, 

2 


i "l ,t:h iurile se noteazll cu diferitc lit~rc mici ale alfllbetnlni latin 11, t', 

." , ,y, ale alfllbetnilli srecesc 'I, '3, 'r, ?, Y san cn liter:! Illari ale alfabctnlni 
I lilli , d e pilda A, B , C, D. 

C'a oricc Inrlrilnr- fi 7ic{\, un Hllghi i sle egaZ Cll incisura sa innzll!!{tci (.ll Huil«fe. 

,(,. 1Iuts.,,7ii a!fasii. 

Illtrncit ia practieil S~ intilnesc nllghiuri ~i aree masurate Cll ,l iferi!'e ulli· 

I \ ' de mr,st: r::i, cstc neeesar sa ~tim a trece dc la uncle HnitiLli cle mrlsllril la 

<1l1'k ..\ s tfcl CII ajlltorul TahLic i '1,1 pntem transfonna Rradele sc~;agesimale 

III I. V liani ~i rcciproc. 

\I"clul 	de folosire al tal,elei s(! dedu ce imediat, 

I : ,,'mt-illl 1. Sa sc afle citi radiani arc \lug-hid d2 49 ' 20'S" . A',em 

"10° -:- 90 
• 

l ';l\Itind pc '100
, respec ti" 9°, in coloana graclclor, gflsim ','alor;],' O,G9813~ 

I _I'('cti -, 0,157080 in coloJ.na ra::lia~i:or. Calltind ~i 20', resr~cti" 8" in c:Jloam. 

I I IlId,'lor ~i seeundclor, citim radianii in coloana a1ilturata, ...did, 0,0058 IS, 

, I,,'c ti" 0,000039, AMLUgind gasim re:~u!tatul c1'lutat: 

I '0 '0" 0= 0,G,)81.32 -7- O,1570S,) -:- 0,005318 + O,OJJ:)3,) = O,R) J:).JJ r:ldiani. 

i Ifm/!"l 2, Sa se aIle cite grade are u:lghilll de ~,5'1:i r:ld ia ni , Se C:lutl 

I , l,d,c15. ·'J.loarca irnedial mai mica (1.363323) ~i se cite~te Ilumarul d e grade 

• " ''' 'I"lllZ;'Ltoare, a(lierl 2'0'. Sc fac e difercn~a 'I ,,7G - 4,3G3323 = 0,212677 
I " \':tuFt numflrul de grad", ,corespullziUor :tc ~s t e i diferl'nte, illtocl1lai ca mai 

I 111 ,, 10', ],CZU!t[1 12~ :;;i difcrenta 0,212677 - 0,209-1-10 = 0,003237. Procc· 

,l llId " "C c:t mai'sus rez ulta 10' ~i difer;:ntJ. 0,0032:>7 - 0,00290') = O,OOO~2,~, 
I"" l' ~ i difcrcnta 0,0001.)7, crlreia ii corespuml aproximativ 30". Deci rewl 

11111 1 " , Ie -I,Y!G fJ.diani = 250 0 + 12' + 10' + I' ..L 30" = 262011' 30", 

http:0,G,)81.32
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Tahela 4.1. Transformarca gradelor sexagcsimale in radiani 

Sccundc 
Radial! i Radiani Grade R:ldialli

~i millute 

I" 

.2 

J 

"I 

5 

(, 

7 

8 

<) 

10 

2. 

JO 

40 

50 

I' 

2 

3 

4 

.'5 

6 

7 

8 

') 

10 

20 

3() 

'10 

30 

0,000005 

0,000010 

0,000015 

0,(00011) 

0,000024 

0,000029 

O,OOOrl3-1 

0,OOOO.i9 

O,OI)()OH 

O,(JOc)(H'l 

0,0000'.1 7 

O,OOOI-l5 

0, 000 l <j ~ 

O, (lOil2-i2 

I 1l .(l lH129 I I 
i 

1l,(H!O ."2 

O,()(I () 8 ~.1 

0.00 IUd 

O.Onl~.'H 

I 0,001 745 

II O,O()20 .lG 

O,()()2327 I
0,0026 JS I 
O.(102'JOCl 

IO.O()5S J8 

O,OOS727 

I 

0,0 I I(J .'() 

0,0 H5~~ 

I' 

2 

J 

4 

5 

I) 

7 

8 

9 

W 

II 

12 

13 

14 

15 

11) 

17 

13 

19 

20 

21 

'n 

23 

24 

25 

26 
.., ~ 

_ I 

2S 

:29 

30 

0,017,,53 

0,031907 

0,052360 

0,069813 

0,0$7266 

0, 104720 

0,122173 

O,13C;G26 

0,157080 

O,17~53:; 

0,191 C; 86 

0,20,)4-10 

0,226893 

0,241346 

O,2y 1799 

n,27')2.') .) 

O,2'J(i 701) 

D, .,1415') 

D . . ,.,161.3 

O, 3 ~')(IG6 

O,.'(i(i519 

O, .),'i.1lJ72 

0,401426 

0,41 81:\7') 

O,-I.1()3J2 

0,45371.16 

0,nl2J9 

0,4K8()92 

0,506145 

0,52:3599 

31° 

,.)J_ 

33 

34 

35 

36 

37 

38 

39 

-10 

45 

50 

55 

GO 

65 

70 

75 

80 

RS 

90 

10O 

120 

150 

180 

200 

250 

270 

300 

360 

400 

0,.~41052 

O,5535C5 

0,575995 

0,5')3-112 

0,6108(,5 

0,628.) I') 

0,645712 

O,G6 3225 

O,M,06 7S 

0,6')8132 

0,7S53 ,) ,<: 

0,872665 

0,95993 I 

1,047/1)8 

1,1.1H(J ~ 

1,2217.10 

1,30iW!7 

1,:;%2(,.) 

1,4IU5.)() 

1,5707% 

1,745.12'.1 

2.0')4,)<)5 

2.6179'.H 

3,141593 

3, ~9065') 

4,.163.123 

4,7 I 23.'i'> 

5,23591'8 

6,283185 

6,981317 
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4,~, 	 Definitia functiilor trigonometrice ale unui unghi 
ascutit intr-un triunghi dreptunghic 

Dac:'t ABC cste u n triun g-hi drcptUl'gh ic in .-1, b ~ i c ~; Ilt lu ngimiie catete ­
11 '1' ',;j II lur:girnca ipote n tl Y" i, atllr.ci (fi g. 4 . 1) 

B 	 sill JJ = .?, cos R = !.- . tg n = !!.. . cotg n = !... 

C~b : ,i" C :c~'o~ :::::1: '~~:C:~'i': ::~~ : 
1 	 (( 1 a 

sec C = --- = _. ; C(1sec C = -- = - . 
F g . 4 . 1 cos C b s ill C C 

4,3. 	Definitia functiilor trigonometrice pentru 

unghiuri oarecare ~i argumente numerice 


T:I pla:l11l R ;.{ R raportat la un reper ortonorma t (Ox, '0.,.) cO:lsidcram 
(·c 1'C1I1 trigonometric (de !'azii. 1) d e centrll 0, Ull pun ct .II pc cere, Ai' pro· 
il'cht ortogonalii a Ini J\l pe raza O,.j Ifi:;. 4.2. (/ ), t::lllg :ntele la cere ill A 

!J 
T' !fcolgu8 8 

A 
x 

T"~____--:,,-"";:::-'t';;B~' Ca 	 8' 

B' d 

y;. 
8 

'lrl 

8 I col:] u 

T 
(' 

Fig , -1.2 
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~i n, oricntate la f<'l CCl axck de coonlollatc Ox ~ i 0 ,' )i p:lIlctclc T ~i T' 
Te~;Jitatc dill in(crsccpa r,vei '/eetoHe 0.11 eel aceSlC tang-cntc. 

~ (-.J,ll)'" (0. ~) .Caell U = < (O.-!, ~ .: at ll !:C l ::'/e!~! pri;! d~finitic 

~in It 
COS It = 0.11', tg" tg u = ~-l r; sec It = - ­


COS II OM' 


S:lU 

COS It 
ctg It = 	 ---- cotg H = HI"; cosec i! = - _-== . 

sin It M'M 

.. 
l'Cn(rll It = II ~i It =~, Q'/CIl1 COS °= 1, ~in () •• ~ 0, cos':':" = 0, sin - = 

~ 	 ~ :2 

= I, tg 0 = 0, ('ctg .:.:.. = ll, S l C () = I . co,ec _.., = 1. tangenta ~i sccant.l 
2 2 

nefiil~d 	 ucfit:itc i: l 'U = -.:..: . !.':~r cGtar:geli1a. ~i CI .',ccl.nl:l Jlcfi illd dcfinlt;.; ia 
~ 

11 o. O. 	 Pcn:ru u! ghillri 11 E (~. 2;-;) aVe tJ\ cu(nitii ,:I:al()~ gc (Cg. '1.2, h, c, d). 

Acestc ddiriti' sc cxtird. deE ,inti sin, cos, t.:::', cotg, S'cC , cos~c atit pc mu1­
timea 1lllgilillJ iicc lIl;ist:ratc in radiani ill '/aloarc a],501ut1 Ill;].i marc dedt 2;:, 
respecti"! pc llIultiIllca nUl1lcrc'lc. r rcalc 1'1'i1l 1'1'oj'l'icl;lIca 

.. 'r:/x E n. ~It E [G, 2;:) ~i 3k E Z, as!JeZ iI/cit x = :, .;- 2· k;-;" si pria 
/,criv :licizi/ rca j Iti! e{i iior :1' i£OII Olll ( tr IrC. 

4.4. P<:riodicitatea 	 functiilor trigOTIDmetricc fucda­
mentale 

Ft!llc\iile sin ~i cos si Ilt pcriociicc c;] p crioaua T = 2;:, jar faaC\iiie IE: 
~i cot~ Sil: t pcriodicc ell perioada ]~ :...=..: 7: ~i a"/ en} 

I. sin (:: + 2.'<:-:) = sia x, 't/x E H, k E Z. 

2 . cos (x ,;. 21<;:) = cos x , 't/x E R. "E Z. 

3. tg (x +- 11-:;) = ts" x, 't/ x E l{' \ ( j + Z:-JlI E Z. 

-I. cI:;(x+ 1<;:) =c.tgx.. 't/ 'E R \ Z;:, kEZ 

~.5. 	 Graficelc functiilor trigonometrlce fundamcntalc 
(fig. 4.3, a, b, c, d). 
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~.~ 

--" .. )/~> 1'--­
-l;~_1 ,:/2 'i'C~ x 


!r sinxa 

!/ 

I 


x 


b !J~cosx 

!/ 

C (/=Igx 

.­
I x 

I 

I 

I 

I 

I 

I 


Fig. "1 .3 


H - Tabele !)i formule matematice - c. 1 /313 



4.6. Identitati trigonometrice fundamentale: 

t.:; ZI • cotg If = 

o 1 un ' ( '. 
\lifE .." ""2':-' L;-u = --, 1 -1- tg~ H == SC'l'~ U 

cos:': 1t 

. " 1'VII E RZ::, .. _. ,--ot£'- U = --- , 1 ...: ctg'! It = coscc~ It . 
~i:l:! It 

4.7. 	Continuitatea ~1 derivabilitatea functiilor trigo­
nomctricc 

Teorcl1Ia: rUllqii!e trigor. ~mctricc sint <::O:J tilllle pc c!omeniilc lor de defi ­
11iti c. 

Teo1'C""l: Fllllqii !(' trigo nom~t r;c si nt i:Jclcfinit d"ri'/al>ilc pe dom~niilc 
lor de definitie. 

Tconnla. Primiri'/c c ce!or r. fuoctii t rii;onometri ce S~ cXl'rima ell ajlltoru 
fllnctiilor trigonometricc insc~i $i al logaritmului acestur f,,"ctii. 

Teorel1lrl. Ftlnqiil~ 3in, ,~ ~: ~ -> r-I; I) sint sollltiile url11::lto~relor 

p"r>iJleme Callchy: 

y"(x \ .- <x' = n, y,O) = 0 -,,'(0 ) = I 

y"(X) "7"" y(x' = 0, .1'(0) = I, ,:(0) = 0 

4.8, 	Semncle valorilor functiilor trigonometrice 

fundamentale 


sin u cos II tg u CCltg w 

:-: )
I ,O< !' < "2} 	 +f 

II (2:. < < ~):t 
l2 

III (~ < .~~) 	 + +" < 


IV C~ --::: " '. ~;-:) 
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4.9. Formule de n:ducere la un unghi ascutit 

~llIlen~lll 
., 	 3;:­ ,. 

I-	 ~ - IIv = .. - v =2 ...: -- - 2;-: - 11 
2 " " " " FIIII('\ i:~ 

- si ll II - s irl "sii! <-,' COS /I =i= si n It - ('os 1.1 

C()~ 1< cos Itens - i- ~i:; l! - cos It Si:l It" 	 -­

- . , , -tg -t i;I n- ,) -, co tg 1t I n- It ':'r Cfdg It.~ " "" 

- cot:; 11coi~ t(T 1£ --'----- COlC: 1< =f tg 11 -cnl~ 1!
" 

2	 tg24.10. Exprcsiile 	 functiiIor sin2 tt, COS 1t, 1t ~i 
cotg2 

1t in fun~tie de patratul unei functii tri ­
goncmetricc fundamcntale 

si ll:! /j. 

I g ~ "If 

1 ­ cos~ It 
1 + t n :! 

<> /I 1+ cotg~ 11 

cos~ 1£ 
cot g:! " - sin':! 1t ---­

1 t u2 
.? It 1+ cotg2 !t 

sin~ 1t - co," l/. 1 

1 ­ S ill::! 'It C()S~ " cotg2 It 

- sin 2 It cos:! It I ' 

:-.in:! It - cc)S2 11 t ,,~ 
" .~ 

cot g~ 1£ 



Tabcla 4.2. \'alorile fu!\:!iilor trigonornetrice fuadamentale 
ale cHen'a U11:hi uri 

sin II cos 1/ uat{; fl 

I.' 

1 ( '-' ,-)-~. , 6+,2 2 ; \ 
/"

J 
" 

1 (.. ) l{ z I""I/~I S· = .2:.. , l - - '\ 5 ,':; -:- 2,J S '4' , .,. - \' 0-." ,'S --110 f 
1 r :: 

-2\1 .) 

I 

"';3 

-} ..jIHZ,rS +(.J5-1) 
c_ 

75·=~ 2.. (,'6+ /2) 2.. (/6-,'2)
12 4 -4 

• nu este dcfirlit~ 

-VI-~b 
-~.J3

.' 

135. = 3~ -I-11I 4 

"';11 ,­ -J3--3­-T,3 

1,-­9;:­
162 

I) 

= 10 - --
4 

'II8+ZJ5 -b+zb -]fl--},rs 
n'.l est"! tlefiaila180· = ,., o -1 

1 Ii2rtY' = ~:" .J3-2 --z- I, 

";"2- ,iz
223 0 

=.: ~'I- --T --2III 

..}3
24t)' = .:::. .,/1- - Z­3 

-I nil C3tC definit5• 
,­<­

300" =.::::.. -~ 3 3 

•./"2
3 150 = ~~ -1- -2­ -14 


3 O. _ llr. 
 1 ,f3
--3­3 -6 -T 

360· = 21< o •• (>ste tldinit:i.• 
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:I-enrla: ~r,cr:::~I~ cn :ljctrml unda dinltr r le 

sin It ces It tb'1t c.l~ II s>~ cesrc 1/ 

sill 11 \ ' ,--- sit}:! 7t:::: .__ _ _ x:.-::;­:5il1 H :.!: Jt - sin'lf ±.1 ._---­- -= sill U\ ' . - ~JII;' If sill U , ! l -sin' u 

,I' cus 1/~.--- ,=--;)Sz /;c., II ::: , 11 - c~s' II Ct -) It .:.l: ±---­
t:.!) I~1: 

ces It , / 1 - c.!:J ;, , /1-C.501 1' 

t-Ilt, u ± ~ ' I -I- t~ ;-;, ';1 + l~'11t&:14:1: -=-0­±-~ ±--­
11.; " ,11 "1 ' 11: 2 It '\ 1 + 111:'1/ ti" 

,-_.­
cotg It 

± \: I + cote' II
colS" u ·1· co t~ It .,. ~/l+ CUl~' "±- Cel t; If col~ ItJ1 + coti' II , I I -:- C (l t~~ It 

\/~tcl '1-..:-] sec II ± --.:~sec u :.:..JSl'C' IC - 1 ±J_---­
sec H St,'C U \/sct:.~ 1/ -. - 1 , /sec t If -- 1 

- ± 
I' 1- --- ­ cosec u J _____. ..JCO'if:c::: H-- 1 -J.± '\ COSte 'I /I - 1cosec II cosec u 

COSec u 
,~-

t·:. -/COiCC ! If -.",='1COf,t C 11 ,' C(JS~C~ " -1... 
~ 



Tabela -t.-t FIlIl::!ii1e trigonometricc fllndfimclltalc ale t:ncr Slimc 
~i diferen!e de un~hiuri 

5in (u ± v) sin II cos v :t: cos l! sin 1'; CO~~ (If :::: t') I.,'OS U cos l.: ::;: ~ in lJ ~i ll ~, 

tf,! u ± tU l' cotg- ;r co tt{ v =r 1 
co tg (11 ± ,,) ~, 


1 =t= tg z· tg v l"otg lJ ± cotg 1£ 


:sill (u -;- v -+- a') = ~in it cos t ' COL' W -:..... sill 'V cos (L' ens u -:. Si:l iT cos II COs '/.' 

- s in u si n v !.'\iu .:t' 

<COS (u -f- v + tv) = cos 1l COS t l co:..; W - ~in II Sill 'L' cos ':.: - Si:l 'i.' s ill (!.! c os U .­

- ~i:l II ~, in 'lL' cos 'i) 

tg 1C + t g v -r- tg w - tg It • tg " . tg 'W 

1 - (tg 1£ tg v -t- tg 'L' tg '(u -+- tg li' tg Zl) 

co tg 1l • cotg v . • cot!; lU - cotg U - cotg 'V - cot!:!" I t)
cotg(H -T v + w) 

cot£, 'l! • cotg'V -1- cotg v cotf!'"lL' -~ cotg i t' l'otg 11 ­

7abela 4.5. Formule p~n!ru transformarca unor preduse de fur:c!ii trigcncmctri('" 
fundamen!ale in S\lm~ de func!ii trir,cllcmctrice corespunzeltcare 

Stllll co~ " = sin ( II ..L 1') -L s in (11- v) tg 11 tg , ' = 
2 co tg 11 - cotg,' 

COS ( 11 :. '1) .-. cos (II - ,.) cotg- 'I! -"-- d/< . · 
cos It cos V ---'---- ---'----;co tg- it ( 0 tg v 

2 tg " . L t ,l{" 

cost/{ -11) - cos(l/ +'11) cotg it + t'g v
sin It Sill l' cotg H tg (,' ­

2 tg H r- COl g .' 

-4 sin It sin v ~ill to ~ ::: ~in ('It -7- v - 1V) -1- S ill (-If "'f- ~' -~- 'w) 

+ sill (11 - v + w) - siu (It -,- " .;- w) 

-1 sin 'It cos v cos 'lV ~ sin (u -t- v - w) - :-;ill ( - u +- t' ..... w) --;­

+ sin (It - 11 + "i(,) -+-- sin (1£ + 'i..' + ·u.') 

-4 sin 'It sin v cos w = - cos (II. + V - w) -; . cos (-2/. + 11 ,- w) ';'­

+ cos (/I - " + 1£') - cos (It -+- 1.' +- w) 

-4 cos 1t cos V cos w = cos ( - u -I- v -I- w) + cos (I! - V .;- w) , 

+ cost,! + V - w) + cos(" -T ;; -+- w) 
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4.11. Functiile trigonometrice ale jumatatii, dublului 
~i triplului unui unghi 

(lil li e i" 
Expresia I.:: i.\ uta t .l 

FI//lc/iile Ir igoll '"' 1lI1!ria fuwlamf lltai c t: 'c )Z""lili/ii ''''glzillilli 

II I II , 

/I
.(1 

.! 

I' " 
.! 

t=~o< I' 1 ( , - - -.-- . )
-L __. _ = _ V 1 .- SIn " - \ I - " n II .- ) )V 	- ­

- I -L 	\! I -'- til' " /I sin It ! - C()~ II I - COS" 

t g II sin If = = I -+ cos l!V
!'-Ii 1. ' I .....;... cos 1f 

I I ..!u 

' 11 

I.!U 

2. s:n II cos if = ~ 2 sin It ,11 - .1~!! 1£ = =-= 2 cos it \ ; 1 - co.:"!:;:t 

cos:! II - S i l!Z II = 2 cos~ 1l - 1 :- 1 - ~ si:1~ :Z . 

1 - tg 2 lf 

cotg:! It ­

.2 co lg II 

--- ­ - ­

sec~ 11 

III II 	21< i .-~~= 
2. ~/sec '! .1 1 - iI 

FttH clii!e l,igoll o", : ' riCf jIIHdaJ)/cnla!c a,'e t r ipl": ,,i ''''glliIlIZl i 

.3 sin It t:o~ '.! It - si n3 l! = 3 !-,In If - "'1 sIn:} H. 

cos3 II 	 - :; cos u s in".! II =~ -1 cos' H - cos ;!. 

3 tg u - tg3 "11 


1 - .3 tg-:! It 


cotg3 I' - .3 Lo t~ H 


.:; Otg~:l - 1 


AliI' Jor mu e 1<file : 

.2 3ill 2" ' cos 2 :1; cos ~It = 8 cos ' :! - S cos ~It -;- r. 



4.12. Linearizarea unor puteriale sinusului 
§i cosinusului 

1 - cos 21< 1 -:.. cos '2a 
5in~ 11 = . ----- cos':! II .--,;. 

2 

3 s in 11 - sin :1/1 J cos It ....:. cos .llt 
sin3 

j(. = ------ ­
-i 	 4 

-4 cos 211 ...:.. cos -:1l :1 -c. 4 cos 2/1 -;- cos 41! 
sin4 u = - ------ ­

8 ~ 


10 sin 11 - 5 sin :1" -'- sin 5,/ , In ,~os : 1 .•. ~ cos :i" cos 5u
sinS u = cos:; 11 ~-= 

1(, lit 

J(l - 15 cos 211 --C. 6 cos 41/. - cos 6l! 
5in~ 'lI = -------------- ­

10 -'.. 1.'5 cos 21t + () cos 4" -'-- cos 6"
6<:05 It = 	--------------- ­

.1'2 

35 sin H ~ 2 1 si n .lu -7- ? s in .1 [( - siT) ( i!. 

7 :15 "OS'll ' " 21 cos 3/1 .C 7 cos 5/1 -c. co., 7/1 
<:05 It = 

64 

:>5 - S(' cos '211 .:- 28 cos 4/1 - 8 co, 0" -'-- cos 8u 
~in ' 11 = -------'-----:-= -------- ­

12~ 

35 -'- 56 cos 21/ ...:- 28 cos 411 .:.. S co'; (ill .- cOS ~II 
":(J s~ Z! - ­

12)\ 

4.13. 	Exprimarea rational:l a: functiilor trigonomdricc 
ale unuiunghi eu ajutorul tangentei jumaHi~i i 
unghiului 

2 tg-
1/ 	

1- t rr2 ~ 
o 22. 21 	 1 - I' 

Sill t ! = 	 ---' , cotg H =---., 
1 + t 2 '21

2 tg ~ 
'2 

., 1f. 	 1< 
1- t g- 2 	 1-'- tg2 '2 

1 _t'J. 1 ....:..... t"!.. 
<:os 'II = .:---- , sec 11 

1 + I~ 11 1 _ I ' 
1- tg~ ­

'2 

2t . .!- tN~ 11 1+12 
cosec It = - ' '" =--, UtH..l{' t = ig " 

1 - tt ' 11 21 !. 
'2 t g ­

'2 
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4.14. 	Formulede transformare a unor sumc de functii 
trigonometrice in produsc (Formule calculabile 
prin logaritmi) 

U ....l- i l U = 'i' u + t' U - l' 
i l1 1l ± sin v = 2 Sill --=- cos -'- : cos It _L cos t' = 2. C()S - - cos -- . 

2 · 2 , 2 2 

sill ( II -'" 1') 	 si ll (co -'- 1I ) 
t 1~ ZL ± tg t.' = ; Cdtg It =cntg t' = 

cos H cos l,' sin It sin r.: 

1- cos a 	= Z sin" (1t : 2): I -7- cos II O~ 2 (')<' ( 11 '2), I ± Stll 211 c-: (S;:1 It :,: u), IIi" , 

: in u = 	 sin ~ ~ sin 1I = 2 sin ( ~ =- ~) .cos (~ : f -~J . 

I tg u = tg ~ ± tg l! = \ l2 
-i 	 COS It 

St!l (II 	 ~ \ 
t 111. lI -; · n cos!t = ..J (sill II -:- ~n- cos II ) .1 (~ ill II tS'? cos II ) = .-1 


cos ~ 


. . \ I I . (\ ..' t ,. ~ __ _fi ( ) ) 
( ." Intro( 11S ung lill all'.ik,r 7. d c !illlt L ci ( .-1'? E - '2" ~. 

_ n = A (1 ±~) A(l :.'::: " ( ~_~_,=_q"J!-) ' '0= tg?) =.4 /2 _Si_-,,-_ dac:t .-1 
A cos 'P 

n " ('-)/I • 0, 	 atll:lCi S ~ lc n; lt ~ 1,,,, -..j- = tg- 9· ~" 0, 2: 0 

." II ::: sin 11 = ,' i· si n (~ ± ,,) = [i ( cos =c= ~). 

4.15. 	 Idcntitati pentru functiile trigonometrice ale 
unghiur.ilor A, B, C ale unui triunghi oarecare 

ABC 
I I A + sin n + sin C = 'I cos - cos - cos - . 


2 Z 2 


A n C 
<) A + cos B +- cos C = 1 + "sin - sin - s in - • 


2 2 2 


I (,), A cos R cos C - --+ .L = 2. 
111 () s in r; [sin~C sin A J • sin A sin n 
III A + sin2 B + 5 i1l2 C = 2 + 2 cos A cos B cos C. 
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cos~ _~ + COS2 B -:- COS 2 C = 1 - 2 cos A cos n cos C 

si n 2.4 -;- ~in 2D + sin 2C = -1 sin .-1 sill n ~in C 

c s 2.4 ..:.. cos 28 .!.. cos 2C = - 1-4 cos A cos B cos C 

"i ll .oj.'! -;- ~i Il ~]] -'- sill 4C , . ~ -1 sill 2.-1 sin 2]] sin 2C 

cos <4.4 -;- cos -4 ]] -'- cos ·l e =, -l cr" 2.-1 cos 2]] cos 2C ­

~, . ~ , to- !!.. .!.. to- !!. , t " C ... ~ , ,,:2.. = 1t" 
.':"0 ,':) ,t> b :::- .:;. 

-. ') 2 2 .2 2 


n C .-1 n C 

n ltg -." -:- co tg -:- cotg - = cotg -- cotg - cotg ­

2, 2 2 2 2 2 

t~.,of + tg B -c: tg C = t g A tg n tg C 

c(Jtg .4 cotg B "+ colg n co tg- C 'c' co tg C cotg .,j ~~ 1. 

4. 16. InegalWiti verificate de functiile trigonometrice 
ale unghiurilor unui triunghi oarecare ~i de alte 
elemente ale acestuia... ~ 

ABC 
S -in - sin - ~in - ~ 1 

:: . 2 2 


.• .4, . • n ...,C J 

5 ) 11 - - --;- SII .. - -~- ~l n- - ;;: ­

2 2 2 4 

• 	 .4 B C , /-:­o co 	 - cos - cos - .;; j , \ .> 

.2 2 2 


A 
sin ­ , 

< 1 
13 	 'C 

e.s -	 cos ­
, 	 2 

~	 .4 B el 
tg 	- tg - t g - ,::;; --= 


2 2 2 3.J3 


<I nCr::tg:':;- -7- ~R - ...;... tg -~v 3 

.2 2 


~A nil .Ct g- - ..,.. tg- - -:- tg- - ;;. 1 
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'.' '_ 3../3~lll .'" 	 '"" S:l1 B ~ sin C"'" -2­

~ cos A '::05 n cos C.;; I 

:i 


1 .;; cos A - cos B -:- cos C.;; ­
2 


tg A • tg B -;. tg B· tg C + tg C· IS- A>') 

21& 



si n 2/1 -+ sin 2B -;- sin 2C";sin A -;- sin B + sin C 

p~ 3· R\Ysi ll A sin n sin C 

<l' + b' -1- c2 ;. '\ .J :; s 
Ll " -I- b" -[- c"..;r)R~ . 

4 .17. Relatii intre elementele unUl triunghi oarecare * 
l ' <.-orema sinusllrilor 

a bc --- = -- = -- = 2R 
~i ll ,i sinll s ill C 

TeorcOla COSinl!Sll rilor: 

c2a' = "Z -[- - 2.bc cos A 


b' = a2 + c' - 2ac • cos n 

c~ = a2 + bZ - 2ab cos C 


T eorema tangel'telor 

A-B 
tg - ­

.a - b 2 

--- = 
a + b A + lJtg 

2 

E-C 
tg -- ­

b - c 2 

--- = 

b -lM C E + C 


tg 
2 

C - A 
tg - - ­

c-a 2 


c + a C + A 
tg - ­

2. 

"sin n a sin C 
tg -4 = 

c - a cos E b - a cos C 


b sin C b sin .'1 

igB =,----­

a - b cos C c - b cos A 


c sin A (; sin B 

t g C = .. --- ­

b - cos A II - ccos n 

Teo~cma proiec!iilor 


a = ? cos C + c cos B 


/J = c cos.of -;- a cos C 


c = a cos B + b cos A 


• A S~ \·ed ,.J~i ~i piHasraful 3.1.1 de la capito!ul GeomNri~ 
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--- - --

--- - --- ---

- - -

FI'rmlllde llli A-ari _"\loll,tleidc: 

-~ - B .A - ~ 
cos --- sin -- ­

(/ -- iI 2 If - 17 2 

= = 

c C C 
Sin ...- CDS­

2 2 

B - C B - C 
<:os--- sin .. _.- r 2 /; - c 2 


= 
 = 
A a A" ~ i ll - cos ­
2 2 


C - _-I C - .-I 
cos -- - sin 


c ... (/ 2 c - a 2 

= 


I> n h B 
.~ill cos ­

2 2 

_-11i~ rel,,!ii impor!aule: 

~;I1:~= VIP-bliP-C) :'inI!... = VI;O-CIIP-a), SiIlEVIP-a)(p-1l 
2 ~ be . 2 ac 2 ab 

cos _-'i = 1{ / ':1> - (II cos !.~ = VP_J~..!!l cos c = VPIP - c) 
2 V be . 2 ac' 2 ab 

t,,!.... = VIP- bl ( ,~- c) tl' !!. = VIP- c)(P- al C lff(P- h) (P- Iii 
" 2 PIP - a) ' " 2 PIP - b) tg 2 = PIP - c) 

" Ct,~ _-1 -'- b co:; B i- c cos C = 4 R sin A sin R sin C 

_-i n C 
1- = i f; - 1/) tg - - = (p - b) tg - = IfJ - c) tg ­

2 2 2 

ABC

'i - a = -iR cos - sin - sin ­
2 2 2 


jJ - t' = ~R Sill ~ cos~ ,in £ 

2 2 2 


_-i B C 

" - c 0·= ~R sin - sill .- cos­

2 2 2 

h. = 2R sin FJ sin C; hb = 2 R sin C sin A, he = 21f sin A sill 11 


.-i B C 

rll ".:= i' '-:- (/ tg - ; 1"b = r + b tg - , 1'e = r + c t:­

2 2 2 

ABC

:1 c_~ -iR cos - C05- cos­
222 


A . B . C 
r = -i R sin - Sin - 'lll ­

222 
ABC 

r = 1> tg - tg - tg ­
-2 2 2 


QH = R.J 1 - 8 cos A cos I:J cos C. 

22. 
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Tabela 4.6. ~ez. olvarea triun~hiurilor dreptun;;hice 

I ='~ I<"nul For.ule d~ r~zol\'areDate ~ ~I 
1 

1[ [ 

- . 

1\' 

t"C = ~t~ 8 = ~ o b 

c 

cot;,; B = -.­ cotg C = ~ a = • sec C = - "­

t." cos C 

b
sill R cos C = ­

a 

'" , /(;' -i- b)(a - .) = 

C = 90 ' -B B = 90'-C ., a cos R 

----1----1·----­
b -:...:.. asin B c =-= • :;ifl C

IC = 91'-B 

•"-'-' (l cos C C = n cos B 

(/ c ~ b tg C 
= Si ll li 

C = 90' - B 

(/ • cot: B" = = MC 

I 
.'i = .~- Ie 

1 
5 = - - (I~5t" lEi 

4 

S= "2
I 

l!!Ci,t; ~ 

04= 90'1 B 

C 

a 

B 

C 
.-1 = 90' 

~. 

.i. = 98' C 
b 
c 

B 
II 

~ 
C= 90' 

" B 

-' 

.-1 

Tabela 4.7. Rez olvarea triun~hiuril or oarecare 

• s in B 
.-1 = 180' - (B-~ C) h = 

sill .-t 

a ~in B 
C .- 180' -(A-;-B) b = sin .of 

.-1 - - B a - b C 
tg 2 - = A + b cotg T 

A -i- B = 180· - C" 

C = 180· ­sin B = b sin .-1 
a -(A. + B) 

a sin C 
c = ~ 

(f sin C 
c = SinT 

a sin C 
c=---

SiH .-4 

a sin C 

c -= sin.4 


= b cos A == 
± Ja'-b' sin' A 

'sin C 
c=--­

sin B 

a !!.:o iu Rs:nC 
S 2 5 i~-= 

iF . sin C 
--2- ­

(i~ sin 8 sin C 
S ­ 2~ 

l1~sin C s --2-­

S = l :L" s~i' .4 = 

• sin .i 

= ~ (0 co> o4:i: 

2£1 
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Tabela 4.7 (coJlliJluarc} 

<­
;~ 
u uCazu! I Date 	 Formule dc rezoh'arc I~g I 

It 

.+- + 
+c= 2p 

.-( 

B 

c 
5 

s = ''/P(P - (/) (p-b) (p -c) 

A l( (h - b)iP -c)
g 't -1 -= f pIp - a) 

_ A If(p - b) (/>- c)cos-~ =1(PiP- (f): 
Stn -2- = 	 ~ be2 be 


eil. \Trificarc: A .J... n ..!... C = 180'.) 


Yn c:tzlI l HI putC-1ll uvea dcept solutie: dOUd lriun ghiuri, un tritmghi sau niei .u.n triuns:;JI I, 
eu .Cltel~ A, a, b. .. 

1»1 adcv.."ir, apari~iJ. radicalului ·'/a'J. - u'l sin! A 'in C'xprcs ia lui c impunc 0 discutare a semnuJ H 
ca8titatH de sub radical. :\ceast;], di.:.cutie, f(:lurn ~l.la. (':itc·: 

1. .4 > 9~o ; 3.. 1 < 90'3 

a > 11 -:> 1111 sjngur lriunghi a ) a <..: b sin.t =.,.:. !lid 1111 trillnghi 

Ii ~ b ~ oiei un triunghi :3) a = b s in.-t ~ un triurlbh i dr ~'ptunghic 

2. A = 90 ' 	
J a > b - un ~illg-lir triun ~h i 

R. > b => un singur tritJn~hi ~(~ a > b £.i ll .4 : a = b :::::;> un ~il1:;ur triungh i iSI) ( , 1 
if ~ " ~ Jli e i Ull triunghi l a :> b ..=;> UII Sill£;nf tdungld 

·1.18. 	 Produse. Sume. I!1egalitati ~i identitati 

remarcabile 


'>- (n - 1) :: 
1. siJl -"- sin ..::~ ... sin -'--~--'----

2a 	 2i~ 21t 

. .• . 27: . 117: ~21l + 1
2. sm --- SIll --- .•. SIll - -- = --- ­

2" + 1 2n + 1 2n -r 1 2 

_ .. 	 _ 3:-: . (211 - 1)7: __ _~ 
3. 5111 - '- SI11-- ... sm -'---,---'- ­

'In 	 "lit -In 2" 

?- 1/7:
-1. c.s 	--'-'- cos~ .. , cos - - - = 


21t -:- 1 2n' 1 211 -;-- 1 2" 


7: 	 3;-: (2n I):-:= J~ 
5: cos fu cos -:J; ... cos in 2n 

.1. 27: 2Jl7: (-w
6. 	 cos --- cos --- ... cos -- ­

211 -;-- 1 2" -:- 1 2.. -7- 1 

11 + 1 

----z 
(-I) 

11 impar 
'1_ 4-:-: 2it;:

7. 	 CCl~ --- cos - -- ... cos --- = 

211 + 1 2it + 1 211 --T- 1 
 " '2 

(-I) 
11. par

2n 

http:f(:lurn~l.la


sin x
3. 	cos .:. ms .:. .. . cos':' = 

2 22 2" :r: 
2"sin ­

2" 
'9. (2 cos % - 1) (2 cos 2x - 1) ... (2 cos ~1l- 1 x - I) = 

2 cos 2" x-I 
, cos x=!-- -, 

'1"2 cos x + 1 

• 
10. si n x + sIn (x + h) + s in (x -; - 2h) ..;- '" .:- sin (x ;- "h) = 

sin ~ h s in (x -:- ~ ) 
h =!- "2 he;, k E Z . 

. " sin ­
"2 

11. cos ' .\" + cos (.\" + h) + cos (x -:- 2h) -;, ... + cos (x ;- ul: ) 

. " -:-	 1 ( "")
Sin ~ h cos \ x + 2 


" =!- 2k~, k E Z 


S.1I1 -" 
2 

sill:! l1X 
12. sin x + s in 3x -:- ... + s in (211 1\ x = - -- . sin x =!- fl 

. si ll X 


I ' . I si n (211x )

cos x + cos Jx -'- ... + cos (21l - ) X = , si" x=!-() 


2 si n x 


I -I. tg x + co tg :r: + tg 2x + cotg 2x -;. .. . + tg (2"-IX) ;- cotg (2"-I X) = 

= 2 [cotg :, - cotg (2" x)] 


I x 1 xl.\" I x 

I.'i. tg x + - tg - + - tg - + ... -:- - t g _. = - c~g - - "2 cotg 2x 

2. 2 -I. 4 2" 2" 2" 2" 


1""; . 1 ·+ a cos x -+- a':! cos 2x -r ... -:" an cos lL\" = 


a"H cos 1'/X - r, ,, +1 cos (" + 1) x - a cos x + 

a2 
 - 2a cos x -:- 1 

17. " sin x + a2 sin 2x -;- ... + an sin }IX = 

a"+2 sin HX - aTILt sin (" -;- 1) x ..!.. a sin x 


a2 
 - 2a cos x + 1 

J3. arc tg + arctg + ... + arctg ----­
1 + 1 + [2 1 + 2 + 22 1 + 1/ -;- ,,2 

'" 1 ,
- arctg-- , n E N ' 

i 11 + 1 

1 1 1 II 
l? a rctg - + arct"- + ... + arctg = arctg--, 11 EN­

3 ,,3 -:- 11o 7 + " +"2 
"':7:'2 1 1 1 1 1

1 -'-, --'--+-+-+-+",
.52 32:'7 2~ .p 73 



lin:2 I. cos 2n: -i- cos "I;: _, cos ­
7 7 7 2 


h .1~ lin: 
cos -- -1- cos - + C03 - - = 


I~ 19 I') 2 


1 ;r
22. arc! ~ - + :!n:tg ­

~ .:; 4 

., - 1 I" _ .). -i arct;; -: - :u-ct;; - f.llacltin) 
) 139 4 

1 1 1 1
2-1. [In: t o - -;- arc tg - + arctg - :... arctg '8 

'" J .5 7 

* • 
2:-. 'T x <= R , I ~ill x : ~ I x I 
2i. 'T.\', Y E R, : Sill x - si ll .1' i ~ I X - y I 

27. 	 fI < x, y , :: ---: sin (x ' ,- V -;- ;) < ~ ill x ..,- sill Y -i- sin 
2 

".19. Functii trigonometricc inverse 
l\e~:l tii i: l trc hlliC ti de' t rigo nonletricc in';('r5(': 

x 
an·si.l x ~~ ard ~ - ,.-- , x E (-I, I) 

" 1 - r" 
{ arcc(js ,I 1 - x", .~ E [0, Ii 

arc~ i ' } .\' :­
l - arccos"; 1 - x Z, XE [ -I , IlJ 

..; 1 ­
arctg -'-­

X E (0, IJ 

x" 
- ­ XE[ -1,0) 

.\' 

i :In t ~ x XE R 

arccus x E ~O, .;- X ) 
.J 1 .. .<" 

-arcCos 
1 

, .\' E ( - co, OJ 
,I I -:- x" 

arcclg -, x E (0, -i- x) 
x 

1 
-;-; .;- arcctg -, x E (- co, e) 

x 

1 .~ sc vt<Ita p;uagra{ul "Funclii tlemcntare'. 

224. 



f arc sin /1 - x2, .\ e [0, 1) 
arccos ~ =t J-	 0]

j ::t:(J';:~~~ ~"'\':~O:~)I' 

I 	 . 

:r 
arc cos x = J--­

:: ., arc tg -...!.-~ A!. ). "" ~ _ I, 0)
I 
arc cos x = v....c Cl b - --=-;, - - . .r (- I, 1) 


, I ­

1 
urcsil1- '~J xe[O, +00) 

..; 1-1- ...2 

1 
:-; - arc Sill ---==: , X e (-00,0)

JI + x' 
1 

arc Ii) x' xe (0, + 00) 

1:-; + arc Ig~, x e (-00 , 0) 

x 
1':r; ctg x = arc cos --====-- J X E R 


" 1 -. .\' ~ 

: - .... r · .· ~l.' de a 1-ullarc 


l <e:-" ·,iil x -;- a~c sill y = an: (os( • ./ I - x'. J1 - ;-2- ."y), 0< x, y~l 
< 
I 
\ ;,rc Sill X - arc sin yo = arc sill (.\',/ 1- y2 - j",/l - X2), 0 < :C, y < 1 

I arc cos x -;- arc cos J' = arc cos (xy - J I - x'· J I - j"2), 0 < x,y < 1 

x2arc cos x - arc cos y = arc sin (:yJ 1 - - xJ 1 - y2) , 0 < x, y < 1 

I 

1 - ...y 


u c Ig x + arc Ig y = a~c Clg -- , x, y > 0 

x+y 


alc Ig x _ a rc Ig Y = arc tg x - Y , x, Y > 0 
1 + xy 

I 

xy - I 


arc clg x + arc ctg y = ~ rc cotg -- , x, y > 0 

x+y 


a'[c ctg x - arc clg y = arc tg y - :C, x> 0, y > 0 
1 + xy 

4.20. Conditii necesare 	~i suficientc ca valorile func­
tiilor trigonomctrice fundamcnta1e corespunzatoare 
1a doua unghiuri -ze ~i V sa fie egale 

TeorcmG: .1. sin" = sin v _ It = V + 2 k:-; 	 sau 11 = :-; - v + 2·1:-;, k. Ie Z 
2. cos tt = cos V __ tl = V + 2 k;; situ 11 = - V + 2·1:-;, k, 1e Z 

T­
3. 	 tg;{ = tg v _ It = V + hr., II e Z, U ¥- .:.: -'- 1/1 v¥-- + n;;, 

:2 2 
Ill, "E Z 

-1. ctg II = ctg V _ 11 = t' -t- k;;, k e Z, u ¥- m;;, ., of m: III, "e Z 

15 - Tabele ~i formule matematice - c. 11 313 



Tahcl:l 4.R. Ecua;ii trigonometricc funnamcnhlc 

Ecua. !iJ. JIuI : imca soIu!.iilor 5 

- 1 < a < 1 Is = {x : x = (-- I)" arc si n a -;- k-::, k e Z} 

sin x = q 

lal> 1 

a = - 1 

a = 0 

a = 1 

- 1 < a < 1 

cos x = a 

ia!> 1 

a = - 1 

a=O 

a = 1 

5 = (a r si n c: -;- 2Z-::) U (-:: ­

- arc s in a -1- 2Z;-:) 

S1.U 

J x ' = ::::-c sin a -;- 2h-::, k EZ E Z 

l x" ~;: - :l :-C ~il1 a -;.- 2fT:. l 

5 =0 

E = - -:: -;- 2Z-:: 

2 


5 = Z-:: 

5 = ..:.:. -;- 2Z-:: 

2 


5 = {x: x = == a rc cos a -;- 2k-::, k E Z} 

S:lL\ 

S = (a rc cos a + 2 Z~:) U (- arc cos a + 
+ 2Z;-:) 

sau 

X' = arc. cos a -F- 2 k-::, k E Z 

{ .t·" = - arc cos a + 21-::, IE Z 


s = -:: -:- 2 Z-:: 

5 = ..:.:. -;- Z;: 

2 


S = 2 Z;-: 
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Tabela 4 .8 (cD1Itinuare) 

:\IuI!imc.). £olu \ iilor SDhcu!ie dup.1 aEcuatia 

-S = {., : .v = arc tg a -,'- h;:, hE Z}

I 
I 

sau 

S = arc tg a -;- Z;:

I 
tg .': = a 

x = arc tg a +- k::, h E Z 

S = - .:.::. -:- Z;:a = - 1 
-1 

aE R 
s = Z;: 

5 = ,. z;: 
'1 

t!ER S = -f :r ! x = arc crg a -~ k;:, hE Z} 

sau 

5 = a rc ctg a -:- Z;: 

eMg x = <, 

X E R \Z;: 
(l= ­

GE R 

.i-
.. 

Z;: 
-1 

,- .. 
Z;:.a = I 

4 

Exc lI!plc: 1) sin ., = ;-;= (- I)" (- ::.1-;-)1 -:7, l!E Z 
3 ) 

x' = arc cos ~ -+- 2k;:,. ./; E Z Slll 
1 .3

2)cos,;;= -; 

J 
 I,.n = I

" <'II - arc cos - + 2 Z7:} IE Z. 
t- .3 

3) tg .>: = - -:l; .'>; = - arcig 4 -:- 7/;:, k E Z 

4) e(g .': = -- J3; .': = -
5:: 

-:- h;:; k E Z. 
6 
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~ 4.21 InecuaJii trigoDomehice Cundamentale 
~ 
0:0 

Mu1limea ,oluliilor FiguraNt, crt, J Inccuapa Disculie 

fx I :-: - arc sin a + 2k;:: < x < 2;:: + arc sin a + 
-I 2k:-:. "E Z} 

-l<a<O 

o OS; a OS; 1 fx 17t - arc sin a + 2k:-: < x < 2;:: + 2k:-:. k E Z} U 

U fx 12:-:1 < .•' < arc sin a + 21:-:. 1E Z} 

------,---------_. 

a> 1 R 

------I--------------------~-----

(lOS; - 1 o 0) 

sill X < a 

XER 

llER 



Sill .\ :,. a 

2 XE n 
a E H 

cos x < (I3 

XE R 

aER 

I'
<,) 

<,;) 

,rt"~:nrlT!':'-: < r< - dlL.!:tina+!.k ..-.:, _0".,"0W""8.-­~\~-- 4 
.(7 •

A E Z} 

----------,----------------------------------------------------­

- l ~II<O {x I 2/i;-: < x <: ;-: - arc sill t1 .,- 2;-:/i, Ii E Z} U 

~ {2;-: :. ilrC ,ill II +- 2c.l < .r < 2::· ; 2;-:{, IE Z} .. /i/:J 

II < - I H 

a ~ I o 

-1 < a~O {x I arc cos a + 2kTt < X < 21t - arc cos a + 2kTt, 
,1 

k E Z} 

O<a~1 {x I arc cos a + 2kTt < x < 2Tt - arc cos a + 2kr.:, 

ke Z} 



C 

I~ 
w 

Nr: crt; Inecuapa Discupe ~{ullimea sclutiilor FiSUf."l 

a> 1 R 
cos:+ <"a 

;\'eR i --··-·----­
aeR 

a ~ --1 o o 
- -----t ­

-4 
 cos x> a {x 12k;: <: x <: 2/,;: , arc co,; !I, k E Z} U0<(1 < 1 

x('R U {x 12;:·- arc cn, a 2;:1 < x < 217 2;:/ , If' Z} 

a(' R 

{x I 211;: < x < nrc cos II r 21.. ::, '"" Z} U 

U {2;: - arc cos a '; ::'r.! <: ., <: 2;: -:- 2;:1, 1E Z} 

L___ 

1-· ,..-" ,0 

(j <: -1 R 

·-­-­



----
----

----

I j i I I I 
!'<

 
i;; 

I 
I I 

,
-
'
-
-
.
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'
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.
 

~
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I I 
N

 I
~

tv 

"'" 
"" 

I, 
I:

...:~ 

""
-:­

p-I 
<

'l 
I' ! <:-1 

v 
" 

l-: 
:~ 

V
 

\1
 

~
-

""._. I: 

"" 
'" 

" 
':.(. 

:JJ 

,. ~ 
'"' 
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c 
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/1\ 
I
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" 
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>t: 
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UJ 
W
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~
-
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N
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I 
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I 
:0
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\j 
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"
I 
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I 
--'­

I 
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l 
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I 
-
-
-
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N
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:..: 
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tl 
N 

"J 

~r. crt. In('cuatia Mul\imca soluliilot Figurarisculie 

'It:{x, arc Clg a + k:;; < .r < r: + Ic, Ii (' Z}(/>0 

(ot ~ x < a 

7 .1 E R 

aE R 
""::':J.'g~ 

{x, a~c ctg (/ + r.k < x < ;-; + k;-;, k E Z}a<O 7t:OA 
- . I 

arrc"o.'jO 
a;;' () {r' ;:1< < ;\' < a:'c ctc: II k;-;, /. E Z} OA 

(o(g x> a 


3 
 xEIt 


a E H 


{\', ;:k <: .r . ~ ail ll.'~ " 1,:-:, I.. f' Z} A(/ < 0 



4.22. Aplicatii ale trigonometriei 

1. n ':C/'; il ;II_7rea di sl:iH!ei dint}'c douei pu:,cI,. :aeecsiuilc (.-/ ;; i n .i tle.' pell}itc 
l 'II J1/ r-ll n ( bsla eel (fig. 4.4,l 

.\i C' Ij~ 111 lin punct C Sl m:tsuri,m distantelc a , b l'i unglliul C. Fornn;]a 

,Ia" ---:- b2 
- 2 ab co;; C n e di, di stan ta e[(utatii. 

': . ' I J:t U' lJIilIarea dis/all!,i dintre WI P"ll cl acC{ sibii (.4 ) 1'1a li IIi ;lIaeccsibil (n.J 
(II . 4.5) . 

8
8 

A "----:----L...::..C 

Fig. 4.4 Fig. 4.5 

\I<- :.; ,-;n un P'-II1Ct C , d in care s11 se ·,aua. B. )i masur;Lm distanta b dintre 
1 /l '. i unghiurile C ~i A . D~terminiim _apoi distanta x dintre A ~i E eu 

b sin C 
~ 'r lll ltl:'t x = 

sin (.4 + C) 
I. I J.{ cI'Illin:lI'l'Il distalll"i din Ire aoua twzete inacecsibile (.4 ;; i B ) (fig. -l .G) . 
\I " i!(' ll1 p"nctelc aeecsibilp. C ~i D ~i masuram distanta d dintre j) ~i C 

IIl1l( il i :J rilr- J)z, 1)2' C, ~i C2 ' 


\ pi ic:,111 1,'on'llla si n IIsuri lor in tri u nghiul .4. CD 0i d"dt:cl'1ll 


Ii 0<111 (TJ _L ])2)z,. , respec t i" in triung!Jiul neD .. 

sin (V z -i- j)" -+- C,) 


d sin D2 
/I Aeum ill triunghilll A Be cuz:oscind dOU~L l~ turi 

si n ( D2 -+- C z -i-- C2 ) 

" ,,~h i lll dintre c!t- , pntcm dC'lc rmina distan[a dintrc .4 ~i n en l c'o rl'111a 
I I1I~u l lli . 

I. n -It>' !I!iltarea di stan!ei din/re dow'i plllzele A ~i n silllale te a ceea~ i 
t/,(tI /,i (fiS. 4.7). 

A 

r~,! 
E a 

Ht 0 
a 

h h 

a 
C8 

Fig. 4.6 Fig. 4.i 

2:)3 



a) ell :/I! b,,:ci B 1I({,' ,'ibi.'c (i i::;. -1 .7) . • ·\ k g-un lIIl Plll .ct C accr~ih l ~i m,islIl;lll 
d i ta l til. a clint re B ~ i C l'recll lll ~i " !I ~hi lll ~ . CllnOa~ tC:111 inititi mcil. Iz \ " 
. ]utor lll gra{ ml't rulu i. 

I naltim a c[ll1tatiL cst!? H = ,'/ + I f' = 1/ ;- a tg :to 
;,) Ca;ui ba::ci E iJl .7ccaibi c (fig . •1.;-; 1. .\If·gU1 1 d Oli:, pIII .el f' ac ('sir,i ' 

D ~ i C. :'I ii"tsnrilm di sta llla a dil .l cl' C ~ i lJ rr('c lIlll ~i 1I11ghillnlc :/. ~i ~j. j)d( " 

A A' 
- --------- -): 

- -

,{ L.---'--_'-+-' 

o C 
----- f 

I ! oJ ' 

': rH' / 
/ 

/ 
/: J E 

h 

9 Q C 1,-
ric:. ;.9 

sin ~ 

J1t.~~~~l___:~~-

a 
H = Ii ' -141z ~ .It -r Y ~i ll ?, .1'~ . 

sill (~ -:;lJ 
deci . ,'" !I SIn 'Y :-.1 11 ~ 

~ ill (;3 - ;t) 

....- -> 
5 . Dt.l t nn i'ntlrt\/ iJ l{I': Jizii ;'t :' U!tU Jdl£ Jt a dr.l UJ Ie r/:..? 1 :j ~i .. (fi~ . -:I ." 
.-'l.plieil l1l tc(JCC'l'1.l c'PSillusullli IH .rill llgh illl ABC ~I eli 'lutl 111 

I ~ + F2 I ~ = 1 ~ = l' r -;- F~ - 2 F , F~ ec·s ( l bO° -::< ) ~a ll 
-:- :2 F , F2 cos :t . 

A nalog SC: dd(rm i n~' :1'-, - T'~ I ~ = T 'f -:. I~ - 2 1', 1-~ ('O~ :(. 

0 . ArllllCarCG cL".-(1 a 1tl:l~i ((1'" :'1.' ';.' id . Dil/aia 1J!c7X:;}1{1. jn iilt; Hi ( (f 11:u ).;:}. (I, 

Sc ~ti(: C:l <l ac:L arllllC;"ll I!in ( i 1111 co rp J[ ~llh UII .!j hi u l ;t f~ t a ell' OX, III 

vit c:zD. i n itialft ~·o' ~l'.t;ta r1:: m;~c;~ll: a (o r r11111 i J[ (x, yJ. cs t c (fig. -:1. 10) 

x ::) == ..:,) c 

~~~~--~~
~~;;,x;~ 

h 

t ~ o. 

/ Jf(x,!/J 

A 

xXv xfTl 

Fig . eLlD 



Clnd corpul aju nge in A a.,em y (I) = O. D e aici rez llW1. rr,dr<.cinile I I = 0 
) -. 

( <ire corespunde lui 0) 5i t~ = - co si:! C{ (care corespunde efecti', !lli A) , 
g 

I Jistanta 
o 

x(t:!) = ~!. sin 2:t.. 
g 

( nume) te biilaie sau dislan/a de a7111lCC1 i'e , A-rind in 'redere cii sin 2:t arc 

v.lloarea CC3. _ ai mare 1 ~i cZ, ea corespunde lu i 2 :t = 2 , rezulta eil biilaia .., 
V3 

1/1, / rima 	este Xm = ­
g 

_\stfel bataia maxima se obtine la 0 aruncare sub u\lghiul (J. = -15°, 
Iuil.ltimea p inala care se r idica. corpul j\[ se d eterminil. a'"ind in vederc ca, 

I( punctui cel mai i nal t, ~-, 0.1 traiectoriei, '[i t eza corpllilli are componcnta l'U 

I 'J'itezei nulCl. 

dv 	 Vo sin ':L
Deci t 'y = -'- = 0; d e aie i rezu!t:, ,.Iii/ip"l de ureai'c" til. = --­

ct g 
i,2 

•• p(·ctiv in~lltimea y,. = -..2. Sill~ ':L, 

2[; 

E ',ident 	 )" . este maxim la QrllnCar~Q pe 'lert ic3.1C, (x = ~); darpentru, 

l I LUI b1l.tai i m axime (x = 45"), gas im 

4,23. 	Formule fundamentale pentru functiile 
hiperbolice 

Dr/il/i/i i: 1) sinusul hiperLolic sh x = (eX - e-X)12, x e R 

2) cosinusul hiperbolic ch x = (eX -;- e-Z)j2, x e R 

sh x lOX - e-Z 
3) tangenta hiperbolica th ;r = -- = ---- xeR 

ch x eX + e-x 

eh x eX + e-X 
-4) cotangenta hiperbolica cth x = -- = • x e R* 

5h x eo; _ e-X 

Idlllt itii!i fundamentale: 1). ch x + sh x = eX 

2) ch x - sh x = ~-X 
3) ch2x - sh2x = 1 

4) th x • cth x = 1, .T #= 0 

5) 1 _ th2 x = _1_ 
ChI x 

6) . cthl X - 1 = --1 • x #= O. 
Sh2 X 
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Tabela 4.9. RelaUi intre func!iile hip~rb.lice 

Func\ia cil.utat~ 
sh x 

Func\ia datil. 

ch r 

, 

tn x 

Sit .• sit X sgn x.Jeh" X - 1 
th x 

.J 1 ­ til" X 

ell X .J 1 + sh" x ell x 1 

,II ­ th'-;­

tit .• 
sh x 

.J 1 + s it" x 
S,([n x.Jeh2 x ­

eil x 
1 

til x 

etn .• 
.J I + sh" x 

5l! x sgn 

eh x 
x.Jeh2 x­ 1 

1 ------ ,
th x x '" I) 

FWICliilc hipcrbolice ale 1IIlOr SWIlC si di/crenle de al'g !lm(nl~ 


5h (x ± y) = sh x eh y ± eh ;.; sh y 


eh (x ± y) = ell x eh y ± sh x sh y 


th x -l- th y
tll (x ± y) = ~ 

1 ± th X· thy 

F~r;lt:tre de tmH5/0l'lnU'c a Sllm:i sal< diferelZJei a dOlldfl.tllC!ii hipcrbolice i .. 
prtJti!<se de ./ullc!ii hipabolice 

x ± y x '1: v 
sh x =sit y = 25h --- 'eh--'-' 

2 2 

x..;-v x-v
eh x ..;- eh v = 2 eil ---' eh ---' 

. 2 2 

x -+- Y sh x - yell x - ell y = 2 S I I 
2 2 

th x =th )' = 	 sh (x ± y) 
eh x' eh y 

Fcr»lllle pentrll II'aHsfcl'lnarw U11er tl'odllu de /lll1 c/ ii hiplibolice ill SlIlIie II 
/ltHcjii lzipcrbol icc 

1 
sh x . eh y = - [sh (.t -;- y) -;-sh (x - y)) 

2 

1 , (5h X' sh Y = 	 - [eli (x + y) - eh x - y)) 
2 

eh X· eh y = -
1 

[el! (x -1- y) + eh' (x - y)J 
2.,~---
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Fltllc!iilc 1<iperbo!ice de argumeul dub!!! 

5h 2% = 	 2 5h x . eh .l: 

eh 2 .l: ~~ eh~ x + sh 2 .l: = 2 eh2 x-I 

2 th x
th 2 x ~~ 

1 + th2 x 

FUllc!iile hi;lJerbo!ice ale argltmen/ului pc jUnia/a/e 

sh 
x
2 = 

Veh x-I 
sgn :1' 2; 

xeh- = 
2 

VCh~l 
2 

x eh x - sh :~
ht -=---­

2 sh x eh :r + 
Hrprillnre::: r.'lfio:u!d a /wJc!iilor h("erbo!iee ale 1IH'lli argument CIt a/t/lent! 

" "':mlci Itiperbo!iee a jltmdli:t/ii argumen/lllui 

x
2 th 2- 1 + th2 ::"" 2 th­

2 2 2 
·,Il ~ = , ehx =------ ~h x = 

1 - th~ :.- 1 _ th2 X 1 + th2 ~ 
2 2 	 2 

I ;lIiClri:.1rea puleriior lrmc/iilor hiperbolice 

sh-
• 

x = 	 -
1 

(eh 2x - 1) eh~ x = ~ (eh 2x + 1) 
2 2 

(sh x + eh x)" = sh lIX + eh lIX } 
Teorema lui l\.loivre 

(eh x - sh x)" = eh 1IX - sh >IX 

/( '/aJli!e 	 dilflre lrme/iile Irigolfomelriee si cele lrip,erboliee 

h '/'Hlulde llti Euler: e'x = cos x + i sin x .: c-'2: = cos x - i sin x. 

, e 'x _ e-'x 
I. 	~ i 11 x = - i 5h ix = 5. sin ix = ish x = i e: - e-: 

2i 2 

. , e l % + e-J% 
'. 'os x = 'ch IX = ---- 6. cos ix = ch x = 1.:% + e -x 

2 2 

e1x _ e-Ix .z% - e-Z 
• 19 x = -ithix= -i---- ­ 7. tg ix = i th x = i --- ­

e1z + e-I% 

e'% + e-1x 	 e% + e-Z 

1 '1 ~; r = i cth ix = i ---'-- ­ 8. etg ix= - i cth x = - i ---­
e1z _ e-1z 	 (z _ e~Z 

I ' '';' I ~ I':J. S.1lt imp:lTilatea 	]lllle/iilor hiterboli~e 

It ( - x ) = - 5h x; th (- x) = - th x 

, It ( - .r) = eh x: cth(-x)= -cthx, x'¥-II 
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4.24. Folosirea tabe1ei V.lO ~i a tabelei IV.n 

Tabela 4.10. Yalorile naturale ale functiiIor tcigonometrice fundamcntale :!Ie 
unghiurilor m iisurate in grade sexagesi male' 

Tabela 4. 10 co ntine 'ra lori le fllnct i i'lor sinus; cosim:s, t ang-cnta ~i cotangentrt 
ale unghiuri lor de la 0° la 90° d in 10' in 10', e \l cinci zecimalc. 

P entru unghiu rile rna i mici de 45°, gradeJe stnt da te la stinga fi edl. r< j 
t abele, de sus in jo" iar pentru u nghiur ilc ma.i mal'i de 15° la d reapta fi c­
ca..ei tabele, de jos in sus . 

Va lori le sinusll ui ' pentru u ngh iurile de la 0° la '11° se 'citcsc d e sus ill 
jos in tabe1a care a re sc ri s sus "sillu s" ~i de jos in s,ns pe ntru lI ng-hi.ril. 
de la 45° ja 89° in tabeJa .care a re secis jos ,.sin11s". :'Ilillutele se eitese sus jll 
primul caz ~i jos in al doika caz. La fel se procedea 7a ~i eu celela lte fu ne\ ii. 
Ciiutarea in taiJele este simpl ii, mai ales dacii \lnghiul se gi'lsC'$te in tabeh-. 
• E xcm plul 1. Sit. se anf' s inllsul \l nghilllui de ::n° 40'. Citim in stinga 2,~ 
~i sus 40' (in tabela 4. i O care a re s<;:rls sus "sinus"); la illte rseetia li n iei l ui 25' 
eu coloana In i 40' gas 'm 0,.'13313. 

Exemplut 2. Sa se aflc sinus!'1 ll!lghiului de 63°20'. Citim in clr('apb. 6,; " 
~i jos 20' (in t abela 4. 10 care a re scris jos ,..sinus") : la intersecti;). Jiniei lu i 
63° eu coloa na lui 20', gasim 0,89363. 

Daca unghiul I1n se gase~te ill t abele,. sc {"-ce interpola rca prin 'pi'lrti p ro­
portionale p en tru si n ;t: ~ i cos x. Pentrll tg x ~i cotg x a'rem de fiicut . l1 rmZl­
toarele observatii: t g x se int erpo leazft prin 1'ftrti proportionale p('nl l ll 
x ~ 46°40'. Dc aiei 1'ina la 70° sc obtin uumai patru, p in a Ja 80°40', Ulima . 
trei ~i ptna la 8S040' n umai uoutl zceimale cx"-ctc. 0 dete rmina re mai preei StL l) 
da formula 

til' x = tg cOllcx.u:i cu tabciJ. 3.2 a 'raloriior 10:1. 

90° - ,>: n 


Tabe a 4.11. Loga ritmii ClI cinci zecimale ai func!iilor trigonomctrice. ale unghiu­
riloc de la 0° pina la 90° din minut in minut 

Tabela -l . 11 contine Joga riLnii iunctiilor trigondmctrice sinus, cos ill1' :; . 
tangenta. ~i cotangcntrL ale unghillrilor de la 0° la 90~ din m illllt in m inllt , 
preeum ~i log"-ritmii rapoa r t t'lor .lintre sinusnl sau tangenta uuui u ngh i ~i 
ullghiul respecti·..., pentn1 lIughinriIe dc' la 0° Ja 2°59', . 

Gradele se cautiL in par tea de'sus a 1'aginii ~i minutelc in prima coloa ,,". 
din dreapta cJaca u nghiul cst c lIlai mic de 15c 

; cladi. ll ng ltinl ('ste m a i mar.. 
de 4Y, gradele se giis('sC; in partea ue jos a paginii ~i minntele in ultima coloan;' 
dill dreapta. L ogari tmii functiilor trigonometricc 5C citcsc sus ~au in josn l 
paginii. dupa CU111 u ngh iul este mai mic 5au lTlai marc de 45°. Caracterist ica 
comunii m a i m ultor logaritmi sucecsi'.,i cstc scri5ii' 0 sing-ura data in fieca re 
,grup de zece. 

Coloanele notate eu -:- cl 1" fi - d 1", afIat e la drf'apta ficdlrei coloalH' 
de 10garitmi, co"ti n di fe rent a dintre Iogaritl)1i i functiilor a doua. ung-h iur; 
care difcra int re ele prin 1". Ace~te dife rcnte s-au obtinut imparji nd la n Il 
diferent:t d intre doi loga ritmi consecuti"ri. Daca 1111m>lrul secundelor ell ca n ' 
crc~te n"gh iul este ma i marc ded t 1, partea proportionala a mant isc i sc 
olJtine inmulrind d 1" cu 1l111llarul respccti"r de s('cnnde. SemJJ(,](' + sau -, 
care prccecl d I", a rati't eft pa r tea p roportio!lal{L se adllnii la mantisil. ~au , , ' 
scade din ca. P en t ru u nghi n rile de la 2~ la 87° se poate c'rita inIIJultirca fol05ill" 
tabelele <'.uxi !iare P .P . (tabelele p a: rtilor proportionalc) care se giisesc ded<:snht ul 
tabelelor principale pent rn unghillrile de la 6' la 83° ~i pc pagina a][lturat r~ 

, penfru unghiuril~ de la 2° la GO ~i de la 83< la 87°. 
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( 

III 
,I'III.l ().50, 

I u j ;t1>l'le\e p ,p, p:-i rfilc proportiona!c s int cak l1i2t (' din sec unda i s('ctt ndr~ 
I, I.L 6" h 10"; p ,irtile prop::> rti o uale p ' ntm 10", 20" , ,,(I", -10" si 50" clau, 

IIPI I j rnp:Lrl_i reZl eu 10, p':t rti le proportionale p Cillru r ', 2" , J''', --I 'I ~ i 5" . 

LogaritIl1 1l1 ~inusl1 llt i ~all htllge lli c-i llriHi Hug hi nl ic dc Ia 0" la 3° llll S(; 
I • II, ' a ria intprpolinli J" 'in p:\rtl prop ~' rti(Jnak , ckoarecc a ceasta ar dllce 
I I ill ·xilc tit flti. l'cntru a a fla loS'aritllllll Sill llsuiuL sau t Clllgcntei l1nut aselncne3. 
I Il; lti " , adllu ~, la logaritm111 lllllllrirull:i d e- ' c'cunde al ll lighil1lni numa rul S 

<I I l' C, H ' t""I)rN in t't logar itulll1 ra p"rtll lLii d iLitre s im, ,, ,~ i l1ng ili, r esp2cti 'r 
Iltn tn' l al l .£:" (, iltt~ !:'; llli .~hi. l'(' lltrll ac'.'a~ta S(' fulo ;o:;csc -rahl'lclc Iniei date. s ult 
1,1, lo- lc de logarillll i ai fLlu cti il n r llug hi llr i lol' de la O' Ia :: . T.'\c' cou!, in llU­

~11 U III ilt< S,:cu llu e all' 1IIlgltinlui ~i Illltlll'!'l ' lc S ::;i 1' . 
C,l. ':ii ill cazul caklllelQI" logaritBlicl' o hi) Iltllt(', ~ i ill cakulu l ell logaritnlii 

11 II I ~ Iil()r trigoT101l1l't ricl' :-;lnt cl :.." f c zdl ';at dOllrL prol1l t:: lllt·: afbrca loga ritnlul u t 
IH II/ 'i t rigO!lOl ll C' t ric(' a l111Ui u nS- lti dat ::- i aOa'~('a lll; l-! h i li lu i. ,cO r CSpll Jl z.1ter 

II I loga rjlm d<lt <11 II l1l' i {""q ii trigo nometri cc. 

Problema 1. 

I , t'lI I!,l /1. S:L S~ afle 19 ~i ll 1()' 1G'. S:' CHIli p~ p J.g ina care arc seri's ~ tlf.; 
. , l:Lr iII colo3. l1a din :-;tinga 26'; 1!J- Si:l se cite ) tc: SllS, ia r 1<1. intf'r5('c~~a 

I .lll llIf ·\ a c::-'stuia ell lill i ~ lui 2() ~ ~e g~t sC' )t(: logaritIl1u l C~tut3t: 15~297. ~ 

I ",·IIl/>I If . S:, S ~ af\ e Ig' ClH :14' 1 ,~'10". SJ calltr, p c plgillCL cart' are scris 
'1' , ia.r iil l' o lo :l1El din c1 n.:apr i!. 1;')': l~ CO~ se c itC'-:'lc jos, iar la inte rsect ia 

• II" 111(' i aC2st lli a. ell Iin ia l u i IS' g-;-I s illl IO;;:l r illllUI '1 ,76607.' C:IllEIIll in. mo" 

I tt IIl;d o L' I£: crn 5·1' 19' ~i grlsill1 1,7G59J. Lo~,1ritm ll \ cIl1(a t se a fl~t c lIprills 
ti l " .Ke) i logaritlll i. III co lo::tlla - d I" c itill1. 0.,1;), i ll tabe1ek 1'.1'., h inter­

11. 1 ,."I0 1W'i 0,1 ,~ en lilli ,L 10" citilll 5,7, dec i apro xint :tt i., G. Intrnc it d I" 
II' ~ 1 1l 1I 1l1 lllinn:':, iu:,e ill:H'a ztl c1 din IllJ.u tisJ. lO~:l ~-it nll!l tli. lu i j,P IS' sc sea. G . ~ ­
IIIU\ ,I i d ~ t) ;'C\i !lnl al eille' ilel ..·\ ~ :t(br Ill;:t ritl1lul e[;a: .lt cst(: 1, 76601. 

I'rob)e ma 2. 

( 11lI1 1. r ;:tg'H ihn :tl ,ht S~ g~l sc~ te i n t<l lx~ IC'. 

I 'f il l t' It. S"t '~ aflc x ~ liilld Crt I~\ g X = 1.l)037 l. L o,:;a ritll:l1l [i ind mai 
'It. li l'ci l n. 11lSe 1ll1H'aZrl er, ung-hilll (' s l o !lni m,e de -1 Y . Deci ~e cante. in 

10 11I 1. t1c)tat5. S ll ~ "lg tg'f; ~ ~~ g-(T~~·~te 3S:-t2'. 

( 11 11) 2. L0fP.ritll1'.l1 C~Llltat nu S~ afl<l in tal)~· ie . 

I ',· IIIPI " . S:i , 8 alle x ~ liiml c:, Ig co tg .c· = 1,7"18.". D20::t rcCc log::t riltnul 
1I"!(.t t i·r, u nghilll c's te m~i IlEl rE d ecit -15 ' . 

l d iml in t ,l k ' le S~ cl :dllc ~ Crt aC:'.,t lo;~ ri;.m e-sk c;lpr'li~ ia tre [73175 
\ ()5 , cIro ra k C'.)[";'spu ncl Llll ,:;hinr il c 61'-1 C) ' s i 6 l '.~ ')' . I n c(lloana - d I" 

O , ~ (l , I ntr(, 1, 7} IS5 ~i 1,73175 difere llta. est W. -n tabe1a P.P., itt 
S P O nl il 10, cilrnia ii corcspllllrJe i !l p r im:, colo:I:1 ;\ dill sting-a 

J • IJ ·,. i Il !lg lt illl dutat ('ste d e 61'39'10", 
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5. ANALIZA MATEMATICA 


5.1. Numerele reale 

Mul!imea llIuncrclor rulle1 constitui " 0 rnllltime R, illzestrn.tr, Cll doull 
operatii binn.rc. Ilotate ell + (ac!lInareaJ ~i . (inrnu1tirea), irnprcun[L cu 0 reo 
latic ~ (carc sc citc~te mai mic decit sau egal ClI), a 'flnd proprietiltile: 

1. (R, +) cste gr!lP . cOllllllaliv, adidL: 

1.1. "Ix. y, Z E R a'fern (x +- y) + Z = :~ + (y + z) . 
1.2. 30 E R. asHel incit "Ix E R a 'f ern x + 0 = 0 + x = x. 

1.3. Vx E R, 3x' E R, astfel incit .• -+ x' = x' + x = 0; x' 51' 1I11l11 e~te 
opusul I ui x ~i se noteazii. eu -x. 

I.i. "Ix, y E R avcm x + y = y + .1'. 

2. (R',') unde R' = R . to} estc gmp COlli lila/iv, aclid: 

2.1. "Ix. y, Z ER' uvem x(yz) = (xy) z. 

2.2. 31 E R', astfe! incit "Ix E R', a 'fern I· .¥ = x· I = x. 

2.3. 	 VXER·, 3X'ER' astfel incit .Y .r' ~: x'x = I; x' Sl' Ilum('~te in uerS~ 1 
I 

lui x ~i se noteazii. cu X-I sau ­
x 

2.i. "Ix, Y E R· uvern X)' = ) ' .1'. 

3. Adunarca ~i Inmu1tirca slnt compa/ibile intre elf', adidi. 

3.1. "Ix, y , Z E R a'fern x(y + z) = xy + x: 

3.2. "Ix, )1. Z E R avern (x + y) Z = xz + y z. 

1. Relatia ~ este 0 rela!ie de ordine lolalii compatibilrl Cll operatiile del 
adunare >;;i inrnu1tire: 

i.1. VXER, avcrn x ·~x 

i .2. "Ix, Y E R, x ~ Y ~i )' ~ x implica x = y 


'1.3. "Ix, y, zER, x ~ Y ~i Y ~ Z irnplica x ~ z 


'1.1. "Ix, Y E R av(:m x ~ y sau y ~ x 


'1.5. "Ix. y E R ~i x ~ y a'fern x + Z ~ Y + z. Vz E R 


'1 .6. "Ix, Y E R ~i x ~ y a'lcrn xz ~ yr, Vz ~ O. 


1) Xumelele reale pot fi introduse ~i Cll ajutorul tdielll,i!oT In multimea numerclor rat iona. le 
,Delle/untl), al ~i,u'iloT /undamcn lale de "lIImcre ,alionale (Canto,) ~i atjrac/iiloT :~ciJnale i"ji1lf1, 
(Weierstrass), ou nurnai pe cale axiomatic;i. 
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5. 	 (R +,', ";) sat isface axioma lui A rhimcde : 

Vx E R, Vy E R; )' > 0 , 311 EN astfel ill cit lIy > x. 


U. Oricare a r fi (a,JII~ 1 un ~ir d e llUI11('re 1"(:3.1e c rC"$dito r ~i (bn)"~l un ~i :, 

de nu n'lc rc rcale dCSCfcsci tor, pcntrn care au ~ bill. VJl,J11 ;?: 1 ~i bn - an --+ 0 
(t tU! lc i ('xista Ull s ingHr 1l1111lar GE R. ast fel incit an :s; C ~ b lp 'tin ;:: 1. 

ObUTt'fl !ia I. A ~: i omdc d e 1')' 1-3 ne a raL:i ca (R. +,.) cste un corp cOlTIu t;]t i\' . 

Axiolllcle -1 . 1--1.-1 Ill' aratrl c:J. rel;ltia ,,; estc 0 fclatie de ordine t olalll. 
ia r ce lc de b -1.5--1.6 ca r('latia ,,; ("slc compat ihilfl en structura de corp, 
a lui R. 

Obscrv~/ia 2. In locul ax iomclor 5-G se pon te lu;). axioma 

Y. Orie" tnll1tin!c IIC'"1idii Ec R maj oratil (i.c.1) 3b E R, astfel incit 'Ix E E 
a '!t.'m x:s; b) poseda lllargine supcrioadl. 

Obsovn /lfJ J. Rf'7.tllt;.i. ast fd cit (R , + "'~ ) cstc un corp ordmral conliUlm a,.himl dian (sau co",Pl~' 
ordollatj . 

5.1.1 	 Subm,ul!im.i ale lui R 

N = {O, 1,2,3, 'I, ... }, N* = N\{O} 


z = { ... , -3, -2, -1,0,1,2, J, ...}; z* = Z\{O}. 


Q = {~ Im E Z, "E N*} ; Q* = Q\{O} 

R* = RHO}; R~ = {x E R Ix > O} 

5.1.2 	 Propn:etiifi ale llumerelor reale, deduse din 
axt"ome 

1. Vx , y, ;: E R ~ i x + :; = )' + :; a·/cm x = y . 

22. 	 Vx,YE R a VC In - (x+y)= -x + (-y) -,~-)'. 

3. VXER a·len! -(-x) = x. 


'I. Va.. bE R ecuatia a + x = bare sollltia llllicil. x = b - a E R. 


5. 	 Vx, y, :; ER a"lcm (x + y) - 1: = x + (y - ;:) ~i x·- (y + .0) 
= (x -y)-::. 

6. 	 Vx, y. :; ER :: t- 0 ~i xz ~ )'z a '/ em x = y. 

7. 	 Vx,yER avem x ( -y) = (-x)y = -xy ~i (-x)(-y) = xy. 

8. 	 Vx, y, Z E Rave-In x(y - z) = xy - x • . 

9. 	 Vx E R avem X' 0 = O· x = O. 

103. Vx E R* avern (X-1)-1 = x. 

I) i.e. este prcscurtarea t'_xpresid ]atinc~ti .. id est", care I e traduce prin "adic~u, "aceasta tn­
RamnJ. .. . 

2) V~J JER , num:1rul *' + (- y) se num('~te dijcrt'Hla nume.rclor x ~i y ~i se noteaz~ .t' - y: 

'J V", )' eR ~i)' + 0, num~rul x. (f) 5e nume~te cilul Implr\irii lui x la :y ~i se no-

t~azl y." 

343 

http:1"(:3.1e


11. 	 \Ix, ),ER* a',cm (.1')'tl = 

xY 


b 
12. 	 Va,bER CII ai'O, ('cuatia ax=b arc solutia unica :\:=- H. 

a 

13. 	 Vx, Y E R, ~i xy = 0 avcm x = 0 sau )' = O. 

a b ad ..!.. be ({ /1 
14. 	 Va, b. e, dEn, c i' 0, d i' U --;- -=--­

e II cd 


'ab a b ad - be 
respect i,. -

cd d cd 


a 


ad

15. Va E R ~i b, c, dE R* a 'lcm 


b be 


d 

16. Vx,), E R avem x .;; )' -= - )'.;; - x; 	x ;;. 0 -= -- x .;; O. 

17. Vx, )', z, t E R, x .;; Y ~i z.;; t rczulta x + z .;; )' + t. 
18. \Ix,), E R, \lz .;; 0 ~i x .;; )' rezulU .n ;;. yz. 

19. VX,YER, x> 0 ~i Y < 0 rezult5. X)' < O. 

20. Vo>:.)' E R, .¥ < 0 ~i )' < 0 rczulti'i. xy> O. 

21. x,Y, Z, tER+, .'l:;;'y~iz;;.t,xz;;.)'t. 

22. Vx E R*, :1'2> O. 

23. 	 V:>: E R~ a ',em x> 0 -= ~ > 0; :-: < 0 -= -.!. < 0 

x .'l: 


1 1 
2'1. 'Ix, Y E R:, X~>'¢:>- :::;­

Y x 


25. Vx, )' E R .;;i x < )', 3r E Q~i P E R\ Q, astfel incit;; < ,. < )' ~i x · ;'l 

26. lIlultimea numcrelor reale nn cste llumarahilii. 

27. Orice ~ir fundam ental de 	numere [{'ale este COll'/crgent ~i recil" ' " 

28. Fie a E R+ ~i 11 EN, n;;' 2. Atunei riidiieina de ordinlll II a 111 
ex istii ~i este uniea. 

5.1.3. Dreapta zncheiatCi 

1. Nl1mcrele rcalc pot fi puse in corespondenta DIJcctivii ell punel " l, "" 
drcpte pe care au fost alese un punet origine 0, un sens pozi.ti·, ~i 0 1:1111 .11' ,I 
m~sur5. pentru lungimi. Din aeeastll ratiune, multimea R se identifi c!\. 11 111' I 

eu drcapta eonsiderata, numind-o dreap/a reald, iar numcrelc rcalt· ,; c: id llli. 
fie::' eu punetele aecstei drcJ.'t~ . 



" Fie -co ~i ~co d Oll,t s illlboluri, Xolarn R: = R U {-'Xl} U {-;-. oc}, 

I , I.,!.a de orcline ~;t lui R sc ('xtinde la R puoind -00 < x < -,- co, Vx E R. 
J ' , J ill 1;-, CrL (R, ~) estC' lotal ordonata. 

,1 111(i ll 'l' <t R ~;c llt:;ll('~tc dreapta campietata sall drear/a 11Ich(iata, 

t;.~ (n'a /jj. } 'L.: R nu ~c PI..' l int:-oducc structl:ri algchrice. 

5, i .4. !lI!c/"ualc mt111CnCe 

I. Fie a E H, bE R ~i (! < b, ~.!ultimik urm~lI(lare sint int(,l"Jale mrLrginitc 
I i, illi H: 

\"'/") = {x I a < x < b} (intcf'lal cleschis), 

'I.U] {" I a ~ x ~ f, } (intcnal bchis; COill /'Gct). 

' oI,b) {x I a ~ x < b} (illtenal illChis la stinga ~i c!cschis la drea"b), 

(,L,i)J = {x I a < ~ o} (i n ten;Ll c1 eschis in S:i i!S<l ~ i i :::ll!s in drcJ.pla)." 

Fi(~ a E R. :\I111tilnile urLnatoare s!nt i Il ter"'ale l1(nl~irginitc ale li..li R: 

,7 , -+- 00) {x I x> a} (semidrcaptii desch i5~l la stinga). 

(,r , +co ) {x I x ~ a} (Jemicl reaptfL inchi::::;1 la stin;:;a). 

( -ce, a) 	= {x: x < ~} (scmidreapU (!l'schi ~rL Ia clreapta), 

(-'Y.;, a] = {x I x < a} (scmidreapta inch is;, la drcapta), 

Ohur:' :ljit. Xllf,"!corC'lc a. b, - 00, + co se nurr.csc capclf!c jlllrn'aldc7 Tlstcctit'(J. Dadi 1 t.~ te 
n,t 'r\', tl . 11 aXt' j reak , a!unci int ervalu! obtinu t din J rr:n inl;:iturJ.n.:a c3petelor acestui') se 

, tU P , 11.: tJl:~' i r rHI lui 1 ~i sc notca:~ eu 1. 

S.1.5. 	VeCi1Uitatc. Punct de acumulare 

IJrfi lli!ii, I, So "wnc~te veciHdtate a lui a E R, or;ce 11llti{ime VcR, care 
/ IIIIC ttn interval deschis, care cOH/ine pe a. 

Sc ' numc;;te vecinatate a ilti -co orice multime V_~cR care contine 0 

" '"Ircaptll. deschisll. la dreapta (-co, a), eu a E R. 
st· numc~te veci"iita't~ a lui + co oriee multime V+",cR care c Intinc 0 

1I " drcapta desehisl\ la stinga (a, +co), eu aER. ' 
" Fic Ii c R 0 multime. Un punet Xo E R se numc~tc PZtllct de acztlllulm'e 

d '" lIltimii E, dacll. oricare ar fi V 0 vecinatate a lui Xo a'/ern V nE\ {xo} '# 0. 
1111 ! imca punctelor de acumulare ale lui E se noteaza cU E' ~i sc I\urne~te 

/. ,dlimca 	 dcrivata a lui E. 
'I n punet XoE R se nume~te PUllct de ae.",wia ..t la drcapta (respectiv ]a 

f'"!';< l ) allui E, dae5. oricare arfi V 0 veeinatale a lui Xo a',em 1'0- nF\ {xo} '# 0 
\1' I'" ti'l F- nE\ {xo} '# 0), unde v+ = V n [.1'0' +co) (respectiv v- = 

I 00 , ;ro] n V) este 0 semi'leeinatate la dreapta a lui Xo (r"spldi" 0 ~emi'le­
I III,d ,ltc la ~ti nga a lui xo). 

\ llllt imea punch·lor C:e acumul;:rc la drC'ap ta ale llli E sf' poteadl eu E'd 
I I tl,"ltimea punctelor de acumulare b stinga ale lui E se noteaza eu Ii'S. 

f '''sc I''Ii-lm ca E' = E's UEd. ~i etl E's nE'd. poate Ii .,iJ;L, 

J"t orcm(l. 	 I) "'oEE'= 3·'t'nEI:.'\{xo}. xn--> "'0; 

2) x o EE"'=3x n EE, xn < xc' xn--> ;\'0; 


3) .1'o EIi,d.=3xn EE, xn> .1'o,Xn--> ,1'n ' 


( Jl'.' l'T:·a/j~. tn mod analog se poa te d efini no~iun('a de PUllet Jc acumulJrc allui E inR. 
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5.1.6. l11ul!£Jni mal'gi1'lite ale lui R. Jlarginc 
superioard. 111argine injer£oartl 

Dejinilic. !1lTd/imea lIwidii E c R se ll1/me~lc majuralii sau m iilgilll lfl 
wperior dacci 3b E R astje! inci! 'Ix E E avon x ~ b. :\uI1l(lrnl b >;c Jlll"""I I, 
m"jo1'{l1It pentru k.'. 

Dadi bEE spunem c.a E are un cel ma; mare d emenl, anumc pe b; ". "" 
t eadL b = max E. 

Analog, mllltimea E c R se numc~te minorala sau miirginila ill/aim' d." . 
3" E R, a.~ tfe l incit 'Ix E E avern a ~ x. Nllmarlll a se nLlme~te milloralll pell l I'll , . 

Dadi a E E, spuncl1l di. E are un eel mai mic clement, allUl1le pc 1I; · .f 

notcazil. a = min E . 

Exempt". Pentru E = [ I, 3], min E = 1 ~i max E = 3. Intervalel d e,;chj·. ,· 
ale lui R nu posed a. min ~i max. 

D,:jil·li!ie. Fie E eRa mit/time llevidii care admite minorall{-i. So 1I1111" ',, /r 
margillca injerioal'ii* a lui E sall illJimw/lHl lui E ~i .Ie lloleazii inC E eel 11/ , /1 

mal'e tIIl/lOraHt at lui E. 

DejiHifie. Fie E c R 0 mlll!ime /levidii, care ad1llite majoran!i. S e IIlllnl '~I 
margillea superioarii a Illi E salt sltprennllllllllu-i E ~i se n oleaza sup E eel IIIlI; 

mic majorallt al l"i E. 

Exemplu . Pentru E = {3 + ~} a 'tem inC E = 3~i sup E = ~; 
H n~l 

inf R = - 00. 

5.2. Inegalitclti remarcabile 
1. Forme ale illegalilii!ii lu i Bernoulli: 

(1) (l+a)n;;.I+Ha, VaER, a;;' -I, VI/EN. 

~) (I + a)" ;;. 1 + <1a, Va E R, a ;;. -I, '1<1 E R, <1 ;;. I. 

y) (I + all (1 + ( 2 ) ... (1 + an) ;;. 1 + a l + "2 + ... + an' Va!, a2 , ... , an E n. 
a.!, G 2 , ... , an ;;. - I, toate aceste numere avind acela~i semn. 

2. lnegalitalea lui Cauchy: 

Vai, bi E R. 

Inegalitatea devine egalitate pentru ai = ).b'i, ), E R, i = I, n. 

3. hlegalili1file lui Minkovski: 

0) in! E estc earaeterizat de urmMoarele doua proprietAli: 
t) VlleE avem inC E ~ x; 
2) V' > 0, 3yeE, as tie I ineit y < t + in! E, 

iar sup E de propriet"lile 
11) \lzEE, avem x ~ sup E 
2') 'It> 0, 3yeE, astfel incit sup E - £ < y; 
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) (,8.. (al . bi )l' )P <0; ("8"~ \)P+ ("SII;1 )" , 

1( ,. ) " (" )1> (n )P y) lE (al + b;)1 ;;. E"f +,Ebf.' "lb;,EII+ , 0 <1' < I. 
.. l = l \,_1 \r - l 

I 


~) [ (a , -:- btl ((Ie -;. be) ... (((Il + b,,)]" ~ (a,lI, ... ",,)" -: (/.I,", ... b,,)-, 


Vai,biER t- , i = 1,,1. 


-I. IIll'galiUltile m ccliilor: 


_____1_'_____ <: V';:a, ... all <0; (11 + C1:!, + -,- -f (Iff. 


I 	 11 ... + ­+ 
a" 

" "i. i = I, II I1I1I1lCW rcale st ri c t pozili'lt,. ill l'ga lilrqile d''',in egalililti dacll 
, 1I11fllai daca u --:;: C1;! = , .. = (I".t 

I JI \ k I JI
(5. -Eai ) <o;-Ea~" VkEN,II > I, V"j E H~, i I,ll, egali tatea. 
\ II i = 1 Jl t'-= l 

Are Jnc daca ~i nunlai claC[l (/1 ',':: I..I~ = ._, = a", 

ro. Ill cgalilalca lui HOlder !,cntl'lI slime fillile: 

el) t ! ajbll <: (t I ai IP)P(t i bi III r 
1= 1 1-= 1 1-1 J 

P < 00, iar q se deduce din ~ + ~ I. 

P q 


I I . ."I/ E R· ~i 0 < P .< I, iar q sc deduce din 	 - + - = I. illt'gahtatea se 
p q 

\, l ll d"rma in egalilale pcntru I ai I» = ;,1 bi Ill, ;, E f{+ , i = !:-;-1 . 

7. Ill cgali/£1/ca lui Ccbi"ev: dacil (£1A;) 1<0; k <0;,. ('st" \.In ~ir finit de nlltTIere pozi. 

\111' 1~'OllOton crcsc[llor, iar (bk)I<O;k<O;" cstc lin ~ir finit de numere poziti'le 
I1,,,,,o lon desercse[ltor. alullei a'fCl11 

• II' p l i" (acind cazul in care £1 1 = £1. = ... = (I" sau = b bIll cindb1 a
l'lI'J;a lilat .. a devine egalitatc. 

347 



Dad. ambcle ~ iruri sint san mono ton cre,;cii lo,l.rC san 1110 110 to II d escr('sc[L ­
toarc simultan . atlltlci a-fCIll 

11. Fie intervalul compact [a. b) c R. cu 0 < a < b ~i x.. x~ . .... ~'". 11 

pUJlcte din aces t inter·1U1. Atlll1ci a '/l'lIl 

I 1 1 I» (a + b)2 • 
(xl + x2 + ... + xn) - + - + - + ... + -:- ~ ---IZ-.( x. -"2 -"3 x" 'lab 

1') at a .) Q"l an . • . -I­.. _, - T ....:. + - + ... + - ;;. II. Val E R+. J = .11. 

as ;'. a3 a~ a1 


13. ~a~ + a~ + ... + a~ < 1011 + I a2 1+ ... + I a" I. 'Val' .... an E R 

14. .jalb. + .ja2b2 -;.. ... + .janbn ~ .jal + ... ;- a,,' "fbI +... -;..bll • ai. bi e 
ER+. i = G. 

71z11 ') (II + 1)211
15. < h + _II ;- ... + 1111 < . ,,> O. 11 ;;. 1 (Arhin:£de). 

2. 2 


1 1 1 1 

16. - + - + - + ... + - < 2. 11 ;;. 1. 

3212 22 11" 

1 1 1 1 1 
17 ' - + - + - + ... + - < 1 - -, IL ~ 2. 

3222 4!.~~ 1l~ n 

r 1 1 J­
IS. ,,11 < 1 + J- + .. , + ,_ < 2 'V n ;- 1 - 2. 11 > 1. 


,,2 
 "II 
1 3 211 - 1 

19. '2' -:J ... z;;- < -.j'7"2"',"'/"'+=-' 71;;' 1. 

20 . 2..!... ..... -411 - 1 < If 3 11;;' 1. 

j 9 111 + 1 V in + 3 


1 1 3 271 - 1 1 
21. 2 .J~ < '2' '4 ... ~ < .j21~ • " ;;. 1. 
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211 - 1.' o:s;; - ---, II;?> 1. 
211 ,J311 -,' 

2 '. 11.,.1 1 _',_ I . , 1- - J, v"-' ._ \ Jl, Jl;':; • 

Il ~.3. 20. V';:! > 11 ;:: J. 

" (11 ­ 1) 

11 ;?> 1. 28. Jl! . ::: 2 - 2- - II ;?> 3. 

\la, b E H~. , II ~ I. 

I: .('galilalc(I dc,·til"_· <'gali!at(' c!;tc:i " = b. 

Cal.~'r i rarliclllare importallle: 

4 [(13 -:- b::) ;?> (a -;- b) 3, \la , b E H~. 

S(a l 	 . •. b l ) ~ (a - W, \la, b E R~.. 

33, (l~ -;- b~ + c'! ;?> "b -'- be + ca, Va, b, C E R. 11lv!:)alita!ca de'/inc <,gGl i ­
iatl' C!;tC;l ~i 1I111l1ai dad't a = b = e , 

J-- ­
3-1, a -;. b ~ 2 ,,,<lb, Va,b E R" a ;;;,. 0, b ;?> O. 

35. 	 -
a + -b 

;?> 2, \la, bE R, ab> O. 

b a 


36. 	 a + -I ;?> 2, Va E R~. 

a 


(a -	 b)~ a -;- b 1- (a - W
37, ._.- <: -- - 'vab < - -- , Va, b E R, II> b> 


Sa 2 b 


a33S. -i- b3 -;- e3 > 3abe, Va,b,eE R:; a '" b,b '" c, c i' a, 

I <I + bl I a I'" I b l 
3Y. 	 -'---'---'-- o:s;; - + - , Va,bER. 


1 -i- I a T b I 1 ·t- I a I 1 -:- I b I 


':II. J(a -\- c) (b -;- d) ~ Jib -;- ,Jed, Va, b, e, dE R:. 

':12. -\Y (a -i- d) (b -:- c) (c :,- f) ;?> Vabc -:- -\Ydej, Va, b, ... ,j E R~. 
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5.3. Siruri de numere reale, 

Noliul/ca de ,~i/'. Si: I/lIlIle,<le ~ir ,Ie mmlcre reale 0 aplicafie fa mul!imii N In R. 
Dacii an = f(II). V" E N, at unci ~irlll f sc scrie (lin) ";;;'0' (lin)" E N' (II,,) sau 110,1/1' 112, 

.... an• .. . ; an SC nUlllc~te /ennel/t11 gencral al ~iruilli f . 

In locul lui N Sl' poate lua N°. in care caz ~irul f se scrit' (an),,;;;'I' (a,,)" EN•• 

(a,,) sall a l • a2 • a3 • •••• an . ... 

Exemptc de ~i,.uri: I) I. 
2 11 

2) 2. 2. 2 •...• 2, ... (un ~ir constant) 

3) -1. - ~ •. ... (-I)"~ •... 
2 3 II 

:;iir fill it. 0 aplicatie fa llIulti11lii {I. 2.3, ... , n} in mllitinwa R se nume~te 
~ir fillit (de nllll1ere rea1e) ~i se noteazii (ak)k_G sau aI' a2 • . • •• an' 

No!ilmea de sllb~ir, Dac>t a .. a2 , •••• a" . ... este un ~ir ~i hI' k2 • .... k", ... un 
~ir de nul11crc Ilaturale strict crcscrttor. atunci ~irul (akn),,;;;'1 se numc~te 

sub~ir al ~irului initial. 

.'iiruri ClI lillli/ii. Un ~ir nume ric (a")":>-I se nume~te C1£ Zimila in R. t1ad~ 

3a eR, cu proprictatea crt arice vcciniitat:a lui a contine toti termenii 5irului. 
incepind de la UII anumit rang inainlc. Scriem lim an = a. lim an = a sau a,,~a 

n~+oo 

pentru ,,~ + GO . 

•'iiTuri cOllvC/'gC/l/e, l:1I ('ir (an),,;;;. 1 care arc limita liE R se nUl1lc~te con­

vergellt in R. 
1. Un ~ir (an),,;;;. 1 cowferge crltre a· e R <0> "Ie> 0 31/. e N. asUel ineit 

VII 	 ;;,: ". avclll I a" - a I ~ €:. 


II -!- I 

Exemplll , !;lind en t('[menul general an = ---. 11;;;' 1. arc Iimita 0·= - • 

21l 2 
2. Un ~ir (11,,),,:>-1 arc limita. + GO (respecti'! -00) <0> Vc> 0 311, E N, a~a 

fel ineit "Ill ;;;. lie sir a'lcm a" ;;,: C (rcspccti 'f lin ~ - c) . 

•'iiruri divergwle. Un ~ir care nu este convergent sc J1ume~tc di vergen t. 

~iYllri margill'I". !;lirul (a"),,:>-I estc lIIargill;/ daclt ~i ullmai daeii 3M> O. 
astfd incit . VII E N. sa a'fem I;n I ~ 111. 

Exempill. ~irul a". = (-I)', II = J, 2, ... estc miirginit de I. ciici I an I 
= 1. VI! e N°, 

.'iiruri crescoloare. ,)iruri descl·csc,i/oarc . !;lirul (a"),,;;':1 cstc crescdlor (respect i'! 

descrescii/ar) dac[t VII eN a.·.fcm an ~ a'nH (rcspecti 'f an ;;;. anH)' ~irurile Cres­
dltoarc ~i ~inll'i1e descrescatoarc sc numesc ~irllTi 1II 0 llO/Olle. 

ExemplI/.. $irlll definit a~tfel a l = /i. an = ./2 + 11".1, It ;;,: 2. cste sl-r ic! 
cresciiloT. 

,5ir fllllliam clI/aZ sau ,~ir Cauchy. en ~ir (an),,:>-I d e nUlIlere realc se nume~te 

~ir flwdamwlal sau Cauchy dacii V~ > 0 existii.";'I; E N asHel im:it "1m, It ;;,: n. 
sa avem I am - a" I < e, 

Notiunea de ~ir fundamental ~i eea de ~ir cou'fergcnt de numere reale slnt 
echi'm!cntc, 
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5.3.1. 	 TeorelJlc fltlldamcntalc awpm §imrilor 

mt1l1erice 


1. Oricc ~ir con°J(:rgcu t de llul1H.:'re cste In[irgillit. 

2. (Criteria l majon/l i i). Dad a E R, iar (({// )n:::' 1 ~i (Ct.,,),,>-! sillt doun ~iruri 

care au p roprictatca . VII ;;. 1, I an - a I ~ CI.·n ~i Zn -+ 0, ;tullci an -+ a. 
1 1 

E xempZ". Pcntru ~irul ClI termenul general II" = sin - a'lCl11 I an - °I~-
n n 

1 
~i, cum 	- --+ 0, rezulU; an --+ 0. 

3. T rccerea la l imilii ill illegalilc1!i . Fie (({n) ,,:::.1 ~i (bn),,;;.1 doui:i ~iruri 

cu limiHi pClltru care an ~ bn, "Ill ;;. "O, .\tUll ci ];;11 ({n ~ lim bn.. 
Ji - )o W Jr--':/] 

4. Fie (an)";;. 1 ~i (b ,l ),,;;.! doua ~iruri astfel incit an ~ bn , "In ;;. "n' Dad\ 
lim a,l, = +00 (rc~pecli 'l lim b,. = -00), atullei lill1 b ,l = + 00 (respectiV' 

"-)-00 

lilll £1// = -00) . 
rI-)' 00 

5. Daca ~irul de numcre strict poziti1(' (an)//:::'1 este C!'cscftlOr ~i IIcmi:irginit, 
. 1 r 

atlillci - -> 0. 
an 

E xempill. ~irul Cli (crmenul gl'lIewl an = ..;.. 2" fiilld crcscator ~i nemar­
1

gillil, ~irul cu tcnnl'ulll general - -- --+ 0, 
. 1 + 211. 

0. Daci:i a E R iar :;;inll ((/,.),,:>-1 cOll'lcrge l:ftln: a, atunci ~irul (I an 1)";;'1 
cClll'lc rge d 'tlrc 1a I· ~ 

7. Dad i 	 ~inll (I an· 1) ";;'1 cOII'lergC' c[ttrc 0, atunei an -+ 0. 
it (Tl'o rem a de cOllvagclI!,t a :,irurilor 1I1 0 1l 0 10ile). Oricl' ~ir 1110llolon ~i 

mitrginit ('s tc cOll'/crgcllt (IVeicrslra.l' s). 

Exempl". )irul defillit a~tfl'l at ../i, an ,= {!. + "n-I, II;;' 2 cstc 
strid c rcscator ~i mi:irgillit. El are lillliia a ,= 2. 

9. Lem a 	 lui Cesaro. Oriel' ~ir mii.rginit continc lin suh~ir convergellt. 

10. Fi,· ("n),,:>-I' Ull ~ir cOll"lergent ast[e! illcit I (/TI !~ 1\1, "In ~ 110 ; atullei 
I lim (In 1 ~ M. ~ 
...... 00 

11) Tcorcma. "cle~tcl!{i". 1) Dad ~irllfilt' (a"},,;'1 ~i (bll),,:::'1 indeplincs<.. 

conditiile i) al ~ a 2 :%; ... ~ an ~ .. , ~ bn. ~ ... ~ b"}. ~ hI; ii) bra - a,,-+ 0. 

atunci lim (/11 = lim bn · 
~, -c.o 'J 4':C 

Exemptc. 1. ~irurile (an ) 11;'0 ~i (b n).. ;;;'0 sint dl'fillite astfel: 

((0 E R, 	 bo E R, °< a o < bo 

a o + bo /_. ­
a1 = ~' b1 = \ "ob" , 


Gn-l + bTl-I 
an = 

351 



indeplinesc conditiilc din teorema precedent! ~i au una ~i aceea~i limit1L (GIll/ 55), 
mafia ari!metico-seon:et"ica a numerelor a o ~i boo 

2. ~irurilc (an),,):: 0 ~i (bn)n:?-O definite a'sHel 

0 0 -I- bo _. a1 -:- 2bo • 
at =---. b1----' 

2 3 

2 

_. an_1 -i- 2bn_
bn -

1 

3 

ill<Jcplincsc cO J:d;pile i) ~ i ii) (bll - an = bo - ao) ~i au, 
6" . 

dcei, aeeea~i limil5.. 

2) Daea a E n, ioJ.[ (:£,,) .. ;;:'1' (a")n;::-.! ~i (~")")::1 sint trei ~irl!ri pcnt rLI 

care :x"<S;",, <S; ~'" 'rIH)::l/oE N. ~i lim an = a = lim ~". atunei ~i lim a" = a . 
"->00 11-+cr.> n-+OO 

ExemplI!. A '/cm c'/i(\C' nt n .s; ,_ 1 _ -c' -i- ... + 1 .s; 
.)1/" -;- H ,'II" T 1 './II~ -;- 2 .),," + " .... 

an (In 

---­
CU111 ~n, ~Il -+ 1, r(,l lllt~i an ---40 1. 

;3" 
12) Fie (an),,):: 1 un ~ir el1 lilllita a E R. Atullci ~irul mcdiilor aritm ct iee 

al+a'-'- . .. ~a,,) .>11 
( 

bn = - u . ' • cd al mediilor geometriee (gn = Ya l . . . an . a 2 

1/ak> O. 'rIk E ;11*) ~i ~irl11 mcdiilor armoniee (lIn = I , 1 ) • 
- T ... +­
a l a" 

Vk E N°) au aceea~i limitil. a. 

13) ~irul (qn)n)::t este con'/e rgcnt dacil. ~i numai dadi. -1 < q~ 1. 

14) Lema lui Cesaro-Slolz. Fie (an),,)::! ~i (bnl";;;'l dona ~irl1ri de numere 
eu proprietatile 

1) 0 < bl < b2 ... < bn < ... . lim b" = + OC 
n~ 'l.) 

an+l - an 
= 1E R. 

Atunei lim ~ = t . 
.. ~co b" 

15) Fie (an) .. ;;;.t ~i (bnl,,)::! doua. ~iruri con·/crgcnte. },tulld 

i) lim (a;\ ± b,,) = lim an == lim b". 
u-> :0 

ii) lim (a"b,,) = lim (an) . lim (b n). 



iii ) li m ( ::.:) = ..]i : ~~ a'l, d ac[L "tl! ;;. I, b,,'f 0 ~i li1:1 b" " O. 
1I -~U.; • n lill1 h,,, 

I! .... ~ 

li mb" 

i'; ) in (an)o.. / = (li m anf"'!:' , c1a c ~L li m (I" > (J si 'if II ;;. t, an :> O. 

1(~ Hc/nJta te1c cit' Ja 1.'5 ) sc (' x(i w l ~ i la ~irtl r iJI' e ll 1;n it ;l, d ac ;t [ae r m C(lll­
'/cntiik: 

I) a -:. ( ": :o) . ~ ( " :0 ) + a " ,' - (-Xl) = - (-::I)) i <I a·: 00 = 
= 00 -: (' ~ 00, 'Va e: R. 

2) H - (+ 00 ) = (-00) -:- a =. (/ + (-.x» = II - ,:;C , .. -:0 a .. ~ -co 
"ta E R. 

3) (+ (.(. ) -: (-: - :0) = ( + ::':J) --f ( - :;c) =- -1 .x> -: -:.0 ' : :0 

~) (- x ) -: (- x,) ~- (-:1.:) - ( : x,) ~ - ~o - :;c -- - 'i.J. 

5) (l' (--; 00) = (+00) ' a =~ ::: 00 <illpa cnl11 (/ :- U S;"\ll a. <: 0, 

() <1{ -.:..: ) ~ ( - x) , a ==:= .:.0, dnp;' CIlIll a :> 0 sau !I -:: 0, 

7) l : Ie)' (: :.cl = ( - 00) ' (-x) ,-~ : ::I). 

8) (+ 00) ( -::c ) = (-:0) ( : -:(0) O~ -:/.J, 

!J) _ 0 _ = 0, 'illER. 
:::~ 

::: w10) ~= :"::' :1:) , au T :.c, d npit cum a> 0 S:1.n a < 0 
II 

I! ) (:..:: ce )" = (.:: 1)1/ , ::I), n E ~ '. 

12) a 00 = :- ::1), dad, a> I ~ i <1 ,7> = U claca O < a < I, 

00 11H) = ~(), "fa -. 0; 00" =, 0, "ta < U, 

15) , '0 = 0 ; ( .,. ccr'" =" + :1:) ; (+ .:.0)-:0 = U, 

::!~I + l 

1(.) \ /(+ 00) = '-j :l:); .j( - 00) = -00, 


11) ]nga ( ·'- ::;::l) = -! 00 ; 1 ()~"n = - XJ, clad a> l. 


o :xJ 

li) Si llll ;olur i! 'J - , - - t 
 00 -:;tJ, U' 00, 00°, 0° ~i 1Xl nu an scr.s (!m 

U 00 

au iJ tdes} . 

~J - Tabele ~i fG~::1:1~ ; :-'U1tC:nElt!~e - c. 1/,313 



b - a '\..!!..... 	 ( b - a')
JIS) l.imita I a ~irllilli cu tnnl l'nul g"ncrJ.I a" = - n-- l....;J a -i- /.:-,-,­

k = 1 

ulldc f: [a, bJ --> R, f fll llct ic contillll :i, l'ste I = ~ b f(x ) d .~ . 
~a 

5.3.2. $irteri J'emarcabile 

1) .~intl {IIi Fibollacc i , (11 = 1, a~ =, 1, a" = an - -+- a,, _ ~ , JI ~ 3, care areI 
tl'rml'lllli ge lleral 

::;i pentp' 	care avem 'J 

»,- . I -:- ./3(In+l
lim va" = 11111 .--- = - - - mW1arll{ "de aliT )" 
"~ OO 11 _ ~ an 2 

2) ~irul care aproximeazu pe ..r;, a> 0 (HeroJl), eu t e rmcn ll l SCllcra l 

an+! = ~ It;;' I, (11 ) 0 fiind un numilr rcal dat.[an + ..!:..],
2 an 

3) ~irul cu termenul general 

0"+1 = _pi [(p _ 1) "n + ~], II ~ I , a > 0, a E R, > 0, a~ E R, P co ~.;a l 
a~-l 

l' 
:/' ~ 2 care este cOJ\'ie rgc nt c[ltrc' /;; (Scu:IOI/) . r 

1) .);1111 Illi Traiall La[oscu, ;1:I lnd It:nnenul g(,J:l:ral 

"+ 1 	 1II 

an = ,/l~~! - ,/-;;;, ~i lim a,. ~~ -- • 
II ...... YJ 	 C 

5) .)irul care are drept limilii Hlmlarlll e 

an = (1 + ~)"; lim I1n = C = 2,71828182S'I... 
" n --+ JJ 

6) ~irul care arc drept lirnit1!. constallia y a {IIi Elller 

(III = 1 +	 -
1 + -I + .. . +- -In 11: lim an= Y= 0,5772156619" . 
2 3 1I "-- ,, 

7) ~irul cu termenul general 

I . ' 
e.~ = - (a o + qal + ... +C~an)

211 

care are Iirnita a, dadi. ~irul convergent de numerc (an) .. ~o are Iimita a (Euler) 

3154 



5.3.3. Limite jlmdanzentale de ~ir2tri 

· I 11I ) 11m - = 0; lim ~ = O. 

" 2) lim .j:;;. = I. 
Il-+ Y) 

" n
,)! lim ..j-; ~, I, Va > 0; lim l/(.j-; - 1) = In a, a> 0. 

In 11 lnPn 
-i) lim -- -- 0; lim -- = 0, a E R, a > 0, pEN. 

n-?'X;I n 1Z -I"J) 1l a 

an 

5) lim = 0, \la E R 


u .... ::.") 11! 


~ {a. dad i a I < I, peR+
0) lim ;z"a" = 


,,~ -'" -1- CXJ, daca (/ > I, PE R+ 


7) li'll _'_1_ = e. 
11-- Zl \Y;! 

S) lim II" = {CXJ. pcntru a > I, p E R+ 


II __ CO 1/1' O. pcn tru Ia I ~ I, Pe R~. 


I
1+ -+ ... + 

2 n9) lim I. 

,, __ CO In n 


( 
1 )±II10) lim 1 ± - = e 


"-+co n 


II) lim e(I ± l'n)):!:~ = 
x .. --.o 
X/I> O 

1 ):!: J'.•12) lim 1 :1: - = e
(YII-:/] )'11 

"/1 ;. 0 ­

I Vp EN­U) lim 
II P t l " . :G 1'+1 



P 
13) II'm ( II' -[- 2 -;- ••• + III' ") 1 .., 	 - p " 1 =;-' VpeN*

'1-)00 "P -4-_ 

Ao 
-, pcntru p = qeN ; EQ T- 0 
Bo 

·-lo 
-;- 00, pcntru 	- > I, p > q, 

Eo 

04 0 .. 
- Xl, pentru- .< ", j1 > q, 

Ro 
0, pentru p < q . 

(
.., 	 " 

Hi) lim .::.... ~ . .~)2. __1____ .::. ("'allis). 

,. ..... <:0 1 -4 2n - 1 211 -;- 1 2 


5.3.4. .,')ineri reCU1'Cizte linial'e 

Terme1l111 gencral OIl ~:rului (a")"~1 ddinit 	recurrnt as t kl : 

I! = 1,2,... 

sc nflil. rczolvind ecua/ia caracteristica 

(I) 

1. Dacil ccuatia (1) arc rlldi1cillile reale ~i tl i~:tilictc "1' '"e' " ' , r" at \lnC l 

constantc1c Cp ..•• CJc dctcrminindu-sc din cunoa~tl'rca prim ilor Ii t e rmcni 
al' a~• .... aj; ai ~irului respectiv. 

1 	 . . 

Exe1nplu. 	Fie lin ~ir de!init ast!el: a"+2 = - (an+l -[- a,,). 11 ;;: 1. G I = 0, 
2 

= 1; sa gasim tc' rmenul ~ .[m general an; pcntru cl a';em:a2 

I 

r2 = 	 -
l' 

(r + 1).

2 


2 
a 1 a2 Ce = ° ~i = 	1 => C1 = -, = -, 

.) .> 

2 ( (- 1)/1)a,,= - 1 + --- ,
3 2"-1 

3Sfj 



2, Ild l.. :i (cuati;'.. (i) ~'!.r..' (I r:id~_c~ ll:t r('~i;"';'''1 li~ : :~l·.-L ' ~ f~ :'(i~l't:~ ~ . ~' ,' IC \ 
(':1 Cl:\ l~tj'ihtli(' ill l·xpn.'~ia 111l fl.! (.'(·! u!ia gCJ!I..'hL l -' L \ : S t',' :';Ul'111 L1l" Itlitl .1. 

(el -0' C~lI C,II'-I ), 'l, 
.1. ~ac:l l'c\l~qi:L l'll coc licil.' l1!i rl'ali (1) a dll li t \, d OI1I r:lil~'tl illi CIJIl1i)1l'xC 

CCllljUQ:lt(· r) ,.! -.: ? (I.:os (.) :'.: i ~ill w ), alullci l ' lc.! l'olltriilllie ill cx pn'~ i a tlT111l'tlU­

l ui ;":l'l.l"r::t l l ilt Cll t l'nll(,llii (C1 ('os J! (,) .;- C:! sill lll.»?/l. 

5.4. Serii de numere reale 

D,jill i:,;" Fi,' {inti (<11/) ,, ;;: 1 d,' I! II IIILT.' I'""ic ;,i ;<inll (SIl)";;: I, dcfillil aSlfd 
. t = ((1 S'2, = at -;. cl:! • ••• , ~"""ll ::: tl1 .: a:! -;- ... -1- a n· 

~l·n l1n\ C'~ (.' st ' i ( dl·I1l!1Jl(rt:pl'rLld1l'adl'~ir \lri (all) " ~ l.(SIl)"~l' care Sl' 1\ 0 ­

i ca;-'tt ~ .7 /l) ~(/n ~all at - :- t7;! -:- ... -I' Ull f- .. -. 'fL' rIllC'Ilii ~ir\l l\li (all)lI ;;: l SC 

,.;::" 1 'I 1 
P l:l1h.· ~"': t l'f 1l11 'ni i ~l · ril'i . ((n se nn111('~ t G hTHlOlld gOTl}'''[ (ll scrici, t CrIll(,l1i i 

"in:!l!i ( '~'II )I1~ 1 :-'t~ llllIl l f'SC Stf n lele par{iale nle $Cril'i, inr sl'ria (" n+l --:- all+~ -: ­

... ~ :: l1: l1ll':::l' nsl:!! liL' rang Jl. III striti considera.t e. 

dit.'(r~C1i/( , nsciltlille. Svria. ~ all Sl' l1 t1 nl C'~\ tc COJl ';.'O'r:!CJl Iii. 
, "~l" 

dn('~l ~ii'1: 1 ;-.~lll1l'lo r t:i p:lr( ialt' (Sn) ,, ;;: 1 eslt' cO Il '/l.'rgl' llt. Limita S a ~ irtll\1i 

(.'1 \:;::'1 :--(' n UllH.') te sZ/ JJza sl.. rit.:i ~i Se J1 utl'ai';~i S = a l -;, a:! --.;- .. , -}- an --j-- .0& 

LIt'/ltt/", 1) Se ria gco:nclricfL a l -;. alq + alq~ -)- , .. -;- l1 Iqn-l -0- ••• cstc 

c() n'/l'I'C:t' nt ~l dactL - 1 < q < 1 ~i arc SU nl.1. S = _'_'_1_. 

1 - q 


I 1 1 
2) Seri.( anJJo:J iC~l a1ternal~L 1 - - + - - - -:- ... -I­

2 J -i 

cslc Cltl:"iCrrrt: l:trt ~i arC S11111a S = III 2. 


I 1 

3) SL'ria -'- ... ~- ... ('s t c (oll"/crgcn t[J., ~i arc S111Ua..+

1 ! 2! >:! 
5 = ,~. 

.: 'ria ~I'n o"C JllllH('~le dil.'crgt'l!tri dac:fl ~i rul sU ll lt'inr ci partialc estc di'/cr­
Ji ~l 

b(,l1t. 

./,'.1', ,I/tle. 1) Scria 1 -+- 1 -;- 1 -+ ... e~ te 0 serio t1i'lergenta ~ i arc Sllma 
-i· oc.'. 

2) ,c.:l1·:a annc'nicli 1 -L ') +-1 
-1- ... + ..• l.'~le t1ivergelltLl. ~i arc 

:; 
SUJl1a -;- x. 

+ ... + -!- ... este divcrgeulCi 
20 110 

/'CII!r:t (J ~ 1 (a'/lnu sunJa + co) ~i com ·crgClIIti. pelllrll rr > 1. 

Scr::l ~'1 1! se J:uJJlc~te oscii'lI/til t1ac~L ~i rul sumclor ei partiale llU are Iimitu. 
, ~ ;;:. 1 

E;, !li P/II. Seria 1 - 1 + 1 - 1 + ._. estc 0 suic osciiallla, 

TterOlla. ])<1ca 2:an cste 0 serie convergentiL de numC're. atunci ~irul 
1J~1 

(an),,;;:! converge catre zero. 
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Corolar. Dacl (an),,;;;.t 'nu tinde dHre zero, ;:t\lIIci ;;cria ~an C'stc di .,er­
,,;;;'1 

genta•. 

5.4.1. Altc serii remarcabdc 

1) ~ . 1 = ~(I + ~ +... +~) , heN', fi:::tt 
n;;;'1 	 1z{1I + Il) k 2 11 

.3) ~a~Ctg_l_ =~. 
".~I · 21t~ 4 

5) ~ (- I)n ~l (Lciblliz ) . 
,,;;;'1 211 - 1. 

I ' • 
6) ~-=~ (Ezdcr). 

11~1 	 Jl.2 6 

~ 1 _2 
7) L.J --- = - . 

"~I (2)1 - 1)2 . 8 

~ 1 _., 

10). L..J . =~ (ElIler) . 


..~o (11 -;- 1)4 90 

11) 	S' __1___ -;:' . 


~ . (2J1 - 1)4 96 


2 ' I ) 111 + 1 1 
12) 	 1 - In - + - - In ~ + + --IIl~- +--+ 

1 2 2 11 /I 11 -;- 1 

= 0,577215 ... (collstallia llli Eula). 

1.3) Fie 1 < PI < pz ..:. . .. < til < ... l\Iultimca tuturor lIulllcrc!or primC', 
ordonatii. Cl'c;;cil.tor. Atllllci 't'ria 

S:l8 



14) Fie E an 0 seric nnmcridi. cn tcrmelli pozitivi eonvergenta !li r" = 
"~1 

= a"+l -.; - an+~ + .., rcst lI1 serici. A .tU:1Cl serio.. 

~ aIL t (W"I ,--::::-:- e ; f" cor:"/crgen a, lar sena 
~/ Ir 
1I~ 1 '" .1. 

... I 
l~j :\Ll~ ~ ~:: :~w.. i..L:.h:.ro( ~:umCtO r partia~~ llC'OrJO:::i.te (lie s ;:::r iei a.nnOlliC(;~-=-

7J~1 n 
coincide en mllltimca nnmcrdor rationale pozitivc (problema Imcfiilor egiptene) 

1
16) Dad;' ill seria annonidi E - sc eliminlL lcrmcnii o.i diror numitori 

"~1 n I 

CC'1tir" cifra 9, o.tllnci sniu nOli;' olltillllta este con '/ergcnt;l ~i arc sumo. mai 
n:ic[i dccit 25 suu ega]" cu 25 (A. J. Kempner). 

17) Fie >i1 E X, III;;' 2. AtUllci scriJ. 

i 1 xli 
1 -~ -- +. +--+-+--+ ... +--+ 

2 m - 1 III 111 + 1 2m - 1 

1 "-;- -x -:- --1- + +--+~+ 
2 lIZ 2m + 1 3m -13m 

este cOll"ICrgcnta numJ.i pcntru x = - HI + I. (It. ]tllOPP). 

5,5. Notiunea de functie 

5,5.1. GeneralitaJi 

Dtfil1i1ic. Fic E ~i F dOl/a mul!imi ;;i G 0 iJarte a jJl'oJl/ sull/i cai'tc::ia;r E :< F 
as/fdilld/ 't/XEl:: , jlyEF, CIt proprictatca (X,Y)EG. Sumimlwlc!ic (aplt _ 
eafie, transformarc) delillita pc 10' CIt t'aioi'i ' n F trz P!tI,,1 1= (E, F, G). 

E se nUl71e~te dOll/miltl de dejilli fi.: , F cotlomrni"l jUH r!ici, iJ.r G g rafieuf 
lui r. 

'In locul no t<l.tiei j = (E, F, G) sc prdcri\ : 

f:E->F; E ! F; x~'" f(.~) ; y = f(x); 

x se l111rne~te va~i(jbila i!ldcpe;zdm/ii sall argltntcHl, iar Y 'i!ariabiia dcpcm/mt<:. 
Elementl!l llnic :v E F, carl' corespundl' lui x E E, se I1urne~te ~i imagillca lui x 
pr;lI I s{w valom'w fzm e! iei f ill x. 

Exempte. 1) f(x) = ";7, pentru cure E = [0, 4J ~i F = ~O, 2J ; 

2) f(x) = sin x, cu E = R ~i F = [ - I, I ] ; 

'{ 1, XEQ
3) f(x) = Q E ~ R, F = {O, I} (fnnqia lui Dirichlet)

0, .t'':: R 
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O'IS':T1.':1!i,. Daci" E, Fe 1\., a tunci /: E -}> F se numc~te IlOiet ie TC.1Ia de ar'::B":':1U 11" ~ " 

/ullc/ie ::rmil1ictt. 
Dacfl E nll SP. prccizl":l z:I. aU:lJci prin domenittl df' de fi n i~ :e a iunc~i ~.' i se subillt e l ( ~(' 1n1l1tl rtl' I{ 

tutu"ror p:.JilcIl:~or X din R pcntru C<tre / (x} arc st' IJS. 

RU!l'ic!ia wlci fmle/ii. ExlC1lsia. 1I11ei fIlM/ ii. Fie f: i"o -> F 0 fll llC \ i(' I 
AcE 0 parte a 1l1i E. Se nume~tc ,·estrie!;a. lui f la A ~i ~e llot L,H i ! . 
fllllctia fA: A -> F definitft astfel, "Ix E A, f.1(x) = f ix ). 

FUllctiaf : T:: -> F se nume,tc 0 exlmsie san 0 prclullgire a lui fA: Ac E ~ F 
de ia .-:1 la E. 

Exempli/. FUllctia Ii(x) = cos x, Ii: [0, ;:j -+ [- I, I] estf.' 0 rC5tri cti(' L 

hli fix) = cos x, f: R -> [- I,IJ ~i f 0 C'xtensie a lui Ii. 

Flli/r!ii egale. Douil functii f: E -+ F ~i [! : E1 -+ Fl se nl1mesc <,ga!e dal . 
1;' = J:1> F = ~i, "Ix. x EE,f(x).=g{x). F 1 

J::x(mplr. F Ullctiilc f :{I}-> {l},f(x) = x ~i g : {I}-+ f1}, g(x ) = 2,,0 _ 
~int dOU[l fUIlctii cgale. 

FUJlr{ia ]llUJiO"ien nulii pc J::. Se nunH"·~tc jUHc{ie (nuHler;C!l ) ;U t , I / 1,. 

L (c R) fUI1Qia f : J, -+ R definiUl prin, "Ix E E, f (x) = O. Se l!ote.:l Z;-\ j ' Ii 
'.:IU f= O. 

FWle!ia ( UII 5/(lI :I(1 (pc {c). Fie f: L -> To funetie. Spuncm caf ('ste fll lll \1 . 
constal!t:l P" 1:' ~i SC ril'lll f ~ e, dae(L 3c '" T, astfel incit "Ix E E, a'1('m f (x i ,. 

FWlc! ia ramelerist iea a !fil e ; mIlltimi. Fie AcE 0 multime. Se n U lll(') 111 

jll/le!ie caraelu i~ti«l a multimii A functia CPA: L" -> {D, I}, de iillit:, a,rlll 

I, cind XEQ 

FIII/e!ia Illi j)irichlet: f: R-> {O, I}, f Ix ) = 
 { 0, dnLl :r E R"-J! 


Tlllle!ia Illi Riemall1l: f : R -+ R, 


r I . P 
- , c mel XEQ',,{O},:r = (P, q) I, q ~ 1 

f (x) = { q q 

l O. cind x E R" (Q", {O}). 

FWlc!ia lil!iara. Fie 0 funqie f : E -+ Feu E ~i F spatii 'l'eetoriale p est· /, 
Functia f sc Ilumqtc iillim'a daea 

1) Vx, y E E, f(x -;.- Y) ~ j(x) + fly) (adilit'ilalc) 

2) "Ix E E, Vi. E K, f(),x) = I.j(x) (omogellcilal,c) 

ExemplI(: f: R -+ R eu f(x) = 2x estc 0 functle liiliara. 

Flt1lc!ia. idwtiea (sail idel!lilale ) a lwei HlIII/iH!i. Fie E 0 multimc oa r (W', 

Sc numc~tc funetic idcntica a multimii E ~i sc noteazrl IE, fUllctia Ie: E -+ I 
ddinitl't astfel, "Ix E E, IE (x) = x. 

Excmplll. Fie E = [0, 2); lE(x) = X, X E [0,2). 

Obstrvalie. 1\!umr,rul f'unctiilor definite pe 0 muipme E finit~ C!..i. m elt:mente, e ll '::\ n: i b .11 " 

timea finita F ell 1J elemente (~ste egal cu nm. 



F Wlc!ie lIlultiplicati'i;ii. Fie f : J~' --> R 0 fUllctie ell 10 C R: Funqia J se 
nll:l1 e~t e m"ltiplicaliv(l, dadi. "1:0:, y' E E an'm :o:y E E ~i fixy) = f(x)f(y). 

Exemple de fUlletii multiplicative sint: funetia SIgilli'" ~i fUJlc!ia ["i ElIler 
(mcitcatol'Hi iui Euler). 

F lmcfii /l ll merice pare ~ i impare. I\rultimea A c R sc llume~te simctriea 
in raport eu o rig im'a 0 I), daca. "Ix E A :l'Iem -:0: E ,-1, ad~ca .-1 = - fl. 

Def iHi! ie . Fie f : E c: R --> R, eu E s imetricii. fap. de origine. Functia f sc 
\lull1e~te par a dacd. "Ix E E avern f( - x ) = fix). Functia f se nume~te illlpal'd 
dara "Ix E E a vem f( - x) = - f (;.; ). 

E xemple. F unctia cos cs tc para pe R, iar Sill, signum impart! pe domeniile 
lo r dt! d efini t ie . 

F IHlC!i i ;!!tmcrice i)erio<iiec. F ie E c R 0 suumultime a lui R ;;i f : E --> R 0 
lunctic. Spll nem ca functiaf ('sb periodica dacrL cxista T > 0 astfel incit "Ix E E 

d. a'rpm x ...c. , T E E ~i f( .~ + T) = fix) . Nl1marul T sc llllllle,;,te 0 periolldii 
, lui f. 

Cd mai mie lllJln;,r pozitiv T avind proprietatea de mai sus se llume~te 
Jtfl'ioada minima .. lui f. 

T:xcmplc. \) Fllllctiil~ sin ~i eos sint p~riod icc e ll pcrioada T = 2;:. 

2) FUllctiile tg ~i cotg !lint perindice cu perioada T = ;:. 

3) Funqia f : R --> R. f (x) = sin x~, n1l estc periodid1. 

FW lc! ii injective. 0 funetie f : E --> F se lllWlc,'tc 'njt:Clira daed, "1:0:,), E E 
x # y, avem fix) # fly)· 

P 1. 0 functie f : E --> F este illjeetiva daca, 'V,~, Y E E, egalitat(';L fix) "= 
fry) impli, r, x = y. 

P 2. 0 functie f : E --> F 1/U este i"jeetitJd, dad. exista eel putin doua 
('km~n tc x, y E E, x # y, astiel incit 'sa a'rern f('~) = flY) . 

P J. 0 fun etic ilul11eriei'L f : E ..... F (E, F c: R) este injecti·r1\. daca. oriec 
I'Cl ra lel{l la 0;.; dusa prill pUllcte ale lui F iritersE'cteaza graficul ei in eel mult 
"n punct. 

E :o:emplc: i) f : [0, 2] --> [0, 4], f(,~) = :0:2 cste injecti'ri1. 

2) g : : - I, 1] --> [0, \ ], g(x) = :0:2 nu este injecti·ri1. 

['Iw,;!i; slIrjeclit'o . 0 flllle!ie f : E --> F se llIt1nc~te surjectivd dacd F = fiE) 
.,. icc! d"ca imagil1ea lui E prin f esle F. 

P I. 0 functiE' f : E --> F cste surjectivd dacll. oricare ar fi bE F, ecuatia 
I , \ ) = b are eel putin 0 didacina x E E. 

P 2. 0 fun c tic f : E --> F 'Ill< este surj!ctiva dacl!. 3y E F astfel inc it "Ix E E 
,l'rem :Y #f(x). 

x 2E xemple. 1) f: [- I, 1] __ [0, 1], f(x) = este 3urjecti·rll. 

2) g : [- I, 1] --> [0, 1] U {2}, g(x) = x' nu este surjecti'r:1. 

I' .1. 0 iUllCrie nurneridl. f : E --> F (E, F c: R) este surjecti·rii. daea orice 
I,l l' lell!. la Ox dusii. prin punch! ale lui F illtf'rSecteaza graficul lui -' in CE'1 

('Ilti ll un pUllet. 

') ." oalog so introduc noliuni!e de ,"Mllj",. sime"j", /a14 de .m prlnel .Y. ~i de tUncli. par;i 
, I rolport CU I" respectiv imDq,ra­

36' 



FWIClii bijective. 0 fwzc{ie se llI:lIle;~tc bifceti;:ii dacii cslc illfcctivii ;,i S1(1'­

jectiva . . 

Exemple: 1) ~in: [ - ~, ~] -!o [- I, I] ('stt' bijecti·l[l. 
, 

2) f : R -!o R. f(x) = xa estc biject i'/it. 

Compz/JIerea f!lIIc{iil or. Fie g : F -+ H ~i f : E -+ F. 
Se nume~tc compllsa lui g ell f funqia h(x) = gU(x)), '\Ix E E. Sc noteazil, 

h = g of. . 

Exemple. I) f : R ...... R, f(.>:) = x 2 ; g: R -+ R , g(x) = 2Z; u'/cm 

(f 0 g) (x) = 22:<: (g 0 f)(:~) = 2x2: (f 0 f)(x) = X4, (g 0 g)(x) = 22"'. 

Proprozj!ie. Fic Ii: G ~ H, g : F -!o G ~i f : E ...... F trci functii. Atunci 
Ii 0 (g 0 f) = (It 0 g) 0 f. 

FWlelil: illversabile. FlIlle!ia f: E -!o F se I!ume~te illversabilii dacei 
3ft : F ...... · E aslfel illcit 

r lDad:. exist[llln a<:tfC'l dc e, atuIlci el este unie, sc notcaza g == ~i se numqte 
lU1/elia ;'h'ersci a l ui f sau fw:c!ia 1'eeitrociJ. a lui f . 

Teorenze : 1. 0 func t:e cste in'/crsaoila _ cste bijcctiv[l. 

2. DadL 0 fnnct i" numericii inversabil1i. f cstc strict crcsditoarc (descres­
r Icatoare), atuuci ~i , este strict crc~ca.tcare (desercscatoare), 

3. Graficele fUl:ctii1or f ~i i r l sint sime/"ice fata de prima bisectoarc, 

Excmp!u, Daca f : [ - 2, 5J -!o [ - 13, 8] ~i f(x) = 3x - 7, atunei FI(.>:) 

x + 7 'f-I [ I' 0' [ 2 c,].= --- ~I : - 0.1, OJ -+ - J .J 


3 


FUlle!ii nUl/lericc m01l0/Olle. Functia f: E ...... F, E, FeR, estc cusea­
!Oare (respecti" slrict Ci'esciitoarc) pc AcE, daea ('i numai daca, '\Ix , YEA, 
avcm: x ~ y implicrt fix) :;; fl y) (respecti" x .-: y implic1i. f(x) < fly)) 

FUllctia f : E ...... F, E, Fen, este desc,'csciitoare (respecti" s/~ict descres­
ca/oa,.e) pe AcE dac[l ~i n<lmai dacii Vx, YEA, avem: x ~ y implicit f(.>: ) ;;:0 
;;:0 fly) (respectiv .y < Y implicrL f( '~) > f(y)), 

Aceste f\\nqii sc numesc mOIlc/Olle (respecti '/ s/"iel mon%lle). 

Exen:pi:. 1) FU:1cpa t3: ( -~:. ,~) ...... R cste strict cresdi.toare P'" 

(-i' iJ­
x 22) f: [I, 4J ...... [ I, 16J, fix) = este strict crcsciitoare pe [1,1]; 

3) f : [0, ..] -+ [- 1, 1J, fix) = cos x este strict descresca.toare pe [0, ;-:J. 

4) Functia fix) = [x], X E R" estc monoton cresdttoare. 

Teoreme. 1. Orice functic numericll. strict monotona, este injecti'/a, 
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2. Oricc fUllctie numcrica strict monotoniL ~i s urjecti'ifl. estc bijecti'/l. 

FWlctii lI11merice margillite, Fie f : E -+ R () [unctie, Fllnctia f "stc ,,1(/'-­
"initii P~ AcE, dacii. satisfacc una din urln rLl oarl"l" contli!ii c-cili'J:.cklilc­
intre ele: 

I) Multimca f(,-1) cstc marginiti,; 

2) 3111, AI EO R, astfd incit "Ix E A S'L a'/CIll m :;;; fix) :;;; JI. 

3) 311 > °astiel incit "Ix E A, SiL a'/CIll If(x) I :;;; iI . 

. 1la,-giHca slt pcrioaril (respecti., iilfcrioarii) a mul(illlii f( .'I) St' IlUllll'~tL' 

I;za,-gil/CCI superioara (respecti'! illfaioara) a lui f pc .-1 ~i se noteazt, sup J.(x) 
.1 

(rcspcctiv inf f(x)), 
A 

Dacii. multi mea f(A) IIti admitc majoran\i (n:specli'r lIIinoranti ), atunci 
prin extcllsillnl' sc pune SLIp f ix) = + co (rt'specti '/ inf fix) ~ -co) . 

Dadl. lllulti1l1ea f(.-1) admitc maxim (respect i'/ minim), art ie rL 3(1 E..J (rcs­
pecti-! 3b E A) eu proprie tatea f(a) ;,. f(x), "Ix E.4 (res pecti '/ fIb) :;;; fix)' 
"Ix E .-1), atullci spuncm cil. f i~i atillg" lIl(lxill1ltl (respecti" mil/illl"l) pe '/lIltl­
hllle{/, A. 
, NUIllrLrul f(a) (respecti'/ fib)) se nume~te maxill/Ill (respecti'/ millimltl) 
functid f pc A ~i se notead max fi x) (respecti'/ min f(er)), pUllctul a (res­
pectiv b) numintiu-se PUllct de maxim (rcspecti't pUllet de lIIillim) al lui f pc A . 

l'unctul a l E J, (respecti'/ b l E E) sc ntlme~te Pllllci de maxim (respec/iv 
mil/im) local al lui f, dad, ('xisl,I 0 '/ecina'tatc {' a lui a l (re-specti '/ V a lui bl ) 

<:u proprictatca /(x):;;; f(a l ). "Ix EU n (1::\ h}) (respeeti'/ f(b!):;;; fix), 
V.rEVn (E\{b!})), 

l)a c~L se inl oclj: ('.~ t e ~ en < oh tinl'I11 d('filliti~ pUJle/it/ui ele j iz G ."(inl (rcs­
l'~C l i .. (\.- 11~!n;ill) l"c[I! .' friel, 

Y~!ic: rilL' 11l:~~ilT. e !;'i l~liniIlH_' ale 1l11'~'i ~ :'I nc 1i i ~(' :1 urTIcst: C::/i'fi:lC ale ~cestc~.J. , 

i ar tHllc/l'/e de lIIaxim ~ i de minim Pi/ }/elt' de <'x/rem, 

L.'(,//Itl~, I) [ : n -+ [ - I, I j f(x) , ~ Sill x ('stc 11l ~' rg ill it.1 ~i max fix) = I, 
xER 

m ' ll i t:' ) "= - I. 
~'E R 

2) f : :0, -'- x~-+ [0, ';- :e,), fix) = x~ I!lI cste m[LrgillitrL; mill f(x) = 0, 
X EfO, .;'- :0) 

;.,up j(.\ \ = -: :.c, 
x E [ IJ, '- .r.) ­

FI,,:c/ii co}/ ve xt' , Fie f: 1-> R 0 illlletic, und.. I c R ('ste un i:ltCf'lal. 
FUllq i" 'f se Il11J1ll'~I C COIIVCXC/ P" I dae{t, "lxI' x~ <= I, x, #- x", "I), E (0, 1), 
.a-/t' 1l1 

(I) 

l);tr[L in ( I ) in locuilll st'mlllli :;;; prin <: , at unei f sc 1l111ll l'~tC strict coJwexa, 
i:lr dac;'t acela~i S('llln il illlocuim Cll ;,. atunci J se n"ll1e~tc C/)J/cat'a. 

]'c'cr, /lui. Fie 1 c R till illt~l"Ial ~i / : I -+ R 0 illnqi <; cOtl'/exit. Atullc i f 
( '<;lc CCllllillU'L in 1. 

T, orLlJl(i: Fit' f : 1-+ R 0 fllllcti c conn'X;L. Alunei f a (lmite deri '/ate late­
o 

J':ll<- in ficcare- PUllct dill 1. 
•TL'"I'l'Jllii. Fit- f: [a, bJ -+ R 0 [ullctic d e c1onr, ori cleri'tabiHi. Atullei f 

... ~l" COJl'l;",~{l p~ [a, b] dad ~i Ilumai dadi. "Ix E(a, b) a'/crn f"(x) ;,. O. 
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Excmple. t) f : R -+ (0, +00), f(x) = e:J: este cOllvexa. 


2) f : R -+ [0, + 00), f(x) = Xl este cOllvex1l. 


3) f : [- I, 1] -+ [- I, 1], f(x) = IlU este cOllvexa
x 3 

Illegalita/ea IHi IetlSf/l. Dae1l. f : I c R -+ R este 0 fUlletic cOn'leXfl. XI.. E I , 

" PI.: ;;. 0, k = 1, 11, L PI.: > 0, atunci avem 
k=! 

FltllC!ii CZt PlIIICt fi ,'!;. Fic E 0 multimc. Funetia f : E -+ E :;punem ei:'. 
aumitclll PHl/clHl fix Xo E E daea f(xo) = xo' 

Dad E C R, atunei f : E -+ E are eel putin un punet fix <:> grJ.licul 
lui f intersectcazrl prima biseetoare eel putin lntr·un punet. 

] ';.>:rmplc: I) FUllctiile sill ~i e1ls au fiecare cite un singur pUllet fix. 
2) FlIllctiilc 1~ ~i ct;t au fiecarc cite 0 infinitate de puncte fixe. 

FltllC{ii lif' ..-hilzienc. 0 fnnctie f : E C R -+ R se num('~te lit:chitziana 
dac;l exi,t:"t i. > 0 ell proprietatea 

"Ix, Y F. E, avem If(.\') - f(y) 1 .;; L 1x - Y I· 

Excm." 'c. i) Functiilc sin, eos : R -+ [- I, 1] slnt lipschitzicne ell L = 1. 

2) FUi1c\iJ. t;: ( - '2' '2) -+ R nu este lipsehitziana. 

O:'st'Tl.'.l!ie. FUllctiilc lipschitzicne jO:ldi un rol insemnat in ttorra tcua/iiloT diJertllfialco 

FIII/clii Cl/. propriclatea llii Darbollx (PD). Fie I c R un interval ~i 
f: I -+ R 0 funeiie. Spllllcm caf are proprietatea lu.i Darboltx daea "lXI' ;<'2 E I, 
xl < x~. ~i V)' cttprins intref(xl) ~if(x2) exist1l. x e (Xl' x 2 ) astfel lncit)' = f(x). 

Exempl~, 1) FUllctiilc continue au proprietatca lui Darboux. 

2) Derinta oricarei fllnciii derivabiJe are PD. 


. { 0 , -2 < x ~ 0

3) FUllctia f; (- 2, 2) -+ R, f(x) =..L ? 

X , 1, 0 < x <_ 

. 1 
nu are PD fiindea.luind Xl = - ~ , x2 = 1 ~l Y = -e (/(x1), f(x2)) = :0,2),

2- 2 
1 

nu exista x E ( - ~, I) astfel incit sa fi~. imaginea unui asemenea 
2 

punct x (fig. 5.1) 

Teoremii. FUl1ctiaf: I -+ R, CU I interval al axei reale, are PD __ VI c I, 
imaginea lui I prin f este un interval. 

Opera!ii algebrice GltfllllC!ii Illlmerice. Fief: E -+ R ~i g : F -+ R, E, FeR, 
E n F =F 0, dona funetii numerice. 
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y! 


i/l 

--~h-y;'1. ii x 

Fig. 5.1 

1. 	 Suma j + g este fUllctia dcfinit1l. astfel: 


Vx E E n F. (f + g)(x) = j(x) + g(x) . 


2. 	Difercnta j - g cslc func tia dcfinit1l. astfel 


Vx E E n F. (f - g)(x) = f(x) - g(x) . 


3. 	Proflusul j g (", te fllt~ctia (Idillitr~ astiel: 


'V.rE E n F. (fg)(x) = j(x) • g(x). 


-1. Citu! 1 cos te-	 hnctia ddinit;1 astIel: g , 

(1) (~) = f(x) 	•VXE Ln F :;;i g(x ) # O. 
Ii g( .1: ) 

5. F u ,tc tia aj . ell 	« E R. ('sIc dd inita asUc1: 

'<J Oe' E E. (aj)(x) = aj(.1·). 

Tc oremii. ?lIultim :>a C a functiilor continue f: ~a. b] -> R constitllic un spa­
i ll '/ector ':!l pes te R fa Ft d e operatiile naturale de adunarc a functiilor (Vj.g E C, 
;;: E [a,b]. (f + g)(x) = I(x) + g(.>;)) ~i de inm,lltirc a ac('stora eu sca!ari 
'1:: E [a.b]. '1), En. Vf E C. :l'Icm (i.f)(:r) = i,i(x)) 

5.5,2, Flt1zctii clc'J}/t'Jltarc
J • 

I. FUllc/ia CvJ1 s/rl1llii f: R-> {ill. beR. f(x) = b san ) . =. b; Gf (graficul 
la i j) ('stc 0 c1 rc"pG paralclii. b Ox (fig. 5.2). 

ff 

b !J=b 

o X 

I 

I 
Fici. 5.::' 	 Fig. 5.3 
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2. F1Il/c{ia idmlied f : R .... R. f(x) = x; G, este prima bisecloare (fig. 5.3); 
f: R .... R, f(x) = -.'\:; (;, este a doua bisecloare (fjg. 5.3). 

3. FWlc!ia Iil/iard f : R -+ R, f(x) = ax, a E R; graficul G este o. dre.apla 
(fig. 5 . ~) care trecc prill originca O. 

x 

Fig. 5,4 

-1. Frmc!ia afina f : R -+ R,f(x) = 0 .1: + b, a ,b E R, a ~ 0; G, cste 0 drca plci 
(fig. 5.5). Semnul lui f(x): 

b 
x -00 

a 

Semn contrar lui a o Semnul lui af{x) 

x 

Fig. 5.5 

5. Fllllc!ia polillomiald de gradld al doilea f: R .... R, f(x) = ax 2 . , . b.. ..;­
-;- c, a , b, c E R, a ~ O. Graficele funqiilor polinomiale de ,e,: racllll ul doi!cQ. 
sint parabr>lc (fig-. 5.6). 



y 	 y 

x x 

u-ax2+-hx1'c. a<o 

Fig. 5.6 

7. F'!llc/ia po!illomialii de gl"(lcilli at trci!ca 
f: R -> R , f(x) = Xl; GI csle 0 pm'abola de 
gratllll ai Irrilca (fig. 5.7). 

Fig . 5.7 

8. 	FWlc!iile m/iollalc f: R \ {x I Q(x) = O} -> R. f (x) ~_ J'(x), J', QE R=S ;. 
. Q(x) 

9. FUllc!ia radical f : R+ -> R+, f(x) = -\Y~ sau f: R ->R, eu f(x) = 211+l..[i. 
10. FlIIlc!ia 1'"lac f: (0, -:-(0) -> (0, + (0), f(x) ~~ .~a, aE R. 
11. F/!Jl r.!i(~ expollcll /iaic, f: R -> R:, f(x) = aX, a > 0, a =F I, a E R 

(fig. 5.8 ~i fig. 5.9). Funetia cxponcntial1i. estc bijeeti·,a. 

x 
o )( 

Fig. 5.8 	 Fig. 5.9 



In'rersa ei este functia logaritmic1£. 

12. Fllllc!ia loga ritmicii f: (0, + 00) --> R, j(x) = log" x, a E R, a > 0, iI 

(fig. 5. 10 ~i fig. 5.11). Este bijectiva ~i inversa ei este fUlI et ia expDncn [" I . • 

Fig. 5.10 Fig. 5.11 

13. FWlctia sin ~i jWlC! ia arc s ill. ~ Fie f ullctia. sin: R -+ [ - I, 1]. Restri, \ I 

acesteia la [ ;,-. %, %] este vijcctiva ~i admite deci 0 functie in''' 'l 

anume a.csin: [- I, I] -+ [ - ~, ..::] (fig. 5.12); avem a.l"Csin (- x) 
2 2 

= -a.l"Csin x, "Ix E [-1, 1]; sin (arcsin x) = x, "Ix E [-1, 1]; al"Csin (sin .1") 

=XI VXE [ ­ i' i]­

x 

!I 

1(/2 

x 

-rc/2 

Fig. 5.12 

14. FUJlc!ia cos ,5i jUJIctia arccos. Fie functia cos: !( -+ [- I, 1]. R e tri (i. 
acesteia. la intervalul [0, ,:,;] este bijectiva ~i admitc deci 0 funqic invcr I. 

anume arccos: [-1, 1] -+ [0, 7t] (fig. 5.13); avem arCOs (- .~) = 7t - areco 

!I 

!I 

x 

Fig. 5.13 
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~~~~~--~.~ 

I 

Vx.; [-1, I J; arcsin x + arccos:" = 2:., V x E [- 1, IJ; cos(arccos xl = x, 
2 


V:: EO [ -1, 1]; arccos(cos .t) = x, 'Ix E [0, .-:J. 

15. FllI/c{ia tg ~i junc!ia arc/g. Fie fUlIctia tg: R\ (~ -:- Z'-:) ...... R. Res­

irictia accstcia 1a intervalul ( - ~. f) estc strict cr('sciitoare ~i s urj ('cti ­

vl ~i ad!llite dcci 0 fUJ1ciie iI1"rcrsa, anume arctg : R -> ( - f' ~) (figu­

ra 5.14); a"{em arctg (-x) = -arctgx, VxeR; tg(arctg x) = ~. , 'l/x eR; 

arctg (tg xl = x, Vx E (~ T' ~) 
!J yt 

17d2 

~~ <. 

1'/2 x ~~/2 

Fig~ .5.14 

1.6. Fu;;cf ia cotf; fi j :mc!ia arccotg. Fie fun('tia ctg : R\Z:: ...... R. l<cs l ric ti ~ 
acesteia la inter ·falul (0, -:-:) este strict descresdltoare ~ i surjecti.,r, !? i :tdmite 
deci 0 fun cti(' ilrlers1\. ;J.lI ume, arcctg: R -, (0, .-:) (fig. 5.45) ; ,nem arcctg( -x) = 
= :: - arcctg:r, Vx e R; ctg(arectg x) = x, Vx E R; arcctg(ctg x ) = x. 

V::c= (c,.-:); ;~rctg x + arcctg x = :..:., Vx E R. 
2 

l 

Fig. 5.15 

24 .- T ai.:::: :Q ~i ~or:i1ure matematice - c. 1/ 312 



17. Fmlc(ia sig;zuJil: sign : R ..... {-I, 0, I} (fig. 5.16), eu 

I x < 0 

sign (x) = - 0, x = 0 

I , x> 01 
g 

!I: ,J/gn.~ 
o 

)( 

----..;:j - l 

g 

!J~H()() 

o 

Fig. 5.16 	 Fig' 5.17 

18. 	FUllc!ia lui Hcaviside H(x), H;}{ ..... {O, 1} (fig. 5; 17), 

0, x < O. 
H( .t) = { 1, x ;;;. 1. 

!J 

2 E--'-) 19. FlIIlc!ia parle illtreaga [.] ; R ..... 
~Z (fig. 5. 18) , 

~ !/=[x]

-2 -/ 0 
 1 	 - }l, -I:<X < -II + I , liE N 

[x ] = 
x { nJ II';:;X< tI-;'- I, 1!EN 

-/ o propriclalc 1"e1;;arcabild a acestc i 
fllllqii: \;fx E R. ;l"Icm [xl';:; x < [x] + I , -2 
rc~pecti" x- I < [x ] .;:; x. 

Fig. 5.18 

20. FWlc!ia parle ::ailllalil f: R ..... [0, I). f(x) = x - [x] (fig. 5.19). 
proprictat~ intcresanta a a ccstci flll1etii ; \;fx E R, ;l"!cm 0 <: x - [x] < 1. 

!I 

Y= x-{x} 

----~~--~--~--~~--~------~ 
-/ o 1 2 X 

Fig. 5.19 

0 

310 



21. PI/llc!ia "d-istall!a de III x la eel mai apropia/ ill/I'eg": 

x- IZ, cind xE [n, II .- +] 
{.}: R-+ [O, I] (fig. J.20), rcspcct i., {x} = 

1
-X+II + I, ciud ,< E[II++' 11 + I] 


,Y={x} 

Fig. 5.20 ) 

x x< O; 

22. 	Fllnc/in moduli' I: R -+ R+, I x I = -0, x = 0 (fig. 5.2 1) 

\ x, x > 0 

!J 
II 

)( 

Fig. 5.2 1 	 Fig. 5 .22 

('7' _ ('-% 

23. Fltl/clia sinlls "iJ~fI'bolic: sh: R -+ R (fig. 5.22), sh x = - -- ­
2 

Funetia ('ste bijeeti-la ~i impadi. 

24. FIII /e! ia cosilllts hiperbolic : ch: R -> 
eX + e-X 

-+ [ 1, + (0), e ll x = (fill'. '),2 .». 
2 

Fuoetia cstc surjcetiva ~i par;l. 
o x 

Fig . 5.23 
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2.5. Funqia I(x) = arcsin (sin x). I:R-+[-" %1 (fi 6' 5.2~).
2 

y 

7[/2 !rorcsln(sin x) . 

-+____~--~__--~--~----~----~.x 
-J7t:j2 

Fig. 5.2-1 

26. 	FU!lC!ia I(x) = <l,rcco., (cos :~). I: R -+ [0. ;:J (ii3'. 5.25\. 

!I 

x 

Fig. 5.25 

5.6. Limite de functii , 

5.6.1. Dejini/ii 
1. Liillitu a;lci fwze!ii lllly-zm pUHe/. liie E c H 0 multimc• . 1'o.E E ttll pU ll et, 

f: E -+R 0 fUllctie ~i I e-R un PUIlCt. SPUI ICIIl cil I cste limita fUHe!ici j in .\'0 ' 

daCrL V(x"),,>1 1I1! ~ir de punete din E\ {xoL cu limita xc. !)irnl '/aior;]or lui 
j, (j(xlI)),,~t:arc limita I. Scriern atullci !im f(x) = I . 

.• - , .1 0 

Exemp!,!. Fie j : R -+ R:. f(x) = 2'" ~i .'(u =- 1. :">it.aci lim 2" = 2. 
~·~t 

Ob5t·,i..·.ll i ic. Func~ia f ,w arc tim itll in %'0' dac;l ex is lJ ~ i rl '':-; tic punc te d i.l E \ { .·.: (. }~ c:'.r au Ii· 
mila .tll' d.{c PCllt!':t C..lIC ~irurilc '\'alorilor funqici ;!.u li mi t ...: ;: ift:d : t..: i. , ~tr..; el!~ . 

2. Li11l;!a la/aalii ' la 5thzga. Fie E c H 0 mull'lllc . . " 0 E F.'" l" ! " \:!le t , 

j: E -> R 0 fUllctie ':ii Is e Ii UI! PUl1ct. Spullcm rii I. este iimila fZ!I !c;:,.·; f fa 
s!iJlga ill .\'0- dac:~ V(Xtl)71;;,tI111 !;iiI' de 1- .• llcte din E • .\'" < .\'0- eu lill1i, :~ :'0' ~irul 

-/:tlorilor llli f. (f(Xll))";"t. arc limita 2.. Scriem atunci lim /(:>; ) = I.s = 
X-";-l·.J 

=/(xo - 0). 
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- -
- -

IXI)EHIJIP!U. lim 1 -(- --.- O~ o. (x -:~ O .t 

3. L ilil;la laluahi la !Irca!'la . F" J, c: R 0 11111ltinH", .roE F"I "" 1'1111<: 1. 

1: Ie -> R 0 fllll e tic ~i I,; ER '"l P":Ict. SPllll t lll ~r, 11/ ('sk /imila fw ,c!i<,i f h 
(/;'wp:a in "'0' dac5. V'(xn),, >' l lIlJ \iir de pllll cte e1ill J:', .1'n > ,1'", u , lilll it:l x", ~in'; 

'/al"ril(l r lui!" (f(x"))I1;;;'l' ~Hl' limila Id . ~,'ril'1ll a lllllci limI("') ~ It I .1\ ':n' ; 0 ). 
_t:-:•.:-" 

1.1'1)
J::x.mjl l/. 1ill ) 1 + --)' 

.~.:-)O ( X 

x> o 

5.6 ,2, Propl'idnfi 

P ;', t r :i{i, . F ie J: ,,~ R () fUllt'( it, ~i Xo E T.' 1m pll11d ((Ic aculJ~lll :: n ' n l lUi 

E) • .\111 11(' i lIulllarlll IE R l's\c lillliLt fUlH.:li e i f ill pl",ctlll .r". <be:t ~i llullJai 
t!;"l C;~l pC' llt r tl o:ricc O,t ;c intttatc ! " a 111~ I existrl () "/ l'ci ll rttal f' ( . a lu i ."' \1' [l~t(( ' l 

ill"'l, lI ril'arL' ar fi .\ oF Xo dill 1.- n 1,-, < 1 ;C ' /('Ill f (x) E 1-. 
I 

E:,,;ll/,ill. S[t sc arate c:t lim _. ,~ -: 00. Fie j' ",,~ (z, " cr.:) () 
,~ -:.2 (x _ 2)2 

1 
'I e (it.:t t;:( L ' a hli ·:-x . Dill :-- : Sat l I x - 2 1 .--- _1_ <; ' 1" ",~ r" 

r::" " ~ ­(.\' - 2)" \ 	 ~ ~ 

1.,- -= . 2 -~) U. ' f{'ci nata t(' a Illi (led uc/'m - --- E 1- , -/1'­, : 	 (x - 2J~
" s 


ei nrtta1c a lui -: OC', ~i dl'c i lill~ -,,-~ -. C1.:. 

X ,,·_ I,, ' - _I 

Prcp o:i!ic. Fie f: L -> H () fUlIc 1 i,~ ,:,i "'0 E]:" Ull pl""l (<I" a CUi1\ li!. re' a l 
l ll i 1:'1. .\tullci 1l11lllflrull E n ('s1<' linlita iuucti cif ill Pllll(\lIi " ", t1al:l ~i llllmai 
ria". V: :> n, 31)(s, .1'0) > 0, astiel inci l .f(x) - 1\ < '" p<' " l.u oriel' :c E j"-\{ x,,~, 
(\I propri, (a leu. I x- .\'o I --:. il (c, .1'0)' 

T:xt ;)!plll. Fie J: n -> n, fIx) = .\'~ -, 1 ~i .1'0 = I. P Clllrn ; t al'lta c,. 
lim ( ,l~ -;. 1) = 2, fie s :> Il rlat. sr, ara l il lll ('" lui", ii (o rCSpU nd, ' a, astld 
_'\- ·1 


i l:Cl t I ,\, - 11 < I) s5. illlpli ce 1 .1'2 -:- 1 - 21 < s_ 

i 11 ;Hlntll', dill I x" ·! I - 2 I = I x" - I! ~- I x - Ii ' : x·: 11 <: 


~ I x -I i(1 .1' - 11 + 2) < 'fj(2 + '1) ) < s , :--all 2'fj < .::. ~ i 'r? < ::" (blll("1ll 
~ 1 

0< ~ -: mill { :, V~}· 
Dec; lim (x~ + I) = 2 . 

. 1 4 1 

1.;II1:la llIorl/dull/i. Fie f : F. -> R a fUIlctie ~ i Xo lIll r:Cll c t til' aC\lmularc al 

lll i L . flacil lim fIX) c . I, at\lllL"i lim I f(x) I = Ill. 


Cri !cr ; 1I1 Hwjo/'a/'ii . Fie f,g: I , -> R clont, fUllctii ~i '\'0 E 10', 

I. Dace, ! j(,>;) -II s I g(,t) I, 	 IIx E E ,~i dacr, lim g(x) = 0, atunci 

lim f(x) = I. 
x~x. 



x 

E .WIlJ>lll. Fie f: R\ {OJ -+ R.f(.~) = x sin -. A'/cm limf(x) = O. In adevar 
x x->O 

<lin ,I'~ s in -1 I
:0;; I·,; 1. "Ix E R\ {O}, ~i lim 1,,; I = 0, pe ba7a critcriu!ui majorarii, 

:t ->(\ 

1 
<lecluccm ca lim x sin - = O. 

x- .. Q x 
'2. Dacaf(x)~ g( x). 'VxEE~idacalimg(x) = -;-00, atunci limf(x) =+00. 

X-)O %O 	 X---?;\'o 

E xemplI! . Fie J: R -+ R, f(x) ~ 2 .. 2 -;- " -;- 5. S'~ cere lim f(x). Ob­
x-> +.:o 

5c['/am ca "Ix> 0, a '/ em ((x) = 2X2 -:- x -;- .'5 > = g(x), g: R -+ R. Darx 2 

cum lim g(x) = --:- 00, re7ultil. lim l(x) = -'- 00. 
x......,.. ·:"" 00 ;t -,. ,L 00 

3. D~ca f(x) :0;; g(x), "Ix E E ~i daca lim g(x) =" - 00, atllnci lim f(x) ~ 

= -00. 
Excmpll/. Fie f : R -+ R, f (x ) = . !. ;r -;- I. Se cere Jim f(x). OLslT­x3 

,r-.;,-co 

-dun cil. f( x) < x!l = g(x), g: (- 00, - I) -+ R . Dar cum lim g(x) = - cx, 


X - ;..- 00 

re7uJt 5. ~i lim f(x) = -cx. 
X -," - Jj 

T1'Cc[I'ca la limilii ,n i l1egal i lii{i , Fie f, g~ E -+ R dou[i functii ~ i .1'0 E r I!I\ 

punct (de acumulare al lui E), 

Daca lim f(x) ~i lim 1((.'\') exista (in R) ~i dara f(x) :0;; g(x), pentrtl nricc 
,x ...... ;t" ."'-';'%0 

X E 1: \{xol atunci lim l(x) :0;; lim g(x) . 
.l'--"o X--''''X G 

Ex,mp!lI. Fie /:, (x) = x2 , g : (0, -+- cc) -+(0, -+- 00) ~i f fUllctia nuHi. _-\'/{;m 
2'r/x > 0, x 2 > 0. Dar lim x = n. 

%->0 
-,>0 

.-\ ccst cxemplu ne aratiL ca dintr-o incgalitatc s trict1\. I( (.¥) > f(x), '<Ix 'I­
=F "0' x ER, nu putcm deduce pentrll limite t1eci t 0 ' incg<1.litate l1c~trictr\ 

lim g(x) ~ lim f(x ) . 
.\" -:- .1'0 ,T-;"Xil 

Opcra!ii Ctl flll/c{ii can! a/l limih/. Fie f ,g : E -+ R doua fUllctii ~i .'\'0 E E' un 
punct (de acumularc al Illi E). 

I. Daca fUllctiile f ~i g au irt punetul Xo limitelc 'I ~i '2 din R ~i dac;L II -;- 12 
are sellS, atunci fUlIct.ia f -+- g are limita ill Xo !?i 

lim (f(,,) +- g(x)) = lim f(x) -i- lim g(x). 
X -,. X o 

2. Dae;. funct ii lc f ~i ({ au ill punctul Xo liI1lite II ~i I~ in R ~i dad 'I' '2 
arc sens, atunci fllllctia 16 arc limit;\ in .1'0 ~i a '/l'111 

lim (f(x) . g(x)) = (lim f(x)' (lim 1'(.1')) • 
.r - X II 

3. 	Dad fUllqii\C f ~i g au in pUlletll! Xo limitl'lf'!e 'I ~i l~ ill H ~i dadl ra-
II f

portu) 	- arc scns , atullci flll1ctia (> arc limit;1 ill x" ~i 'I'IUll 


12 
 b 

lim f (,. ) 
. f(x) ". -'. t'll 

llln --= ",,,.x. g(x) 	 lim g(x) 
x->xu 
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Limite de pulai. Fief, r; : E--+ R douCt fnllej'ii, xoE 1:' (nil pnll cttle acnmu­
lare al lui E) ~i j ell '/alo ri strict pOliti·/l·. Dadl lim f ix) = " ~i lim g(.,) o. I, 

.1' .'\"" 

~i dac~ aO arc st'n s, atulle i fllllc(ia (f(X)J!.(·T») an' li:n it;', ill :.-" :; i a 'Il'lIl 

l i," ~ ( \) 

lim (j( x;'· ' .r») = (lill1 f (.,'))"' ,x" 
.t -, ' ~. IJ 

Limile de IlII;clii COl;! 1';";" . Fir' j: 17 --,. R ',;i If: 1,' - .. r :["";, ( ll11 r l ij, :'0 l'" 

punct d e aCUll1ulare al lui 1:', llt) un pU lle t dl' :ll llllll ' lan.' al lui F ~i II - f 0 ll. 

Daca i) lim ,,(x) = lI o ; ii) :«.\') ;k HO' 'tX E t:\{x"l ; iii) lilll i(::) " I, atullei 
:~-Xu 

lim f(u(x)) = lim f ': ") = I. 

Camrile cxc,ptalc I" ctaali:lc ( 11 li;iliI,; ii, }'1I1[lii: 

() 00 
:r... -Y.:. n· ::c. (r, 1", cr., ' . 

o 

5.6.3. L£mite ju;zdamclI/aic dl' lltlle/h 

I. P oli;;0.7111C . Fie P (x) ~ (1 ...\" ..: a ,x " -1 .: , ,'-. II" ~'i Q( ,,' ) c." 0o :: >n+ 
-t llX,,'j-1 -;- .. , -+- bm um;[, [,0:;""<1111(' e ll ·lodicil!.\i l'l'ali ..\ :"lIci ,l'/(Jll 

I) lim P ix) ~" P(xo). VXo E R; 
.t"-;-Xl) 

2) lim Pi x ) = ao(±oo)"; 

...... ±'l> 


Pix) P(xol
3) lim -- = --, 

x->x. Q(x) Q(xo) 

2. FlII/ c!ii ralionale : 

0, a<m 

daca. lI=m 

dae:, 11 > m. 

3. FWl cl ia radical: 

lim V'-'; = V':;-o' Xc E R+. II E N. 11 ;;;. 2; 
X-+Xo 

I I 
lim-=- = ~. xIlER.~ 

X'-+XI1 VA"O V Xo 

I 
lim V'-X = +00; lim --=- = +00 ; lim ."1 _' = 0; 

%... +00 ,1:-+0 VI x X-+ -!-.Xl V x 
>,>0 

375 



lim 211+1 ..r~ = - DC ; lim 2R+l I -00 ; -:2'""'n:-:;--=-I-,-=- = 0. 
%_-:.0 :\"-0 'V x '\ .'t 

x<o 

Exempl,,: 

X 
lim 	 -Ilim .,. 

.-:;-)-co,Jx*' --;­ %-)-00 -VI+~x~ 
~ . FUI!c!ia c.rpollcJl[i(1!ii: 

linl aX = a"\ XoE R, a > 0, a # 1, a E R 
.,"_roJ 

lim aX = -7 00, lim aX = 0, daell a > I, a E R . 
•l'--t+:J'J z _-ct') 

lim 	 aX = 0, lim aX = + 00, dad:i 0 < a < I, aER 
.l'_ -;- co X_-CI) 

lim 	 eX = 0; lim eX + 00, C = 2,7182R 18284 ... 
.\:-+ -:c X--t-;- XJ 

5. 	 Fllll c!ia logari!mica: 

lin! log" .( = loga X o' .1'0 > 0, finit, a> O. a o:F I, aER 
··--1" '."0 

lilll 	loga:r = -:0, 
x-+O 
:;>u' 

a eR 

. . ' " Iim loga ,r = -:- cc, lim loga x = -00, daea 0 < a'< I, a E R'f __CO 
-x-;.o 
x>o 

lim In x -00 
.. ....0 

6. FllIlclii trigollometricc: 

lim sin x = sin Xn; lim eos x = cos X o, Vx.e R. 
%40·l'0 .... ')(::"/'1-0 

" I 

lim 	 tg x = tg XO' ''\'o rt r./2 + Z;; 
oT-to-"o 

lim 	cotg x = cots xo' Xo rf Z;; 
.t-".l"cI 

lim tsx= +00; lim tgx=-oo 
%->",/2 %->r:/2 
%<n/2 x > ",,2 

lim 	cotg .'\' = +00 lim c"ts x = -00 
x ..... 	 % .... u 
x>e 	 x<O 
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linl a rcsi:l x :-..= arc:;i ll Xo . - 1 :E;; .'t'o ~ 
:r-+Xn 

linl arccos .\" ~ af\.:co~ ::,1' - 1 ~ Xo ~ 1 
,l-~.ro 

linl arctg = arctg ;Yo ' Xu E Ry 

,\"-+XO 

iinl :1.rn:(lt~ ,~. = arccotg ..'1:01 -'"0 E R 
'\' - ' ,\' o 

lim arctg x =linl art;tg x 
;t - , -+- J)x _ - :t:J 2 

lim arccot g ;( := '" lim arccotg .' = 0 
-+~ cr..;\' - ._'l'.l x

7, All.' limite fl ~ildll lH C11 t ll lf: 

tg xsi n :c 
I; Ii III = 

;\, ......,0 x .~-.o x 

arc!-\i n .'r 

Ii m 

arctg x 
1; limlim ---­

.< - .1) x;, _0 x 

.\')1/>, elim (1 .'-. _.,1..)-' - <:; lim ( 1 = 
y_U

.;. -? :':': ;J:) 

loga ( 1 -1- x ) 
U Va e R; 1im --'-'~---'­ = loga e, a > 0, II ?

lim (1 :.r= e ., -· 0 x:; -)+co 

b 
a X _ 1 aX - a ab In a. (t e R, 0.1 > I)li tl1---=ln a, aeR, (/ > (); lim ---­

.t 0 X .\ -., ~ x-b 

e~' - 1 
lim - - - = 1. 
.",,","*0 :: 

aX {o. cind °<a < I, aeR 11 eN·lim ­
%... .+ 00 x" - -; · 00, cinJ a> 1, a e R 

lim aX, x" 0, Va E R, a e (0, 1) ~i II e X* 
%~ + oo 

~-o '1111 e N*lim xft In :It = 0, 11- ~ 1; xn - • 
%...0 
,:>0 

lnP .,.
lim .. 0 Vp.e N, Va e R , (I> 9. 

.1:-.+00 7 := , 



PIx)
liln - _ . = 0, P = poli;10JOl din R[x] 

x_--: - r.. t,. x 

.1-.1 _(1,-'- x)'" - 1 . ----'--- = 3.. \/3. E R.1' 

L:; x"" I . 
:;-·0 
, ·.> 0 

5.7. Functii continue 

Defiui!ie. Fie E c R ° mul!imc, XoE E un punet ~i j: E -+ R 0 fllnctic 

Funetia f estc conlil11ul iIi x o, dadi oricare ar fi (x lI)n~1 un ~ir d e punctc 

din E carl' are limita .1'0' rl'zultf, Crt .~irul 'talorilor luif. (f(x ll )),,;>I' a rc limita 

f(xo )' _ 

l'ulletul Xo sc I1l l Jlle~t c tU11<:/ de' . COII/illllilal l! . 


Ob.t!:n{l!if. e:lca! nu ('5tC continuii in 1'11. atullci ('<1 s e IItl m('~te dis,o,:/inwi in !f;JO 

, {'IX' 0 ~ x < 11:.1'CIIIP ' Il. hl11ct ia fIx) = 
. ,. 7x - I, 1 ~ X ~ 2 

V,jill i/ie. FiJllCt iOl. f : E -+ R se IllllJlefi'e cOJ/lilllla pe AcE, clac[, f estc 

co ntim:r, in ficearl' Pll!:ct .t' din A. 

x2Excml'!II. Functia f : R-+ [0, ·;- 00), /(x) = cs tc co ntinll[t pc R. 

D,-jiuilic, Fie E c R 0 mu1ti111e, .roE E n Ii'" 1111 punet ~ i f : 1: -+ R 0 

functi c. Spune:n c1 fuaq iaj e51 .! cou liulla ill xn fa sliu[;G, dad . j (.fO - 0) cxista 

:,;i cs tc c g-.l~a c~ j( .t'o) ' 

Dcfiuifie. Fie .I:' c R () lTIul\iml'. Xo c= E n 1:"1 un plll :c t ~i f : E -> R 0 

fllnqic. Spunem crt fU:l c tia f e'lte o ;rlillld ill Xo l..l r/rca pia, dacii f(x o +0) 

exista "i ('stc cga l[t ell J( ,lO)' 

ExemplJl . Funetia f : [2, + oc) -+ n, f( .t) .Jx - 2 C,d" ('o ntillu[t la dreap­
ta in Xo = 2. 

Defillifie. Fie f: (a . b) c R -+ R 0 fUl1cti('. 

PUlletul -"0 E ((I. h) s~ nume~te pUllet de d i ,< col/ liIlUi; ·.I : ~ dd prima spelli. 

d::.dl. f estc diseontinurt ill xo. iar f(xo - 0) ~i j (xo + 0) c;isti\ ~i s illl - finile. 

£,:rempill. PUllctul Xo = 0 p~ ntrn h,,:etia sigm:m cste Ull pUllct de disco l1 ' 
tilluitate de prima spco trt . 

:J18 



5.7.1. TeoFl'}}Ic 

I. Fl1llqia f: E --> R cste continua in .Yn EE, dac;, !5i 1I11111ai dac:i p"J: L" ! 
o rice '/l'eill"tale l' a lui f(x o) ('xisl'l 0 '/t'cin;llale [. a Illi "-0' u , tf.-l i iil, ! 
"Ix E UnE, ' ;l ,\'lUll /ix)e I ' . 

2. FUllctia/: r:: --+ H ('s l,' conlillu[l ill .1'0 E E _ "Is> (I, 3.')(s, .1'0) ;> () a ,l(, 1 
ill c it "Ix E L CII .~ - x,, : < 8\~, xo) S:l a '/CIll I/ (x) - / (xo) 1 z. 

l:::rcnz p!u. l,' i{' Jr.r) :=!' x-t -- R.r:J .-- 4, /: R --+R ~i XO O. Fllll c ~ia I ('!-!t ..: 

cun li n \\ ~i in O. ill ;>.,k'/,h , fic E> 0, c1at. A'/CIll 11(.1) - 4 1 1x' .,. s,~' :: 10::: 
~ ! x I ' .\" ::1 -;- Sx::!). Dau1 1.1.' I < 1, atullci I x:] ! - ~. ~ x~ < !J ~ i IJ(x ) - i I ~ 

..::: Sl I '. ; -< s illlplide l .r i 
Sl 

~" , l ;; = 1ll:lIillll:1ll {I,~} nUll 1x 1< (; ,,=) 11('<) - 1(0) 1< E, adi ecl I (x) 

:".<:.: l. ~ ~: : \: :'1'...1 l :l l ' . 

.~. (, fUll c ti c' f: 1: ~ r~ ('st~ · co:; linzf(Z in oriel' pUllet ii' olat ttl dOl1ll' Ilililui Sal1 
(~ :: llt l !j~ i t i('. 

-i, F ie f: 1: c R --> R 0 fllllt:! ie ~i "'0 E E n ],'-' n 10',1 \\n pUllet d" aCll­
II WI.l:-,' ]a s li ug-a ~i ]a Gr('apla a lui F.. Atunei flluqia I csk conlinll~l III .1'0 

d :.tc :'t ~ i Ill1nl a i d~l C ~l 

f("J - 0) = f(x o) =, /(xQ -;- 0). 

liIll ( (x) = I tEm ;,) .~. I (xo)' 
:'-·,.\'o .t:-,·xu 

E,onJ,z 11 , Functia /: ~ (), 2] --+ R, 

) t
'3x -- I, o ~ x < 1 

f(x = ' CSll' cOlililill" ill .1'0 = l 
X Z - ,- I, 1 ~ .1: ~2 

fiinel e:, I ( I - 0) = 2 ~' 1( 1) = I( 1 -7-- 0) . 

Ot<. · ... ·~ I':(~ . f-'u: l('ti: !c eh' nwll t an.' fiind de.finite peinl(T\'alc SJ.tl rCII!lilll li de illterv<lk, il.1r ac('s ~e3. 
fiill d h ·r m au· !l'.l~ rl. \i din PUllctt' de i:\cuHlular(,~ , rcz.ultJ. c.:i P ': lIlrU fu nq iik demcnta rcsc foa t·.! aplic ~ 
d finq 'a c (Jlltill ~:i t;_'l t ; i ell L. jutorul lirait ei. 

:', (Ccn,'i"/:ilaltr' .rune!iilor (lemell/are) , Poiinoal11c-lc. fllUC(iik rationalc', 
," c\ ;~ 1'<1, :;<.:' 1, f';:lcfi a pu tert', functia ("xpol1l'utiaiu, flln c lia logaritlllic[l, 
:: cT:ik tcig0 , : ~ 1 :1 CI :-: '- __ d: rC'c te ~i cdc in '/e rse s int co nliuul' pc <l ollll'lI illi lo r 

( ~ ~. (!tf ir:~ :i '" 

5.7,2, Fu;:c,'i:: c:J uiinue pc intervale 'II1mlCI'1CC 

L T i.'O f CIT':"i. (l.J ol .:a;~ r,' . :': !' len ll:l i:1t('r'/al ~iJ: 1-+ R 0 fUllctie cO lltillllrt • 

. \ '.: ::.ci illl:I~ I""':' lL:i I r::!! f, adici'L I(I). t'ste \\n inlcl"Ial. 

~ . I" i ' ] C R \\lI illl'__ ~'/,d ~i f: 1--+ R 0 fUlI c ti e cOll tinu;l. AhJll c i I an: l'ro­
p ric : :.:('a I;:i D:lrl :Oll>: . 

,~. Fi C' J c R UOl illtcJ"l:lI ~i I :1--+ R 0 fnuqie CO lllilln;l. Dacft in <lOll'l 
p\l :. '_ h.: (!, bE [ fl111ctia ia '/alori de st"lnne ("outran', atullci J ia '/alo(l n.'a. zero 
('vI f',, \-i n il!tr-un pUllet cll prins intre a ~i b, 

~. Fi e r c R nIl inIL-nal ~ i I: 1-> R 0 [U!leti" conliuna. Dac;l "Ix E I" 
(x ) "" 1I. a ~ nllci "Ix E J ,l'Iem I(x) > 0 sau I(x) <: O. 
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5. Fic I = -a, lJ~ cRull compact (il1t(,l"I<l1 inchis ~i mllrginit) lIi /: r -> R 
(, ft:nc}ic c01:ti1 :11 rl . . -\t.l:n ('i j estc 111[lrgini(fl pc I lIi i~i atinge cfccti·, valori k 
(:x~ren1<.·. 

5.7.3. Pre!1tI1girea jltHe/hlor prin. coutiuzeitatc 

Dejillific . Fie E c R 0 l11ultimc ~i J: E-> R 0 fllnctie continUll. F lll1c}ia.r 
A 

sc· zice prc!lflll<ibilil prill cOlltillllilale Ja lllu1tinll'a F:=> E. daci\. cxistfl f: F -> R 
A 

o 	f\ll1etic continllll a dleei restrictic la E cstc J. auicii j = J IE' 
TfOrcma. Fir E c R 0 multilllc. j: E -> R 0 {unetie continllll ~i a E R \ E­

,,:1 	 pllnct. 
Ablnci: i) Dadi. a nll cstc l1ll PUllct (Ie acul11ularc alllli E.j poate fi prc-

A 

!ullgi!a prin contilluitatc in a. definillcl pc J(a) in mod arbitrar. 

ii) Dad\. a estc un pUIlCt de aCllmlllarc al l11i E. fUll<:tia J pO<1te fl prclu11­
gita prill cOlltilluitate in a"'" fare limit[, ill a. 

In acest cal. dc-finim ;(a) = limf(x). 
x~a 

Exemplc. I) Fllnctia/(x) = x sin -, x E R\ {O}se poate prelungi in ;f =O 

pril' contil:llitatc prin 

" XSln -, :t" '" 0I
.1 

J(x) = ~. 

O. x = O. 

fiinucii. existii. lim f(x) = O. 
%.. 0 

2) Fllllctia f(x) = ~. x E R ', {O}. I1U se poatc prclungi prill continuitate 
x 

in .r =·0. Hinder, nu existli. I!m f(x). 
X ~, O 

5.7.4. 0pcrafii w jztnet£i continue 

Tc,;rcJlui. Fie.r. g: E c R -> R dona {unqii conti nile in -'0 E Ii (sa:: pc L) . 
"\(IlI,ei functii;e f -1- g. f - g. af .ell a E R. jr;. max (f,g). rpili(f.g ~ . !f !. JY, 

L ,i llt contil~l1e in .to (sau pc El, uacct f g ~i I au SCllS. 

5.7.5. Contimeitatea funefiilor compuse 

Te o/"cma . Fi(' f : E -+ F ~i g : F -+ R. Daca funC~lJ.f cste contil1u;t in :'-0 E E. 
iar funqia g in f(xo) e F. atunci go f rste continuA in .'\'0 E E. 

5.7.6. Teorema lui Cauchy 

Fie f: R -+ R 0 functie continua l1i aditjva. Atunei futlc\:ia 
f este lilliarii.. 

380 



5.8. Functii derivabile, 

J" lIIlc fii CIt dn-iva/a lll/r-IIII PIIIIC/. Fie f: El -+ R 0 funetic ~, Xo E EnE' \1:1 

pU llet. FlIllctia f este Cit dcrit'a/ii ill xo' dad, limita 

( I) 

(.':-:birl in R. 

rzwe! ;'i clcrivabilc iJl/t-l(//' pUlle/. Functia f: E -+ R se IIUll1CStc dC/'it'abz hi 
I,n Xo E EnE' , dac[, deri'fata 1'(xo) exista ~i 1'(xo) E R, aclier, estc finW'c. 

o forma ('chiKtlcnta a lui (I) cstc 

f'(xo) = lim f(-"o -+ Il) - f(xo)(2) 
" -,.0 " 

ExempTc, 1) Fune tia cos: R -+ ~ - I, Ij estt: deri'lalJila iiI .1'0 = ~ ~i )'(.\'0) = 
2. 


-1. 


"-~ ), F'unc tla'f()x ="{a, x E R \ 'C5t('Q II (' IT!au: ' "'1"a doar .III on" gnlc ~I_'('(0) ' = ..u· 
x', X E Q 

Flllle!ii dcrivabile pe 0 lilli/time. Fie f: E -)0 R 0 fUJlctie !;<i AcE n E' 
o multimc, Functia f se nume~te derivabila pc A, clad. ca este derbabilii. ill 
o rice P"J1ct Xo din A. Aplicatia x -+ f'(x) de la .-1 Iii R se l1umc~te deri '!ata lui 

j pe .·f ~i se lloteazii eu 1', d
f

, ~ (f), sau y', dy dacr,), = f(x). 
dx dx dx 

E xcmplt: 1) Flln'C!ia j: R-+ R, i(x) =);3 estc dc:ri·tabila pc R. 
:2 FU:lctii le sin, cos: R -+ [ -1, IJ ~il1t deri'!abile pe R. 
F llllc!i: Cit derivate la/craZe. Fllllctia f: E -+ R cste Cll dcri ra td ; ,/ ,'/i llC:(t 

(respect i'! !a dreaP/a) in Xo E En £,s (respecti '! Xo E E nEd), dac[, lilllItJ. 

. fI x) - rXQ) ( ",. j(x) - ((xol\ "j'( ' "( ).lll!! --•. - -- rcspcctl'l IJJluta llm ----.-.-- , llotata. -"oJ sau} "'u­
•• -_.. X, • • - Xo X )ox, X -"0 ) 

X""::: Xo X > .1'o . 


( r~spccti ·t .I~(xo) sau j'{xo -i- 0)) C':,ista in R, 
F UiiC! ii dcrivabile lateral. FUllctia I: E -+ R sc llUIl1c~tc dcrivabiitl la slillf:J 

(r~sp<:cti'! la dreaP/a) in pUllctul Xo E E n 1:." 8 (re"pccti'" Xo E E n E'd ), dac~ 
f;(x o) r r(' ~pccti'lf~( xo)) cxist[, ~i est.: finita, adic5./;(.1'o) E R (r('specti'! f~("'n) E R). 

E,'tl J: p lu. FlIl1c;ia lex) = I -" I, .< E R. arc in originc f;(O) = -1 ~i f~(O) = l. 
'f.'llllctia I x I IlU estc deci dcri'!abilii. in Xo = O. 

[l llapre/m'ca gronze/rica a deriva/ci 1'(x )' Dac'Af: (a,h) -+ R , cs1<' d('ri';al 1i l~lo
'Pc (a ,b), atuIlcif'(xol. cu XoE (a,b) reprczint 5. cf}cjicieJl/l<lltll~hi/(la /' al :,1II;!mLi 
geom£lr: .-c Ia graficul Illi f in pUllctlll (.ra.!('" o)). tangl'llt[l care arc: ('[uaria 

J' - f( ..o) = f'(xo)(x - -"0) ' 

Dac::' !'(xo) ('stc infinita., atunei tangC'nta g(,oI1l':tri'-~l in (xo .j( "0 ) ~ a g r. lficl. 
lui f c;. te paralcla Cll axa y'Oy. 

Daca I : E ...... R cste continua in Xo -= E ~ i /;(-"'0)' f~(.t·o) C'xi ~ t~l, llintrl' .11'.,' 

eel putin una cste finit'A, dar f IJU estc dcri,tabilii. in xo' atu[Jei :ll111ctul «0./('\.' 
sc Illlmc~te pUllet w/gJziular al graficllini lui J. 

J) 'IJltimea ~ poatc fi un intcrv.l! S.lU 0 rl!uniu{lc de intcn"alc nercd use JJ lln punct. 

:.;81 



E.umpI11. Fune~ia j(x) = I x - 21. j: R -+ R+ are pc x = 2 drept punct 
unghiular. ' 

Teoremd. Daell j: E -+ R este d eri·/abilii. in .roE EnE" n E't!.. atune; 
f este derivabilli la stinga ~i la drcapta; in plus j;(xo) = 1'(xo) = j;(xo) ~i re­
ciproc . 

Coulill1lilall'a j1llle/iilor derit·abile. Orice fun etic deri"tal>ilrl ir.tr-.un punct 
este continua in acel punet. 

Teoremd. Fie j.g: E -+ R doua funetii derivabile in Xo E EnE' ii ), E R ' 

un numlir dat. Atunei funetiile j ± g. ;,j. j g. L (g(xo) =F D. XoE E0E' ) ~ i J" 
g 

(daeli jfl are ~('ns) sint deri'/abile in Xo ~i a '/em 

i) (j ± g)'(xo) = 1'(xo) ± g'(xo) 

ii) ().j)'(x~) = ),1'(xo) 

iii) (fg)'(xo) = 1'(xo) g(xo) + j(xo) g'(~'o) 

(L)' (xo) = /'(x.) /1(x.1 '- flYpl C?'("o)iv) 
g ~(x~ 

v) W)' (xo) = (gj9-1 . j')(xo) + (W In j) . ./I')(xo) ( 

Dcrivatll IUlle/iei eomf:u!e a dwii /1", r(i 
Fie I: F -+ R ~i g: E -+ F dot:a furet ii. Dedi g este derivabilli in Xo E 

E EnE' ~i I in g(xo) E F n p. atur:ei f og (ste deri·/abilll. in Xo E E ~i avem 

• Derivala june!iei i1lt'Crst a wui (tltle!ii dale. Fie : f: [ ....... j, [,J intervale. 0 ' 

funetie eontinuli. ~i bij!'etivli. ~i (-1:./-+ [ invcrsa ci. Dacl\ j cste derivabilli. 
In Xo E 1 ~i 1'(xo) =F O. atunci f-1 (' derivabilii. in Jo = j(xo) E j ~i a'lem 

" ( ' ) I(j-l } ,,, =--. 
j'(xo) 

Dijeren!iala tmei jlllle{ii. Fie j : E ....... R !;Oi Xo E EnE'. Fcnetia Iiniar1l. 
h -+ 1'(xo)h(cu argumentul hER) sc nume~te dijcren/iala jllllC/ifi f in Xo !;Oi se 
notea7.li d/(xo.h). Deci 

dj(xo' II) = j'(xo) II . (I) 

Difcrcntiala dx a funeti£i idcntiec ute cgala eu II, adica eu cre!;Oterea argumen­
tului : dx = II. De aeeea relaTia (I) ~c mai scrie 

df(x)
d/(x) = 1'(x) ex s::.u f'{.r) = - ' ­

dx 

Difcrentiala funetiei eompuse j(g(x)) estc dj(g) = j'(g;dg. 
Exempili. Fie f: R -+ R, j(x) = x3 -;- X - I; atunei dl = (3X2 + I)dx. 
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TABELA 5,1. Derivalclc ~i difcren!ialelc fllnC\ii1cr d Cl11enl:lTc 

'--~--
~llll\iIJH~· .1 pc care y

Drrh.l t"l.FlIl1r\i d J'if",,'"\ i.d,_ lstc ,h'riv"bil.i 
))Olll rnilli 

dc t1ciiuitic 

)' a , a E R H y' () d y () H 
-----. 

Y x R y' . dy , ~x n 

y ax, aER R y' a "dx I{"I' 
y - x" (HEN) R y' )/,1,11 - 1 rl v 11,1 "' ) rlX - ----i---I-,-----­

,---­
y = ax/(IIEN),aER R 1" , lIax" -1 cll' I! I/.\" )dr H . . ~...----t 

1 
j' = R . {o} 1..1 ' = ;) dy (!.r H \ {OJ 

J x.x 
" " 

1 -11 - !l elx 
0..(II EN) d)' a ', {OJY = x n ' R \ {OJ y ' 

xn+l x n+1 

.7 i O, ;/. )y = X"'. ~ > I. ~ E R [0, + co) ,,' = cx.xa- 1 dy C(x'X· 1dx 

1 (0, :r., )y = ~'''', C( < I. ~ E R (0, -1 0Cl) .v' = cr:.xa- d J' = C(x'X· 1,l.r 

y = F~ [0, +co) ely.= --
I 
_ dx i li, t oc)

y' 2{; 2\ ' .1' 

y = \1-;. II EN. 11;;>2 [0, + co) y' dy ~ . -- , (0, "-l 
1 :: \I T'i ~l.r11 VI X U-

ax + b a, b, c, d E R ad - be or/ - iK 
I , ( d} g y y' (h - (:.rR\{ - .c:.l , t- -;.­

,~ ex + d ad- be eft 0 ( J (r;' · j d )~ (ex t d; " 



00 
:"J ... y = eX 

Y = ae"', ae R 

y = ae b"', a, be R 

Y = a"', a>O a ",I, aeR 

y = ba"', be R a > 0 

a'" I, ae R. 

y = barx, a, b, c e R 

a ",I, a >0 

y = In x 

~' = In I x I 

y = logax, a> 0 (I. '" I, a e R 

y = lll{x +.jx2 + a2), aeR.+. 

1 x - a 
Y = -In----aeR+ 

2a x + a 

1 a --t -;t' 
a e R+.)' = -In ---, 

2a a- x 

y = sin." 
.. 

n y ' = eX 

R .1/ =-= ae% 

R .1" = abc k1 

R y' = aX..!.n a 

R y ' = ba"'ln a 

R y' = bc{{Xln a 

(0, + co) 
, 1 

J' .= -
x 

R \ {OJ 
, 1 

y "" -
x 

(0, + co) Y = 11 (x In a) 

R ' 1v -:;;"; 
, .jx2 -+ a2 

(-co, -a) U , 1 
l' = ---­

U (a, -t, 00) , ;,,2 _ a2 

" 

• 1
(-a , a) )' ,~----

a '!. - x2 

R y ' = cos or 

ely ,-, (,Tdx R 
, dY "" .qc"'{Lr R 

." ~ 

dy ~ · ~be~rd:.\". R 

dy = aXln a dx R 

dy = ba%ln a d .~ 
" 

R 

dy = bcaC,T.ln a ,p,~ R 

~I 
, <1y =' - <Ix (0, ;· co) 

." 
1 

dy = - dx RI {O} .. 
1 (0, co )<I)' = --­ dx 

.'\' In a 

1 
Rely = ---==­ dx 

JX2 + a2 

1 (-cr.., -Il) U
dy = lix 

U (a, -I- co )
l.'!,) -(l!! 

1 
ell' = --­ d x ( -fl, O) 

.- a,2 - x:! 

dy = cos x dx l{ 



------- ----- -

- ---- --

- - ---

-------- ------------

Tabcla 5.1. (continllalc) 

DomC'niut M llll iOl(' J P I" ('In) J' 
Funclia UCli\',-lta DifCf('IIP,d.tic dcfillitic (' ~ t e drri\ ;\), il ,i. 

y '"""_~"-~___ R1------, 

y ~- j:-; x , n \ (; -:- z") 

-----I-~-

J' ::.-:.": r1g x 

)' s('c X 

'0 

y coseC' x 

- -,-,-,---­

.r ;-'..fC sin x 

~.I :L"C cos .~. 

n, , 
lJi 

r,' ::' :-,: c~ g A,' 

-----_ ..-_._------ ­
y :-= ar : cutg 7: 

R\ Z" 

I( 7t 

R -,;-- +
, z)

") 
I !" 

H ' Z"R\Z" y' 
sin 2 .t' si 112 .r-._..--··--1'------ --- - -'-. --- ­

[-1, IJ y' o~ 1 -----;- _ d \' -=- - I -~ (- I,_ I.t ~ I) 
__{1~_.l_·2___ oj 1 _ .\2 

1 -1 
[-I,IJ y' =- - 7 1-,,<2 dY =7i-=~2-J.\ (-I, I) 

R y' ~c ___ I ------ ~-~, _1_ <Ix . · '----R-,---­

1 +,;-2 - 1 + x 2 

__1_ dxR dy RIY' 1 + ,;-2 '1 +,;-2 

J,t -~ill X ! d\' sill .r d.t H'---1--­ <Ix 

Y' -, 1 t ·,".. I 'h' ., R ' ,'(-2.. I· z)" 
C()S 2 x b" , . C(~__ 

dx R \ Z;:
y' d ..v 

:-; in:: x 


-., -(1 I ctg" x) 


sill X 


Si1l 2 X 

sin x rlx
dy ~ H(~- z,,)

CO;-.;2 X ~ sZ_x__ 
Y' ________J __ c'__, _ 

cos x LO, :: dxIll\' 



_____________ _ 

t: 
':lO 
C> y = arc sec .t' 

\ [1, -I · (0) \ , ­o y < r. )' = xJ.~ - 1
2 __1.. ____. 

y arc see x 
(-c~, -1] y'"::<'Y~7: X";X2 - 1 

1--­
y = arc cosec x 

2 . 

[I, -I (0) I ~.'O<y",r. 1- :.-";..2- 1
2 .. _._ --_...___ 1___ ___ ---­-----.-----­

y = are cosec ,t' 
 I 1 
-r. (-00, -1 ] .", =c---:-=:::...­--";;y < O . x./x2 - 12 

1 
(I, +00)dy= dx

x";x! - 1 

1 
(-00, -1)dy = - dx

x";X2 - 1 

dy = -
J . dx I (1, +00)

X";x2 ­

1 
(-00, -1)dy = dx

x";x' ­
----.---.--------.-------- ­

y = 51! x !__R ______J./ ~~ :~.: .I 1 dy = ell x dx R 

Y = ch x 1___~ _ __ 1 y' =, s1l .-.: Idy = sh oX dx R 

1 
y = Ill .¥ R dy= -- dx Hy' ::.: ch2 x ehl x 
---------- ---1--- - - ---1--------- -- ­
y = elh x·,: y' dx R \{O}R \ {O} ely = 

sh~ x shz x 
--._­-_ .---­

I 
I 

sh x 5h x 
y = 5eeh x . ely = - --- d.,; R 

R IY' = - -~h2 .,; ch2 XI 
._- -- ----_. ­

eh x _ dx\ eh x)' = cseeh x I1 

R \ {O} dy = R \ {O}y' '"" - 5h 2 X shz x 



Tabcla 5.1 (continllare) 

Dompni!J1 Mulli",c,1 pc earc y 
runelia Deril';!a Difcrculiala<ie ricfinit! {' ~,;!c dc ril'abi\'\ 

y = <lrg sll x R I, ___ 1 (I... 
y = ~~ + 1 dy = -J-:-':,l.=2 --1--- R 

)' = In (x -!- J~T) 

Y = arg ell x 
[1, -;'(0 ) I)" " .­ ( I, -::x:)dY =- Jx2

1 
_I 

dx 
Y = II1(x +~~-0; ):.,? 0 --1-------1-- ,I,\' :!~~_____ 


yo = arg eh x ____ . . . 1 [1, -j- oo) I y' ~, - ,,1 _ I dy -= -~ 1 _ (I.X I (1, -: x) 

x= -11l(x +,Ix~ - I),! Y ~ 0....__1---...----­ ___.___ ,I:.:..=.2...__ !_ ~x- - 1 

)' = arg th _" 1
(-I, I)1 1 -I- x uj' ~.~ --- UX (-I, I)y' = - --- ,.­Y= -111 --­' 1 - x­ ' 1 _.\'1 

2 1 - x -----1-----­
Y = arg dh x (-co, -I)U(-co, -I)U 1

1 x + ely = U(1, -;-00 )U (1, +00) y' = 1 - );.2 t_"""X2 dxY= -In 
2 x- 1 

------1------· 
- , 

UXy = arg seeh x; )' ~ 0 I (0, 1] I).' = -- , t1y = ..I (0,1 ) 
x2xJI-_\'~ xJt ­-_.._------­

, 1 I 
(0, I)Y = arg scch _I; ; y ,;; ° I (0, I] y' = " dy= dx 

x2x\/l-x­ xJt ­

-1 
R', {O}w j' = arg cosceh x R \ {O} y'---=- I d,' = -1 ax 

c:> I.• Ii\,2 + 1 - Ixl~.t2 + 1-. 



linind scullIa de mu\timi\e pc care functii\e e\cmelltare sint derin\Ji\c , 
de reguli1c prccedcnte de cleri'/are a fUllctii\or e\cmel;tare (tabcla .5. I):;;i de r('guta. 
de d eri"tare a functiiior compuse (y(x) = f(lI(x)). y ' (x) = 1'(II(X)) • It '(x ) ; 
;)I(X) = f(I/(1I(x))) y' = 1'(1/) 1<'(t') v'(x)). ohtinem 1;'i urm[ltoarc\c forlllll1e de: 
deri"tare ~i ell' diicrl"nti('re 

Tabela 5.1. (continuare) 

Dcrh'ata Difercnliala 

y , . 11* 

~' ~o all, a E R 

Y = II±V 

y = IIV 

y ~ IIVW 

y 
v 

" 
v 

y ~, 1/", II E Z, II of 0 

)' ~' tllI n,llEZ, 1rr- O,aeR 

,. = :!'X, :J.E R. 1f >. () 

J' . . V'-;-, 1/ : . II 

.J' 

..;"/{, 1/ >- 0, II, I>;\r 

.l :: 

y c . C E R . 

a :> n, (I i' I , "c: R 

" 

y' = u ' 

},f ~_::: au' 

y' ~:: H' ± v' 

y' = It'V + ltV' 

y' = It'VW + 
+ uv'w + tft'W ' 

. ~v'
y'i.= 

H't' - nv'
y' ~ 

y' : . ""7 JlU n - 1 • ,,' 

y' :: );!lU,,-J·,,' 

1·1~:-. ~1I-:t.-l·u' 

It' 

u ' 
\' 

',\,' = 11',"(''' 

-,'' ::-::- (lll' l,rI 

1" ,; Cll'a" ~~ 
. 	 10gb to 

If' 
y' 

II 

dy = till 

dy = II Oil 

dy = dll ± !Iv 

dy = V <I" + 11 dv 

d" = vw d" + l/W dv + 
+ llV dw 


1

<ly= - -dv 

v~ .. 

V dll - 11 <Iv
<IY = 

v~ 

fly = nu ,,-] tta 

dy : .: nnu"-J tiu 

dy = t l C '/dlt 

illgh (£ , 
(iV = Ca"' 	--- . UII 

10 gb C 

dy = clu 
II 

• Am lIotUt Cll 11,-::,1[1 .... ftlnctii r ,'a!e de ,.rgument rcal, derivabi\c. 

:lila 



Tabela 5.1 (eontinnare) 

Derivata Diiercn,i~la 

;".• loga 'H , 1! :--- fl , (( c: ,~ 

" ct,,> 0, (/ oft 1 -, 
y = ~ : in II 

y = cos ~!-

)' ~ tg I', !! tF ~ + Z;-: 
2 

y = cotg ~l l 3t f#. Z:: 

Y = sec!! , l' E 
2 

)' = .cosec I! . U f. Z;-: 

~ arcsin l! 

)' ~= a reeos 11 

y = arctg 11 

y = arceotg II 

y = arcsee It 

y = 	 arceosee /I 

J = .~:r. ;r> 0 

11' 
y' = 

1!' 
: y' = -Iog'a e 
:...... ~~ 

y' =~ i{ . cos 1.! 

y' = -zt ' · sill ~! 

" 

y'= - Si~:! /I 
sin 11 
--- -u 
cns~ 1i· 


y' = _ COS"1t • ;~' 


si n~ It. 

~(' 

),' = 	 ----=-------===-­
.jl-"~ 

II' 
::V'= 

1+ 1t~ 

, 1< 
1'=---­
- 1 -:-- ,,2 

u' 
y' = --:/=,,==­

1l'\} n- ­

r E':/ ~~ :" L-.; !' -; ­

-+- v' ln ,,] 

y'=vx':-l-:-x"'·v'·ln xl 
y' = ;>;%(1 -;.- In x) 

uy= du 

" 
1 

dy = - loga c dlt 
11 

dy = (cos I!) dl! 

(Iy = - (sin u) lIlt 

<II! 
u~'= -- ­

ccs2 	n 

du
dy = - -- ­

sin'.! " 

sin 1t 
uy= -- 'du 

C052 1£ 

cos /I
dy = - .-- ·dlt 

:..;i n 2 'l£ 

dy = ----:-===__ • du
.j1 II~ 

1 
uy - ·uu 

.jl-!l~ 

1 
dY=---'dll 

1 + H~ 
-1 

uy= --- ·dte 
1 + 1'2 

1 
dy=--=·dlt

1t';I!~ - 1 

-1
dy = . Ult

"Jtt2 
- 1 

ely = Y [~ v . dll .,. 

" 
-+ (in 1/) dV] 

dy= t'XV-l dx +xv(ln x) dv 

dy = XZ( 1 +- In x) • d" 
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Derivata unui determinant. Fie a./} : Ie R .... R, eu I interval, 112 functii 
dc c1asa Cl pc [ ~i D(x) = IolJ(x ) /. Atunci a; /ern 

O~l(X) a;2(x) ... a~,,(x) ou(x) 012(x) ••• al"(x) 

D ' (x) = a21(x) a22(x) .. . a2,,(x) + O;L(X) O;2(X) ... a;,,(x) + . 

au ('\') adx) ... a1,,(x) 

.. . + a:1(x) a~~(x) ... a"n(x) 

5.S.1. Propriclii{i ale jWlc{iilor derivabile 

Pill/etc de maxilll,oi mil/imlocal al" Imci jlll/e!ii j : [ .... R. ClI I e R iuicJ'val. 
Spuncm cii pUll et ul (/ e [ este lIll pUll et cle 111a XlIII local strict pen tru f. c1ae:!. 
exista 0 V('rin;ltate U a· lui a. a stfcl incit 

f(x) <f(a). '<IxeUn ([ \ {II}). 

SpunI'm t;L pUll etul he [ ('sle Ull ]lllllet d e mil/imloeal slrict pC!ltru j. duel 
cxistil. 0 '/l'Cill ;ltalc U a lui b. a s!f"1 inti! 

j(x) > f(b). '<I.>; E U n (I " [v} ). 

DaclL illq~alilatil" stricte sc inloeui('l'c Cli ill'gaiitflti ncslrictl'. obj-inl'1ll 
rlcfillitia m<lximullli ~i minimlilui in S(,IIS Jar;.:. 

Punctcle ek maxim ~i c"k d(' lIlinim ale lui j :;<; IIllmCSe pUllete de ~xt/'e lll 
ale luif. 

Tcorcl1Illlui FCI'l1Iat. Ficf : [ -+ R 0 fHlLe tic cI<"ri '/ahil;L pc [ . in oriee pU lle t 
d e cxtrcm local (din i llt(,l'iuI'lIi lui 1) d('ri 'tata lui I ('sl" Ilula. 

Tco/'cma Illi Rolle . Fie f : [ -+ H ~i a. bEl. eu a <: b. 
Dud !. : 1) f (·sl<.· COUtiIlU;L IW illte-palul [a. bj ; 

2) j " S IC ek .. i'/ahilrl pe illl{'l"talul rl('sehis (a. h); 
3) f(a ) ~"I(h) ; 

C"_atunci ('xist;! cd Pllti" ItI1 plllld e C (a, v). astf('l indt r(e) O. 

Cnrol"l" 1. Fic' f : 1-+ R () f\luetiC' d('ri"/al>iliL pc' inter'/alul 1 . Atnnei intre 
dona ze-TOnri ;11 " l"i f ('xistfL {"('I plllin un Z('ro" OIl d('ri'/atd 1'. 

Corola,. 2. 1· ic f : l -+ H 0 fnn ctie cldillilrL pc nil int(, f'lal :;;i dl'ri"Jabilii. pc 
ae('~t intcnal. DadL (/. ~i b siut clem;L r;lcl[lc ini eons,'euti'lC ale dcrivat<"i ~i 

f(a) • feb) < 0, atnnei f are exact 0 r;ldaeinii. e intre a ~i b. Daea in schimb f(a) • 
• feb) 	> O. atune i f nu arc rii.d1i.cini in intcl"Ialul (a . bJ. 


Tcorcma lll i Callch)'. Fie f. f: : [-+ R, doua. funetii ~i a. be [. a < b. 

Dad ,: 


1) f ~i f: ~illt cor.I ' allC pc illtt'f'lall'l inchi s [a. b]. 

2) f ~i g 5int deri"m.hilc pc inte-nalal dcsehis (a. b). 

3) g'(x) "" O. '<Ix e (a. b). 

atunei !J(a) "" !,(b) ~i "xislu ecl-putin Ull punet C e (a. b). asHe! incit 

l(b) -f(a) F(c)=--. 
g(b) - g(a) g'(C) 

TeorcJlla lui Lc:gr.11'gc. Fie f : 1-+ R 0 funetic, a. bel ~i a < b. Dael 
1) f cste continua pc intcf'lalui illehis [a. b]. 
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2) 1 cstc dcri '/abilii pc intervalul ncsehis (a,' b), 
atunei cxi,tii eel putin un punet C E (a, b), astfe! incit 

I(b) - f(a) = j '(e ). 
b-a 

5.8.2. Consecinje ale teorcillci lui Lagrange 

1. Dad, 0 f,metic dcrintbilii <l.rc dcri'/ata nU:rL pc 1:11 inteual, atnnei ea 
e~tc eOrlstant:i pc aceI intcnal. 

2. Dac:, f ~i g sint dour, functii eu c!eri'/atl'le egale pe un intcf"lal, atunei 
fuuctiile difcrG. printr'o constantit pe aeel intenal. 

:1. Fie 1: E -+ R 0 fuuetic dcri·/abil5. si IcE . Ull iuknal. Daeii "Ix E I, 
a'/cmj'(::) > 0, atullci! estc strict eresc5.toarcpe l. Dacr, "Ix E I. a'/emf'(x) < 0 
atunei f "stc strict <l ,:~erescG.toarc pc I. 

'I. F i::: f : ra. b] -+ H (ell a E R, bER. " < b) 0 functie dcri'/abiHL Dad. 
f(a) ~ 0 ~i j'(x) > O. X E (a. b), atunei j > () pc (a. b). 

S. Fie j : (a , b) -, R 0 funct ie deri'lalJilii ~i C E (a. b). Daeii f' se anuleaz1!. 
in e sc:hilllbilldu·~i ~cnlllul, atunci cestc un punet <Ie extrem local pentru j. 

G. Fie j : 1-+ R 0 fuuctic continua pc ~~i .1'0 E I. Dad!. j estc derivabiHi. 

pc J': {xo} ~i dad ([(' ri'/a ta j' arc limitil. in R iu -"0' atunei j cstc eu deriV2.t1!. 
in .1'0 ~i 1'(,"0) = lim j'(::). 

X-'Xo 

£::cIII/,I". Fie I(.I) = arc~in x. -" E [ - i. 1:. Dup:' eonsceinta de mr.i sus j 
csic ClI d (' ri 'lat;, in -1 ~i I, anum~ 1'( - i) = .: 00 = f'(I). 

T rcrc1JIa l!li Dai'boltx. Fie .f: [ -+ R 0 fUllctic der i·lU!Ji~1i. p<" intervalul I. 
At::nci dl'ri·mt<'. f' a lui j ~n: ?roprict;ct{·~ lui Darboux, adieii nll poate trcce 
d e la 0 ·/o.loarc a (i la alt... f:ir;i 0. trec{: prin t Q<,te ',-alorile intermediare. 

5.8.3. Derivate de ordin su/Jcriol' 

Dcjilli:'ic. Fie I ull interval ~i j: I c R -+ R 0 fuuq.ie cleri '/abil1!.. Spur-em . 
dij c"te derivabilii de douii ori ilL Xo E I. <lac" fUllctiaj' : 1-+ R estc derivabila 
iii xc' Dcrivata lui j' ill Xo ~e Ill\mc~te dcri,/Uta rlc ordinnl al cloilea a lui 1 ~i se 

not('az~. 1"(-'"0)' D2j(xoJ. d
2 
1(xo) • 
<.1.,,;2 

Ded 

j "() I' .f'(x·, - ['(xo)
''''"0 = lln 

x-.t', X - X'o 

Al1:1log sc dcfinC3C: j'" (."<'0) ..... j(n,,(:(0)' 

Formula lui Leibni;;. Fie j.g : I ~ R doua fUlletii de n ori <:leri'/abile pe I. 
AtU:ICi jg ('ste de 1l ori dcrio/abilii. Fe I ~i avem relatia : 

(fg)(nl(x) = jlll)(X) • g(x) +- CJj("-l'(;<) ,;;'(.\") + ... + 
+ C~-lf'(x)g(n-l)(x) + C:"j(x) g(n)(x), "Ix E I 
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CUeva derivate de ortlillHZ 11: 

1. (SinX)(n'=sin(x+II~)' YXER, liEN 

2. 	(cos x)(n, = cos (x + 11 ~). YXER,1IEN 

1)(11' ,t!
3. 	 - = (-W--, Y;~ E R\ {O}. II E N( X xlt+! 

.... (a&)(ft) = ae:l', Y;~ E R, a E R, 12 EN 

6. (aX)!") = aX(ln a)", a> 0, :t' E R, 11 E N 

7. (In x)(n) = (_1),,-1(11 - I)!. Yx E R~, 11 E N 
x" 

8. (sh X)(211) = sh x; (sh x)(211-1, = ch x, .t' E R, II ~ 

9. (ch x)(2n) = ch x; (ch x)(211-1) = sh x, x E R, 11 ;J: 

10. Y= arctg x; y(n',(x) = (11 - I)! cos" Y • Sin(y + 11 ~), x E R, 

YE( -~. ~). 1I;J: 1. 

5.8.4. Forme 	 nedetenninate. Intaturarea 

nedeterminclrilor 


In cazurile exceptate de teoremele relati-te la operatiile cu limite d~ functii, 
trebnie efectnat un stndiu dir>!ct pentru a. sta.blli dad. exist1l. sau IIU limite. 

Uneori de:-i'/atele sint de folos in acestc cazuri, in primu\ rind ill cazul ~, 
o 

prin 	anumite tecreme (I'Hospital, Cauchy). 

Ridicarea celorlalte nedeterminru'i, de forma 00 00 - 00, O' 00, 00°, 
00 

0' ~i 	 100: se reduce la inlaturarea unei.ncdeterminari de forma ~ • 
o 

~ Teorema lui Z'Hospita!. Fie I un intenal oarecarc al axei rcale :;;i Xo un Pl'l;ct 

de acumulare al lui I. Fie f ~i g dona functii definite pc 1\ {X(l}' Dac:': 

1) limf(x) = lim g(x) = 0 sau lim g(x) = ± 00 



2) f ~i C slut dcrbabilc pc l\ {xu}. 

4) Exi s t:i. l im 
,'(x) 

I E Ii, 
g'(x ) 

atunci 

~) ,FIIIIC! ia.L an ' limitC, ill Xo ~i a'/('llI 

,.." 


fix)
Ii III , l. 

x- -.re) I: (x) 

Excmplc. 1) Fi,' J. g : R --+ R Cll fix) = Xl - ,>.1' ';- 2 ~ i g(x) - ',' 1. Se 

l(x)
' cere lim eu teorema Illi I'Hospital g;lSim 

x->I g(x) 

" fix) ,(x~ - 3x + 2)' ,2.1' - :; 
]\111 -' - = 11111 ----- ~~ 11111 - -- = - I. 
x-.l g(x) x~,·l (x - J)' ,r~d 1 

2) I:i" 1. g : H -+ H. fix) ,- III (J : e:r), ,r: (x ) ~~ x. 

Se cere lilll f( x) . S illkm III cawl ~ ~i Cll t eo n 'lIIa Illi I'Hospital core5­
,~-,,,, g(x) :.0 ' 

pUllzatoare ohtiul'm 

(Ill (I " e:r»)'fix) =' limlim 
x-, + :r. g(x) .'t-> --= " /) (x), 

lim Ii III 1. 
.'\'-> + ':tJ (eX -I- I)' 

3) ExC'ruplul d(' ll1ai jos nl' arat;, c ii j'('c iproca tl'o rl'llll'i prl'ceden tl' 1111 estc 

- t" . I - I '11- I' {(x) ' f - - I' {' (x ) ucIc'/ara ~, 111 St'I1~t1 ca, ( e pI l a, 1111 -'- poatc l'xbta, an~ ca lIn -' ­
.<-> ';'.1) I:(X) ;>;-,,0 g'(x} 

SCI cxibtr, Astfd pl'ntrn f. Ii : R -+ R. f (x) = x ~i g(x) =~ x ,:- sill x. a /t'm 

lim _ _x_ _ ~, I. ill ' /1" ' 111<.: c,. lill! I Iltl ('xist;l , 
."->0') .t' +siu x .'t -) -;- JJ 1 -7- co~ x 

T, 'orcma IHi C(lHclr}" Fil' I 1111 in\l'nal OIl aXl'i !'l'al,'. ,roE I ~if, g : 1-+ R 
doua fUllC!ii, j)a.cC, 

1) 1(,\'0) = 0 ~i g(xlI) ~ 0 

2) 1 ~i g si llt dcri-lauilc in '\'0 ~i g'( xu) ;= 0, 



~tllllci 

ex) Exist[L 0 'lecin[Llate U <l. lui ;1'0' asHel iiJCit g(.1·.,) =F 0 jlt"ntru orlee' x E U 
:)i ;.; =F "'0 ~i 

~) lim j(x) = 1'(.1'0) • 

,,~,;:. g(x) g'(.'I'o) 


Excmplll. Fie j, g : R _ R ,lourL fllllctii ddinile astfcl 

{
X~ ' dac[L x E Q sill x, daClL .,. E 0

fIx) = :.:i g(x) = .• 
. 1 - cos .'1', dar;t x E R,,-Q { x, tlacrL x E R"- Q 

Sii r~kulalJl lim /(x) • 
,,->U g{%) 

("11 h'OfeIlla lui Cauchy oll! il!l'I11 

' lll _f_(x) = 1'(0) = _0 ~.= 0,li cite i 1'(0) ,.. II ~i g'(O) 1. 
.<-;0 ,,(x) g'(O) 1 

'Tl'UrCnlll 1ui )'J-Iospital 1111 :-:~. :tplidL 

5.S,5. RCl~rezC1ltai'ca graJicii a fUi/e/filar 

. CU/lsidcra!ii gmc;'alc, Fi,' j : ((J, b) ..... R (I fUllqi,' ,kri",ahiJrL de <.Ioaa ori 
~i Xo E (a, b), 

I. lJaci't /' sc alllllt'a~[, ill ;:'0 ~i i~i !'c!,;ml", "lllll;;!, ~.t1il,ci .1'0 estc un punc t 
.1" t'xlrl'1l! local pl'lllru f ~i alllln1(' : 

(1.) Dadl ci('ri'/ata. f' (':"h~ strict f \: z iti·;a. la ~tiJl~a iui .~ ·o ~i strict negativ[t. la 
,In'a1'la Illi x", altlllci );0 ('stc pUllet cit' maxim local pt'lltru f. 

f1) Dacii deri'/ataf' ('st(' ~tri('t lj('g~dl·l;l.l;!. :->lir:ga.lai :\0 ~i strict pozitiva.li"!. 
<!T('(lpla. lui xo. atllllc~ Xo • ,(,' III I pllllet <.Ie lllinim local p(,l1tru f. 

::. VacafH se allul('aziL in Xo ~i : :~i st!liml ';1 !'tmllul, ~'.tlll:ci -"0 este un pUll et 
de infll-xilllle, 

.3. Due't!,,> Ope(a,b), "tuneilt'con·:t:",p,':!"q illl!';--tal,iardaci'ir<O 
pc (a, bJ, atunci f ('stc cOllca'/ii pI:! (a. b), 

.1. ric x" 1111 PUllCt de extrcllI local pl'ntcII f. 
Dadlf"(xo) > 0, ahlllci :'-0 (~tc: lin p:llet tit' n',iniIl1 10(,;) i rUltruj, oar dac" 

J "("D) <: 0, alUllci xo e~t(' 1111 pUllet de max:m )oe:-.1. 

La tl'ilsayca grajiCIIlt:i ull(i .f;f11c/ii !C Cjut"cr.:ii lIymu[o{i/'e!(' opera!;i ; 

1) a). ~c dc:lcrmin:L <lol11(>11illl de dc:fillitit' .1 fu~qi(·i, Daca se d;L 

f : E c: R -. F c: R, f(x) = .. , ' C'liCt,nt n.tullci <.Iomeniu! respecti'l eslc chiar E. 

D<',c{L nn sc in<.lica E, ci sc d;i doar fl-") = ... , atunci 1:: (stc rcprezcntat de l11ul ­

timea. pllnctc10r <.Irc-pld reale, p('lItru care operatii;(' prin care este ddinilaf 

.L.U sens. 
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Il) t;~ <letc'nnillll (ciaCrl c-xist::i) plIllckle de inkrsl'qie ell ;:xdc c!e coonlonalt', 
ndid p"lctl'lC tic fOfllla (0, frO)) S:~ll \,1', f(x) , , 0). 

r) :,C detnuinil limitc,k flluctil'i ! la cardele iutcnaklor de (·xi,t l:lq:., 
i nclll ,,;', limf(x) :;<i limf(x), daCrl 1.0 inellllk illt'T/alc cle forma (-00, .;) :;;l 

:;-,+ CJ) 

(d, - :0). 

~) Sc dL'lcfluinrl (clad exista) simdriile pC' car' lc poatl' prel-Cllta graficul 
Illi / (simctril' fatrl rle Ox, iatfl dc 0.1', faFl de () sail fap. de .~ltc puncte dill R") 
::; ;, pelltm fllllctiile periodicc, pcrioaua (pl'lItru <!. descna graficullui f m:mai pC' 
t) pl'rioatlr,). 

:,) Se ani, (tIad, existfl) PUllctl'le de di scolI(illllii,,(c ~i lilllitcll' latcr:1lc 
corcspUl:zrlto:.rn· ale lui f. 

4) Se cil'tl'rlllin;l asil1l/,toteie t'cr/ica!c (COf('sl'ullzatoare act'lor P"llc!(; a E,!.:: 
in care eel pll 'fill 0 limita latc'rala este iBfiniU't); ,'ellatia III1l'i ascntene:.t asimptu k 
vl'rticale '/a Ii de Iorlll"- x ~ (t, 

5) Se dderl11illa {; simploleic Gl'i~oll!aic (a~oci;;tl' aCl·lor PllllCk b. b' '= F 
care all proprid:ttea C;', b ,= lim f(x) Slll b' = lim f ix) (t.:illd 1:.' includl' ill !t'f'lil lc • 

.l' __ ::O X· ·~ ·:· J..J 

<It; tipul (-oc, c) san (d, .: 00)); c-clIalia nn .. i :!sellll·lleil. <!~imptotl' ori,:::lllta1e 
va fi de fOfllla )' == b (la ratllnra cre la - (0) sall )' ,," b' (Ia ramnra (\ 2 la -;- 00). 

(i) Sc cldl'flllill(l I/"ill//,!nld,' olhrl (n (iii ill;; ) (a<lic'l tlrcpt~'ll' ti l' eC lla t: c 
)' =- 1!IX ,;. II, t.:ll prol'ri l' laleil. lilll (/(:,,1 - IIlX - u) U (c\<lCa. ], illCllllle iu ll: r­

,.1;-.--':0 

" ,f(x)
vall' lk forllla (- x, c); rczn]ta 111 , ; ltm -, u lim ([(x) - mx)); caz 

,."·,/'-to .~ x-;..- /..1 

:tn:llog ('illc! F illLindt' inknalc tiC' f"rtlla (d, -: -00), 
:) Sc ('(·)"I,(·tl'a/.tl dal';t tZraficlIl IUl11.: tit ifadl1l~!t'::-i aSilllplole CI{y/;ilii!ii. Cllrh a 

,It- ,'ulalil' -" g(x) ('ste () asilllptot:, cllrLilinie a graIicnlui flluetiei 1-:-->J (',') 
!'l' !loall' 'U-: (' sllh [orm., f(x) ~" g(-,,) -C' Iz(x), CIl iim I:(x) ~~ 0 (dat:rl ], i r.c1l1dt: 

x ~.,- c.osau -1- co 
intel"!:tie tI,· [Ilrn", (- 'l;, c) S;tll (Ii, -; c.:); f!, I: : F -c. HI. Dc pil'I,', [1It1 1'\ ia 
J: R '\ t- I} -. R, fix) = x"(,1: -;. 9)/(x--'- 1) adllli:'e l!:T[-'" asimptot:l c u:hilil: ie 
par~l'o!a. de ('cua! ie '0 ;.": x:! -;_ ~x _ .r..~ . 

,\) Se cail.: ull'azrL f'(x) ~i r5d{t~i nil{' ;l l'('~ ~(·in. . ..\ b~J' is,,:!' f'uJlct('lor de f'Xt n.: lll 

local Sl' grl.....(·.<:.c printrl' r;~ dtll;illilt: cieri-/a!e::. Se !iltCl'Il: l '!;'l c un tahloll C t ~ ' iCII li't1t 

dt:ri'/atei Ill: ],. 
9) Se calcll!t-ilzi, f"(.r) ~i j'1idilcillik Olc('st,.ia. ALsciselc p"net"lor d e idle'­

:..:iullC (daCrl existi'i) Sl' grl~l'SC prilltre r acl flciIli!(' luif". Se intocnl('~te 1111 i.abl )ll 
Cll Sl'nlllu! ,lr-ri'/at"i Sl'l: lIBt\<" in cart: t ablon s(' in"llld ~i plIllctele ,~" d i~c () IlI: ­
nuita.tc ale dl'ri-,atei a dOlla, cin(~ a~('m('n ('a. Pllll'..:tC l'X!SU"t. 

10) Sc calculeazrl cJl'fieiclItii 1IlIghiu!ari ~, ("emi)tangl'I; idor h :, Llfic 
in pUllctclc n.'T!1arcabiie ale ac('stuia. 

11) Se illll)t.:IIll'~k tai ,101l1 w""' ral dl' ';a r i::.ti r- a functiei, cupnnzind .; li nii 
cn '/alocile importantc ale 11Ii x, eu 1'(.':), C1I fiX ) ~i j"'(x). 

12) Sc rcpreziu ti, a poi, in tr-ull reper octagonal, pUllctcle r' 't:1arcaLilc 
(x.j(x)) ale cmllei rcprcl-l'I1tati-ll', a:;;a ClIm cl'zuHiL diu t,,-Lloul general, ~i asi;ap­
tolcle aCl'~tllia (daea exi~ta). Tinind ~eama <l::: cn,'actl'rul t.:resc;,tor sail desc re"c.1­
'lor al functiei, de caractcrlll ('i conc",'/ sall convex, se \lIlesr. punctt:le d csena!c 
printr-o trasaturll conti nil;'" Dadl 'Hem sa. traSilnl gmiiclll lui f Cll 0 prcc:zl'-' 
~i mai I',lace, putcm dcscna ~i citeva p"hc\c ajuti'.toa re ale graficului. de f0cI~la 

(Xi, !(x;)l, cu i = I, 2, .... ~i .t'i E ii. 
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5.9. Primitive. Proprietati 

n,jiuijic. Fie I c: R lin inter"lal !;ii f:I ~ R 0 funetie. Funetia F: I --> R 
s" nUl!le~l" primiti-od (exae/d) sau aJllideriv«lii a funetiei f , <.!.acfl: 

1) r ( ·~tl" dcr;'ml>ii[c pc I. 

2) V., E I, F(x) 0' f ()·)· J 

Exe",pl ... Fie sin: R ~ ~ _ .1, 1] ; atunci 0 prilll.iti-trL a accstci ·{unetii ('s iC 
F(x) = - cos x. 

Fyo}~a:i!ie. Fie f: 1-+ R 0 [uue tie carc aomite primiti·/c..;tunci arice dOl1;l 
primiti'/e ale lui ftx), ].",(:>:) ~i [."2(x), difer[, intrc ele'printr'Q constanta. 

Defil! ifie. Fie f: 1 -+ R 0 fuuqie care admite primitive. Se nume"tc inl ~­
gralii Ilcdefillilii multimea 'tuluror primitbelor lui f ~ i sc notcaza 

~ f, ~ fd.~· sau ~ f(x) dx . 

Exm:pll! . I'l"ntm fix) = siu x, din 'exemplul precedent, a ' / elll ~ sill" x cLl: = 
- (as x -:- C, C E R. 

5.9.1. Prop1'icid/i 

1) Oriep :lunetie continua f: I c: R ~ R admite primili·/e. 
2) Vaca f, {;: I c: R ~ R sint dona. funetii care admit primiti-tc, atunci 

~i functia 'Xf -;- ;3g, (;11 (J., f3 E R, adm iie- primiti'/e ~i :l.'Icm rl"la~ia 

~('Xf(x) + ~g(.,,)) dx = :t ~ f(x) dx + ~ ~ g(x)dx. 

J) 0 funet ic care u(\:nite primiti'/e- arc proprielatea lui Dar\)oux. 
-I) Daca f cste d cfil1ita pc intenalul I al aXl·i realc, CU '/alnri r('ale, ~i ima­

gine-a lui I prill f nu este U11 intcnal atunei f nu aclmitc pri1l1iti-tc. 

Tahcla 5.2 Primitive imediate ale UDor funelii elementare 

Nr. 
crt. :r:ul1ctia 

Dorneniul de 
detini\ie Primitiva 

2­

:; 

i 

f(x) = x" 

'lEN 

f(x) = x" 

IXER\{-IJ 

'" 
f(:r) = ..j; 
meN, 1/! ~ 2­

f(x) = eX 

a E R;' \ {I} 

R 

(0, -;-CO) 

(0, -0- CO) 

R 

~ xn d x ~., 

~ x'" dx = 

1t ..;.. 1 
xa + l 

111 m~~ =~­.-' ..jXnh1 
m,-l 

a:1l 
dx= -­

In a 
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Tabda. 5.2 ( [en/jul/are) 

~r. 
crt. 

5 


(j 

7 


II 


9 


10 


II 


1~ 
x
L() ~' :! ,\I 


I 

I 
 [Cn \ z;: I <Ix , --- ~ - cotg x
I., I f ix) 
 . 2


:-.lrl X
Sill:! X 
 ~ I 

I"tu·,..I j(x) ... ;:- ..H ) tg xdx ~~ - II1 1C05 x:.II c ~, (~ + :~;:) I 


15 
 f ix) C(,tg x II [c R ',\Z-.. II , co t!; x ,Ix = In isill xl 

1 


si Il .r ~sin x 

---(IX =16 
 /(,1) 

I 

I CRi (~+z")1

C()~- ,I' cos2 x co~ X 
~ 
cc)s X 
 Ie R \Z;; cos ',"

---,\x =j(x) .. ' 
, .,17 
 . .~ "Slil- .'t' . !-'in x
!:>In- X 

])otncaiul de
Fllllqia rrimitivadcfillipc 

f(x) _. eX I R 

I 
 dx(-00, 0)
j(x) ... ­ - = In (-x) 

.Tx 
 ~ 
1 
 dx(0, +ex»

j(x) - ­ - =lnx 
, x
x 
 ~ 

I 


(~_~lnX-<l(-WJ -(I) !'UUf(;:) ­
x~ - aO! ) ;l'~ - .~ 2. x + a 

'(a, +(0) 

j(x) ,~., 

aE R, a> 0 

x 2 -61:! 

a ER, a> 0 


j(x) = sin x 
 ~ sill X d .~ = - C05 X 


Ilj(x) . ~~ eCls x 
 ~ cos x u:r ,= sin ,. 

dx 
- - - = tf:x/(x~ [CR'(f : z;:) 
cc's~ ~ 
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Tabda 2.5 (collt i1l1/nre) 

i)omcll iu l de 
FUl l c~i a P:imilivat. rt. c..lefilli~ic 

18 


II) 

20 


21 


22 


23 


2~ 

25 


26 


27 


28 
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If(X) = sin cr. x 


a. e R \ {OJ 

fix) = cos 'Xx 

a.eR\{O} 

fix) = sin2 x 


I 

f(x) = cos~ ;~ 

I 1
f(x)=-.­
Sin x 


I

I 

1
f(J) = - ­
cos x 


I 

I 


f fx ) == 0 0.J x- + a-

a E R, a > 0 
I 

I I
I f(:.:) = ..; x~ _ a~ 
I 

i a. E R, a> 0 

I 

f( ··) = I 


'Ii I - ,\,z 

I 

, - 1

f(x) =--~ 
..j 1 - x~ 

I 1 

r f(") = -:====­I .J a' - xl 

, ,zE R, a> 0 

R 

R 

R 

R 

Ie R \ Z;-: 

R 

I c (a. -:- co) 

(-I. I ) 

(-I. I) 

(-a. a) 

( cOSa.x 
) sin:xx dx ~~ - - -a.­

( sin;( xJcos cr..'\; d ,\' = -a­

( , • x s in2 x 

) slIl-.nlx = 2' - - 4­

• d x sin 2x 
cos-x X = _ +- ­~ 2 4 


(-. I d ,'\; = In Itg ::. 1 

) Sill X 2 


,. I 

\ -ux=
J cos ,\' 

I 

I 


I·( I ., =.d?: 

) 'Ii a- ..,.- x· 


~ in (x -;- ,I,';"'~ -~ a~) 

dx x 
= arc sin ­~ .J a2 - .x2 a 



Tabela .5.2 ( contilluarc , 

Sr. lJof:H.'r: iul ue 
crt. clefi niP e !'rimiti '.a 

29 

30 

31 

33 

3·1 

35 

:iG 

. 37 

38 

39 

If(x) = -I
.j 1I~ - .l"~ 

aER,a > O 

I 
f(x) =-­

1 -;- :.- ~ 

-1 
f(x) =-­

1 + ;t~ 


f(x) = --­
a" -.- x~ 

aER. (/ > " 

-1
f (x) =--­

(12 -=- .;.' :; 

a E R , a > f) 

If( ..:) = "GX sill b.c· 

I cr,/; € R. ".~ b" ¥.O 
, 

I 
I 
' fIx) = ca.;: ccs V.v 

a. bE R . a ~ -: b~ f (I 

f(x) = shx 

f(x) ~ ehx 

1 
f(x)=-­

sh2 x 


I 
f(x) = - ­

Ch2 X 


(-a, a) 

R 

R 

R 

11 

R 


R 


(-~, 0) 3au 

(0, -;- ee) 

R 

== ~l!· tC U.", - . 

(/ 

(~ = arc tg x 
) 1 + x~ 

-dx --- = arC ctg x~ 1 -;- x 2 


I


I ( <Ix ., =~ar-: tg"::
I ) .".

n 

-;- a- a " 

I s-x·~:·:~ ­I ~ .1 

= -'- a ;-.; elb ~ 

I U I ! 

nz ~ e s ill by ~" 
n r:l , b."-!;Co bx ·I xi -- a~ ...;- :, !

I ~ZA"

tI ~ c · · cos b,dx = 

== oco; i>x4.~b$ilZb .~· . (:a.L 

g 2 _:- b2 

5sl! x dx = chx 

~ ch.~· dx = 3h.l" 

dx -- = --cth X~ 5h2 x 

dx - - = th x~ eh' x 
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5.9.2. 111etode de calcul al prirnitivelor 

I) Jlctocict de alltidcri;;are prill par!i. ])aeu II, v: 1-+ R sint fUllctii deri ·I;).­
!lilc eu dcri"tatele eontinuc, atunei uv, 11'11 ~i IIV' admit primiti'/c ~i a'/{' 1l1 

~ 11 (x) - v'(x) clx = lI(X) v(x) - ~ II'(X) • v(x) d~·. 

2) 0 metcdi. de al1tideri1;are ba::ull; pc 0 schimbare de t'ariabilcl: CaIcubn:a 
primiti'/cIor de forma: 

A = ~f(lI(x)) H~(X) clx, 

unde I = 11(.\") cstc 0 functi~' definitil pe I eu '/alori in I, iar f(t) csle 0 fllne! i . 
dcfinita pe I cu valari in R. 

Daell. 11 este clerivabila pc 1 ~if are primitbe pc], atunei fl111e\iaf(ll(x))l£'(.t') , 
dcfinitu pe I cu valori in R, arc primiti '/e pc I. Mai preci s, dacil 1'(1) cstft 0(' 

primiti'/il a lui f(t), atunei a'/em: . 

~ f(lI(x)) II'(X) dx = F(II(x)) .;- C. 

1n rezumat calcnlul primitivei se face dupa schema: 

1) Sc face substitu!ia / = u(x) 

2) Sc diferen!iaza accasta functie dt = 14'(.1') dx 

3) Se inlocuie~te (formal) in .4 ~i !ie ob!ine 


A = ~.f(t)d/. 
4) Sc calculeazil 0 primiti'dl F(/) a lui f(/). 

5) Se serie A 


A = ~f(lI(x)) It'(x) dx ~ F(r«x)) + C. 

ExemplI! Fie f: (-I, I) -+ R, f(x) = x . Se ccre 0 pril11iti',fl a luif..j 1 _ ,,4 

ObS(T/um' cr. A sc scrie asHel 

A = 	 ( I dx = ~ ( 2x d x _ 
) .j1 - (X2)2 . 2)"/1 - (X2)2 

A-/cm deei : I = .\",1:( -I, 1) -+ [0,1); t sau 1/(x) cstI' deri'/abilil pe (-1,1) = 
I . 

= I; f(l) = , f: [0, 1) -+ R, eu primiti'/(' pc [0, 1) =-, I, de pilduF(t) = 
.j 1 - /2 


1 
= arcsin t . Hezultil c1l - . f(,,2) • ("2),, tlcfilli (11 pc (- I, 1) eu "!alori in R 
2 

are prill.:ti·/c pc (- I, I) !;Oi 

( / 1 xdx ~T = ? arcsin (x2) -i- C
), - (x- - _ 

ill rC::I!mal 

1) t = :-;= 

2) til = 2.1: clx 

I ~ d t 	 "J)A ~ -
2 	 ../1-1 2 
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1 
-I ) F (I) = - arC , ill 

') 

xdx 1 
5) - - - = - arc ~ill ( x~) "';' c.~ .J 1 - ,~4 2 

Dam in con ti nu:trc (> t a ud[l eu primiti'/c ale unoI' flll1 Ctii compllse, d('dll ~~ 
din t abela anterioar ii a l'rimiti'le]o r irncdiate, ClI ajlltorul m etodci d cz'/oltate 
J;). ac('st pU lle t . P l'st !- t ot '/ om admitc cii 11 : 1-> R estc 0 fn llet ic contillna ~i 
cu <1 <:rivata C() Jl t ill n fl pc 1. 	 . 

'j'.tlll Ll. 5.3 . AIte primitive 

;;r. 	 Pri;-u i th' (' ;t!t' 1I11or funq ii 
crt. 	 CO lli ruse 

,,;, ,1 (x)

1 It" (x) II' (-,)u x = , 
 11 EZ, i / * - 1~ 	 a + l 

Z/a: ~ l (X J 
2 1f"(x),,'(x)dx= ,:t.ER\{-I} ,u : I->}c (0, -:- 00).S '.1. + 

iH E :Ii, m ';l: 2, u: I->} c (0, -:- oo} 

(lZl ( Z) 

-l /l~ ( .1') a'{x) d .,>;, = --, (/ E R, a > 0, a * 1~ 	 In a 

5 	 r !, ' (x) ux = JIl 1 !! (x) I, "/X E I, u(x ) * 0 
, !! (x) 

6 	 ( lI ' (.tJdx = ~ In I 1/ (,1:) - ':-. 1 a E R, a > 0, "/,rE I, 

) I ,2 (x) - ,,2 2(1 I I/( x ) .,. II l '(X) E{ - a ,-a} 

7 	 ~ si n It(X) • II' (x) d x = - cos 1I (x ), 

s 	 ~ COSH (X) • II' (,v)dx = sin II(X), 

l/'( X) 

~9 dx = - ctS' lI (x) 'l/x E I. u(x) rf. Z;: 

sin2 ZI(X) 


11'(X) dx
10 = In It g - H(X)-.I 'Ix e I. 11(X) rf. Z1':~ sin a{x) 2
 

lI' (xl dx 
 ¢ ;:II 	 . I Ct(X) 1':) I VxeI.u(x) -+Z7t=-In tg 2-~ ,~ cos nix) 2 

II' (X) dx 

~12 = tgu(x), VXEI,lI(x)¢ .::... + Z.. 
cos2 l/ (X) 2 

13 Stgu(x)' a'(x) dx = - In 1 cos 1'(X) I 
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14 

Nr. crt., Primitive ale unor fllnctii compusc: 

I ~ eotg II(X) • fI'(X) dx = ,.. I sin tt(x) I. '</ x E I.II(x) .¢ Z;-: 

15 

16 

17 

18 

19 

20 

21 

22 

eos lI{X) '( d I .
---'---"-u x) x = - • '</xEI. :t (xi¢Z;-:~ Si1l211(X) sill u(x) 

sin u{x) ' () 1 - . 

~ --'--'-u x dx= ,'</xEI, l/(x)¢:':: :-Z:-: 
eos 2 ~,(x) eos u{x) ., 

u'(x) I r==.==;:::::.:' dx = In(l/(x) -:- va-
0 

-;- lt2 (.t)) r?ER,a>O~ ,jaz + u t ( .\') 

',,'(x) / 0 

t=::====. dx = III I u(x) + "u-(x) - a") • a E R, a > 0 
,lu2 (x ) _ (I~ ~ 

11(/) C (-ce. -(I) SJ.U (a, ";- oo 

,· ,,'(x) . 1I(x) • 
/ dol' = arCSlll -- , a E R, a :> 0 It(l) c (-a. a )

,(/2 _ lf~(X) (/~ 
,, ' (x) I 11(.1) 

., d:V = - ..aretg . - , II E R . a > 0 
a- T ltZ(x) (! a ~ 
." , 11(.1') sin 211(x) 

cos- 11(.\) • 'lI (x ) dx == -- + - - -'--'­~ 2 'I 

• 0 ()'( u(xi sill 2lt (.r)
Slll- II x • It .t ) <Ix = -- - - ----' ~ 2 'I 

J) 0 altd melo.dd de ca!cltl al !/Itor primitivt' prill sellimbarea de var iabilti : 
Caleu\arc:l. primitivclor de forma 

B = ~ 1~1I(.r)) dx. 

Ilndc t = II(X) este 0 fUlletic i::!efiniH\. pe I eu '1alori ill 1. iar 
fit) este 0 funetie definiHI. pe J eu valori in R. 

Dad\. t = II(X) ,,"ste striet monotonll ~i derbahilll pe I. daell in'lersa ei x = 
= v(I), v : J --+ I, M e derivata v'(t) eont:nur~ pe J. dael'lf(l) este continua pe J 
~i dad\. F(I) estc () primiti'la a lui j(l) . tl'(I). atunci 

~ j(14(X)) dx = F(lI(x)) + C 

Schema jorma/ii: 

1) Se face substitutia t = 1/(x) 
2) Sc ana inversa lui tl, x = v(l) 
J) Se diferentiazll ultima funetie dx = v' (I) dt. 
"I) Se inloeuie~te in B care de)Jinc 

B = ~ f(l) • 11'(1) dt 
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.5) Se aIla F(l) = ~f(I) v'(I) ,It 

6) Se scrie B 

E,flIlIPI II , Fie /(,\,) c= cos2 ,)--;' /:(0, 0:;) -+ R. COllsidcri'ull t = I/(;\:) = .J;' 
lI: (O, ::0) -+ (0, 0:;), fllnc;ic strict 1I10notoll'l ::;i dcri"lahilrl pc (0, co) = I, In-' 
'/crsa ci x = v:1) = I', v: (0, 0:;) -+ p, co) estc cont!nll'l~iarcueri'/ata;/(I) = 2t 

'_ 0) 1 ,1 -1- cos 21 . _contul11a pc ( ,Xl = J. Jl plus/(I) = cos· t = --- cstI' contInua pe 
') 

1 + cos 21
(0, x.) = J. 0 prillliti'/rl a 111ij(!) • v'(1) = 21 cstI' imediu.tii. /(1) = 

2. 
. t'!. t sin 2! cos 21=-+---+--.

2 2 i 

AC\lm ~ cosz ..r;d,\: = ; + .J; . sin 2 ";""i: + +cos 2 ~-; -'- C. 

ill rc:umat: 

I) t = .J-;; 

J) dx = 21 ct 

'-l) B = ~ cos~ t ·21 dl = ~ (I + cos 21) . 1 t1i 

/2 / sin 21 cos 21 
5) Fit) = - +-- +-­

, 22 -l 

( '! 1-, x .J7c, ~ +c052 ,,1-; + C1--:
6) )COS'l ,~u,\ =T-j-TSIIl-'l/,t '1 • 

1) Calculill f,'i llliti.,:c/(,r prill ra!tr[)//ii, .-\ceus tii. metoda se aplica la deter­
Dlinun'a primiti'/clor fllnqiil or / care ucpind *i de Ilumllrul natural 'n, 

j: I ;.; .II -+ R, .II c)l, (.T. II) -+ i(,., n). 
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Folosind 0 aWl m~todit de caleul al primiti 'relor (d~ p,IJi m~ tod~t ill te~r[lt il 
prill parti), sintem eondu~i la determinarea unci primitl'rc pentru I(x, )[ - \) 
sauf(x, n - 2). Iterind procedeul ajungem la dcterminarca prim,tivdor f UIlG­

~iilor f(x, 0), f(x, 1) sau f(x, 2) care sc ealculeaza imediat sau sint tabelatc. 

Exelllplu: Fie f;I X N -+ R, f(x,lI) = xne". Sit se stahileaseil 0 formula. de 

ceeurentit pentru ca\culul lui In = ~xn eX dx. Integritm sau antideri'ritm prill 

parti luind 11 = xn (deei du = 11Xn- 1 dx) ~i dv = c'" dx (eu v = eX). 
<7asim 

(1 

Evident To = e"'. Din (1) dcducem 

Forl/mle de recllren!a utile ill catcHIHI pl'imitit'eior 

1 211 - 3 A+ - .-- 11 ;;. 2n-l' 
a2 211 - 2 

211 - 3. n 
n-l' II ;;. 2 

a2 21t - 2 

xm-l "';a!+ x~ (IJI - \) II~ , 
Cm = - ----·Cm.~' m;?:~ 

m 1Ir 

. ~ xm dxD m =. ; 
. "';X2_ a~ 

.Ja~+ x: nl - 2 
Em = - ------ - . E"I_'" III ;;. 2 

(lit -1) a~xm-l (m - 1) a~ ­
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dx 
Fn =.--=-­\ .t Tl .j.l=- (l~ 


__ ~.......:..1;nldx • G __ 1 m-] ,-,.--•• III - 1 
.Gm m - -;t ,a"'- x ... -t ---. a~Gm_:!. 1Jl;;;= '2 
.jQz_Xz ' //I 1/1 . 

1m =~(JnX)11IdX; 

' 1 .' 71-1 . , Il.- 1 }' . 2Hn = ~ sin" ,1; d:r; }\n = - - SIn ..l C()~ .t .- --- \n-z, n ~ 
?I Il 

1 n - 1 
Ln = ~ cos" x d.y; Ln = - (05"-] X sill X -:- --- L n-2' n ~ 2 

__1_ tn ll -] ~ I 2 
jilln =;: - 0, ..". - j\ JI-~' 11 ~ 

?I-I 

N n = ~cotsn [clx; Sn = - --- (ots"- I 
X - Sn-l' n;;' 2 

11 - 1 

P = _ ~__('_o_s_x__ /1-2 
n + Pn-:. 11 ;;. 2 

(11 - 1) sinn-I.t' II - J 

sin :r 1I - 2 
f) _ ~ <Ix
,,"' 71- -- Qn = + -- ('71-2' Il ;;. 2 

cosn x (11 - 1) cosn -1 X /I - 1 

Rn ~X" s in .r dx; Rn = - .t'n cos .t' + llxn-1sin X - n(li - I)Rn_2• 11 ;;. 2 

5 n = ~ .~n cos .r d:r;· Sn = xn sin x + lIXn -]C05 .t' - U(1l - 1)571-:, 11 ;;. 2 
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5) Metoda coeficimtilor IIedctermilla!i PClltru ca/w/a.rea primitive/or dill 
/lIllc!ii tralZscelldetite , 

Dad, f(x) = ct:"xp,.(x), f: 1-+ R, eu P" un polinol11 d e gradul 11, atunci 
o primiti',li. a. lui J estc F(x) = eX. Q,.(x), unde 911 estc tot lin polinom d !': 
sradul 7£, 

Pentru a determina pc F(x) cste suficient sa deterrnill1'im pe Q,,(x ), hi aces t 
seop, dupa definitia primiti'lei, a',em 

(ea'''Q,,(x))' = e«.tP,.(.t). (I) 

De aici rczult1i. cocfieientii lu'i Q" . ~i deci F(.t) estc cunoscnl1i. 

Exentpht, Sli. sc ane 0 primiti'dl. a hii f(x) = (x3 - 2.t~ +5) c3T, 


Din egali tatea 


.~ (x3 - 2x! :- 5) c3X dx = (Aox3 +Al'Y~ + A~x -I- ,4~) eU + C, 

prin deri',are gasirn (dupii suprirnarca lui c3X) 

.'1'3 - 2x~ ..J.. 5 = JAox3..;-' 3(.'11 + Ao) x! ..;- (3,42 -:- 2.4 1) x ..;- JAa -:- A~. 

Dc aici rC7.ultii. si s~cnml 

JAo = 1 3A~ + 2Al = 0 

JA 1 +JAo = -2 3A3 + .'12 = 5 

eu solutia: 

I' 2 13 


04 0 = - , Ai =:= --I, A~ = - A3 =,-' 

3 J 9 

Dcci ~ (.r3 - 2 ,\'~+ 5) c3:!'dx = (f - x2 + -2,t' + -13) e3x + C. 
3 9 

Obsen'a!it-, Aceca~i metod[L e aplicabil[L ~i . la calcularea primiti ',elo r fune­
,tiilor g(x) =, Rll (x) cos ax :;; i h(x) = 5,,(x) sin ax, en RII ~i 5 11 pOlinoame 
de grac\ul 1/, 

5 .9,3, Calcu,lttl primitiveloy 1tnor .lunctii rationale, 

, Defillifie, 0 fnnetie rational1l f: 1-+ R se numc~te simp:a dadi. are una 
din formele 

1) f(x) = ao~'11 -;. al ;\,"-1 + .. ' + an 

A 
2) f(x) = , A , aER, llEN, a¢:l 


(.t - a)" 


Ex ..L C 
3) f(.t) = ---- - '- ­ n; C, a, b, C E R, 11 E N°, b2 - 'lac < 0 

(a.'\'2 + b.r .~- c)n 

Dcfillifie, 1'11 polinom de dOUrl '/ariabile de gradul11 cste 0 functie de forma. 

,P(x, y) = E alj,tiy', 'aij E R, n E N. 
i, j = o 
i+j~" 

Definifie, Sc nume~te fllllc!ie ra!,iollald de doull ',ariabile citu\ a doua po­
linoame de d?uii. variabilc, ' 
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TCGycma de deSCo;/lpltIlcre a Wlei fWIC!ii ra!iollale ,i/l JUlIc!ii rationale simple. 
Fie f: 1-> R 0 functie rationala 

fIx) = 	P(:L (Q(x) oF 0, "Ix e 1) 
Q(x) 

unde P(x), Q(x) e R[.~] sint polinoame prime intre cle. 
Dad!. Q(x) are factorizarea 

Q(x) = (x - a l )"' ... (x - aq)~q (x Z + }'/IX + N I )I3, ... (x 2 + M~x + N r)l3r 

atunei f se dcscompune in mod unie astfc1. 

oj (1) AU) A~~) ,
f(x) = g(x) -7- • I + 2 T ... + -- -;- ,.. + 

(x - al)"" (x - )",-1 x ­a1	 a1 

A~q) 'A~) A~q) 
----+ 1+"'+--·_+
(x - ag)"q (x ' - ag)"·- .~ - all 

BP) x -1- CP' B~I)x + C~I) n&:) + C~~) 
+ 0+ (31+'''+ 

x 2 + 
(x~ + .'Iflx -:- .VI)'" (X2 + J1£IX + N 1) ,- -:- MIX -1- NI 

unde c(x) 0 un polinom eu coeficienti reali, constantelo eare apar sint numcre 
reale, iar Mr - iNA; < 0, k = 1,2, ... , T. 

Teorema. Calculul primiti'lei 	( P(.l) dx se rcduc_e la cakulul unor primitive
J Q(x) 

din functii rationale simple 

( dx~ .lit dx, 11 E N, nEN, aER ~i 
J(x - a)'" 

Ex"':" C 

~ ------- dx, B, C, .11, N E R, n E N, J112 - is < O. 
(x 2 -7- .11x + X)" 

Excmple. 1) Fie f: (0 , 00) -> R, f(x) = __x_. Sa so afle 0 primitiva 
x 3 + 1 

a lui f. 
Dcscompuncm pe f(x) in functii rationale simple astfel 

x A Bx -7- C ( ,f n)· ( n--', = -- + ---- - ,~ = .'l -7- x-+ -A+ +C) x-;- .-I+C_ 
.t3 -7- 1 x -+- 1 x 2 - X + 1 

1 1 1
.-1= n = -, C=-. 

3 3 3 

A.,em deci dcscompunerca 

x 1 1 	 1 1 2.\: - 1 + 3 - +----- - +- ---= 
x 2 	 x23(x -'- 1) .3 - ,~ -7- 3(x + 1) 6 - ,~ + 

1 1 2x - 1 1 
"---+-. +--;----;-:r 3

3(x + 1) 6 %2 - X -1- 1 2 {x - ~ +­
i 

40; 



respectiv 

. x dx 1 1. I 2x - 1 -- = - - In (x .L I) .L - In (x- - x .L I) ..:- - aret .. -- + c.~ x3 + 1 3 ' '6 . " ../1:>.J} 

dx I. 2a.~ + b - ../b= - -lac 
2). = . In 	 -!- C,~ aX- + b.~ + c "/b- - 'lac 2ax + b + .Ja2 - 'la c 

b! - 'lac > 0, 

dx 2 2ax ..:- h 
3) = aretS' .. -c' C, ~: - 'la c < O.~ ax! + b.~ + c . ../ -(b: - -lac) ..; -(b~ - -lac) 

(dx I Zax ..:- " 


"I) ) (ax! + be -:- c)" = - (It :.-. 1) (b2 _ -l ac) . (ax2 -'_ bx -:- c)n- l ­

2(211 - J) a ( dx -;- C. 

(It -.1) (b2 - -lac) ) (ax2 + bx ~· c)n-l 

.5) 	 ( !XX + ~ . <I .r = _ ()(. I + 

) (ax! -;- bx + C)" 2a(1I - 1) (ax: +- ax -;- C)"-l 


+ 2~ - ",b ( d .~ _ -1- c. 

2a. ) (ax2 "; - bx -1- c)" 


5.9.4. 	1.VIetoda lui Ostogl'adschii pentm determhltlrea 
piirJii "rqJionale a primihvei dintr-o fltllcfie 
raJionalii 

. 	 . P(x)
Fie fix) = --, f : [a, b]- R, 'Vx E [a, bj , Q(x) '" o. 

Q(x) 

1) Deriv!m pe Q(x) ~i gasim eel mai marc eomun di'lizor al lui Q .~ i Q' . 
Fie aeesta. D(x) . 

2) Aflam eitul impiirtirii lui Qfx) la D(x). Fie a cesta C(x). 
·3) Construim un polinom <;I(x), cu eoefieienti reali nedeterminati, a.,ind 

gradul eu 0 unitate mai mic decit gradul lui D(.~). 

"I) Construim un polinom ~(x), eu eocficienti rcali nedeterminati, a '/ind 
gradul eu 0 unitatc mai mic decit C(x). 

5) Consti'uim cS'alitatca 

Pix) dx 	= 'll(x) + ~ Iji(x) dx, xE[a,bJ.~ Q(x) D(x) C(x) 

Derivind ~i folosind metoda eoefie ient ilor nedeterminat i, dcterminam poli ­

noamclc 'll(x) ~i Iji(x), deci ~i pc 'll(x) (partea rationa1ii. a primitivci) ~i!=e ';'(x) • 
. D(x) C(x) 

6) CalcuHlm apoi 0 primiti'l~ a lui 1/1 (x) • 
. C(x) 
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Fumpl/{. FIt' fix) , X E (2, -:- (0). Sa se determine=0= 

(x - 2)3 (x -'- 1)2 
p;,rl(';t. algebricrl din primiti·/a lui f(.\). In ac('st caz a"ICm Pix) , = 1; Q(x) = 
~ (x - 2)3(X -,- 1)2; Q·(x) = (x - 2)2(X -:- 1)(5x - 1); (Q(x), Q'(x)) = (x - 2)2 
(x - 1) = D (x) ; citlll imp,"tr~irii lui c} (x ) b. D (x) este C(x) = (x - 2)(x -:- 1) 
Deci: 

1) Dix) .~ (x - 2)~ (x -; I ). 

2) q)"' - (x - 2) IX .:- Ii. 

3) <pix) = ax2 -c· bx -:- c. 

-I) y(.¥) = a1x .:- b1• 

dx _ ax 2 
-:- bx ...!.. C I ~ {(I·'· -:- bl ~5) _ - dx. 


(x - 2)3 (x -:- I)" (x - 2)~ (x -C. 1)' (x - 2) (x -:- 1) 


Deri·,run: 

(.\"2 - .'. - 2) (2ax _! . b) - (ax 2 -!... bx -+ c) 3x------------ ~--------'--'-------'----'----'-----'--~-- + 
(x - 2)3 (x -:- 1)2 (x - 2)3 (x -:- 1)2 

(x -2) (x -'­ 1) 

~i dcLiuccm 

1 = £11x~ -+ (b1 - « - 3(1) x -:- (- 2" - 2b - 3b1) x2:_ X (- -1£1 - b ­3 

- 3c -;- -Ia1 ) -:- (- 2b -:- -Ib1) , 

de unde sistemul: 

= 0;a1 

v - a - 3a1 = 0,1 

- 2(1 - 2b - 3u1 = (), 


- -Ia - b - 3c ..:.. -Ia1 = 0, 


- 2b -:- -Ib1 = 1, 


. 1 5 1 
Cll solupa: a = -, b= c = - -, 

~ 18 IS 

Egalitatca de Ia 5) dc.,ine 


dx 2x2 - 5x - 1 + -91 ~ dx 
~ -:- C, 
(x - 2)3 (."' -:- 1)2 18(x - 2 )2 (x -:- 1) (x - 2) (x -:- 1) 

",(x) 2x2 - 5x - I
ia r partea aigebrica din primiti·,a este -- = ------- ­

D(x) 18 (x - 2)2 (x + 1) 

o primiti·/ii. pentru este ~ In ( x - 2) x> 2, ~.i 
(x - 2) (x -:- I) 3 x + 1 ' 

astfel am obtinut chiar 0 primiti'/a pentru fix). 
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5.9.5. Su,bstitufii 	§i jormule util.izate pentru reducerea 
calculiirii primitivelor unor juncJii la 
calcu,larea primitivelor din juncJii raJionale 

Nr. crt. Primitiva Substitulia. Formule 

"Vax + bt= 	~ 
ex + d . 

2 i) Pentru a ;;. 0, I± xra ==SR(X, 	,.raX2 + bx + c) dx] 

--= ,J~xz + fix + c 

ii) Pentru c ;;. 0, tx ± ,Jc = 

= ,Jaxa + bx + c 

iii) 	Pentru b2 - 'lac ~ 0, ./(x - Xl} = 
= ,Jax2 + be; + c, · Xl fiind 0 rll.daci­

2nli a ccuatiei ax + bx + c = ° 
3 ~R(eU) dx t = e4X 

, a:f= 0, aeR 
dt 

1 = tg x, 	X = arc tg I, dx = - ­4 SR(tg x) dx 1+ t l 

5 SR(sin x, cos x) dx 1 = tg .!.. , x =-2 arc tg " dx = 
2 

2 
=--- dt 

1 + t 2 

. 2t 21 
sm x = -- ,cosx=--­

1 -+- t2 1 + II 

x ~ 
-:f= k-.: + -. 
2 2 

x = 	a sin t sau x = a cos t 

x = a tg t sau x = a cotg t san 
7 

6 SR(X, ,Ja2 - xa) dx 

SR(x, ,Ja2 -+- x2 
) dx x = .. 	sh t 

a a 
x =-- sau x =--- sail 

8 sin t cos t 

x = " ch t 

Mx+N 

SR(x, ,Jx"'1. - d2) d.t' 

~ t= 

(x- cd ,Jax2 + bx + e 


9 --:-;;=;;==:===d.t' 
x -	 oc 

') eu R(Il) *i R(Il, (l) am notal funclii ralionale de un argum~nt, respcctiv de dou~ argumente. 
A se vedea defini \iile de la pagioa 407. 
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T:..rcmplc, 1) Sa ~.. afl.. 0 primiti'fa pentru f{x) = 
•l' J I J- r _It_ .\ "~ I' 

x 2 

f: (0, +00) -. R. Obser',lI.m eaf{x) = 	 = f(Ii(X)) eu 1/(X) = 

V l+..!.+~ 
x X· 

Daca luam t = 	 ..!. , sintcm exact in conditiile metodei 3) lli a'fem 
.r 

ct 
f(l) lI'(I) dl = ­

..j 1+ t + t=~ ~ 
3

Cum 1 + t + t! = (1+'2I)" +-, aplieam forlllula 17 dill tabela 5,3 
"I 

~I 'l.vem 

F(t) = - In (t t ~ + Jt 2 + t + 1) t 

rcspecti" 

I 1 I ' )~ dx - III - + - + - JI -:- .r + ",2 + C 
x .j I + x -,- x 2 ( x 2 x . 

2) Sa se afle 0 primi ti 'ffl pen tru f {x) - , , X E (0, I), Aiei 
(x -'- I) .jx - x~ 

x 2a '(2 -c- hx .+. c = - -'- X ~i a'felll eel de al trei-ka caz al lui Euler (tabela 
d " la 5 ,Y,5, c<izul 2, iii) 

LlI;lIn XI = 0 ;;i illtroducc!lI functia I <.!cfi nita de .jx - .r~ = lx, care Ile 

dfl t = I: x, t : (0,1) --+ (0, + 00), fUllcti C strict t1eseresefltoarc , dcri'fabilJ,V 
1 

:nind invcrsa x = v( I), eu 1'(1) = - - , ,': (0, --'ee) --t (0, I ), cU ,.'(1 ) 
1 -:- I: 

(ontinu~L 

- 21 
Acum f(l) v' (t) = ---- - ­ - 2--- , 


/2 ..L 2 
 t'J. 7 2 

I o primiti'fa a acestei funer'ii estc F(I) = - .j'i arc 19 ~2.' iar 0 primiti''[l 

.1 functiei date cstc -
I-x~ dx ....;..{iarc tg --, 

2xV 
3) ( dx = ..)1_1n J2ax + b + 2 ..)a(ax2 +bx + c) J + C, a> D,

).Jax2 +bx+c a 

411 



-4) 	 t dx = ~ arc sin 2ax + 0' + C, a < O. 

)..jax3 + bx + c Fa ...jb2 - 'iac 


~) 	 ~ , ~x + ~ d ~ lOb 2~a - a.b ~ dx C 
.. X= -Va.x- + x + c -;-	 + . 

..jax~ + bx -;- c a 	 2a ..jax2 +bx+c 

b2I • , 2a x + b I ' - 'lac 

~6) Vax-+b.¥+cdx= "ax~-;-b.~ -;-c - X · 
'14 8 a..ja 

xln 12ax. + b + 2 .ja(ax2 -;- bx -;- c) 1+ C, a> O. 

;~. 	 / • 2ax +b ,7) vax· + bx + cdx = ..jax~ + b.t + c + 
'1a 

b2 - 'iac 2a .t -;- b+ / .. arc sin· I + C, «< e. 
8a" - a vbz - iac 

5.10. Funcpi integrabile 

5.10.1. I ntegrala Riemann 
" 

1. DcfilZi!ie. Fie [a, bJ C R un inter'lal compact. Se nume~te divi::i!tIle a 
acestui intenal ~i se noteazil. cu 8 0 multime finit1\. {XO' Xl' ... , x,,} de puncte 
din ~a. b]. astfel incit a = .t o < Xl < ... < X"-l < X" = b. 

llultimea di'liziunilor inter'lalului compact [a, b) 0 lloUm cu t.. 
2. Definifie. Sc Illlme~te norma a di ',fiziunii 8 ~i se Iloteazll. eu "(8) cea 

mai marc dintre lungimile' inter'lalelor partiale [;~o. x}J. [Xl' x2J..... [XlI-I' X,.). 
3. Definifie. Se Ilume~te mlll!ime de pHllcle intermediare asociatil di'li ­

ziunii 8 ~i se Iloteazil ell ~ 0 multime de It puncte {~I' ~2' .... ~1I}' a'lind 
proprietatea ~i E [Xi-I' Xi]. i E {I. 2. 3... . . II}. 

-4. Dcfilli!ic. Fie [a. bJ un intcr',fal compact al axei reale. f : [a. b) -+ R 0 

functie. 8 0 dbiziune a lui [a., b) ~i ~ 0 multime de puncte intermediare 
asociatii. lui 8. Se nllme~te sltma Rieman/t, corespunzl\.toare functiei}, di'li ­
ziunii 8 ~i multimii ~ de puncte intermediare ~i se noteazil cu G,(8. ~) numarul ..B (Xi - Xi-d f(;I). 
i~} 

5. D,jilli{ie. Funqia f: ~a. b] -+ R se nume~te illtegrabild (in sensul lui) 
Riemann pe [Ct. bJ. dacil. 3A E R. cn proprietatile: "If:. > O. 3·r;(f:.) = '1), astfel 
incit pentm oriee di'lizinne 8 a lui [a. b]. en ":8) < '1) ![ii pentru orice multime 
de puncte intermediare 1;, asociatil lui 8, s1\. a'/em 

IG,(8. 1;) - A I < f:. 

sal! 

Iilll 0,(8. ;) = A. 
v(8)-+O 

oricare ar fi dbiziunea 8 din multimea,. di',fiziunilor t. ale intervalului [a. b) 
~i oricare ar fi multimea 1; de punete intermediare asociatil lui 8. 

6. Defilli!ie. Kumll.rul A se nume~te integrala definita (in sensullui) Riemann 
a functiei I pe [a. ' bJ ~i se noteazli. 

~: I, ~: I dx sau ~: I(x) dx. 
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5.10.2. Proprietali ale ' t'-iztegralei definite 
I) Oricc lunctie mono ton1\. J : [a. bj ---+ R este integrahi1i:i. 

2) Oricc Junetie continua J : [a. bJ ---+ R este integrabila. 

3 ) Orice luuette J: [a. bJ ---+ R integrabila es te m{lrginita pe [a. bJ. 

-I) Dadi J estc marginita pe [a. b] ~i cOIltinu{l pe [a . b; . exeeptie fiicind un 


, Ii Um[lr finit de punctc din [a. bJ. atunci J este integrabil1\. pc [a. bJ. 
5) Oaca f.!< : fa . bj ---+ R slnt dOU[l fUIletii eu proprietatile: J este inte­

gralJila. pe :<1. b] ~i g(x) = J(x) pe [a. bi'. A unde A (Oste 0 parte finitii inclusi 
in [a. b_. atunei 

ex) g(x) este integral.il;l pe ~a. b; ~i 

~) ~: g(x) dx = ~>(X) dx. 

6) Dad'lJ. g : [a. b- ---+ R slnt func tii integrabile. iar x. ~ E R aluuei KJ + ~! 
este integrabiHI. ~i ' , 

ca (CY.f(x) + ~g(x)) dx = « C' fix) dx T (l C',g(x) dx.Jb . J& )a 
7) Dacaf: Ca. b: ---+ R ~i restrietiilc luifla [a. cJ. respeeti " [c, bJ. a < G < 11 

' sint intcgrabilt" atunei f estc integrabil[L pe [a. bj ~i 

\b J(X) dx = CC J(x) dx + (b J(x) dx. 
~~ J~ Jc 

Lronplzt. Fie f '" = {X. x E ~o. . I: Functia f t'ste integ- rabil1\.. In ­
\,1) 

x~ -;- 1. x E ( 11 2J 
a,je-,ar funetiile f,(x) = X. X E cO. IJ ~i f2(X) = x2 + I. x E [I. 2J sint inte­
g bil1i. ~i f dikrii. pe [ I. 2J de f2 intr-un s ingu[ punet. Oeci f es te 
integrabilc1 ~i 

(" J(x) dx = (1 x dx-;- (2 (x 2 T I) dx = 23/6.
Jo Jo Jl 

~ ) Vac1\. f: La, b: ---+ R este 0 funqi e continll:'l, arunci a'fem 

9) Daca f: :a. b: ---+ R+ este integrabill. eu valori poziti.,e. atunei 

~>(X) dx;;' O. 

10) Dad\. f : Ca. bJ ---+ R + este 0 functie continua.. iar [c. d] c: [a. bJ. atunci 
a',ern 

~: f(x) dx ~ ~>(x) dx. 

11) Dac1\. f. g : [a. b] ---+ R slnt doul funetii integrabilc eu proprietatea 
g(x) ;;. f(x). Vx E [a. bJ. atunci a'fern 

~: g(x) dx ;;. ~>(X) dx, 
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12) Daell j: [a, b) -+ R cste intt'grabi\~ ~i 111 ~ j( .r) ".lI, V.l: E [a, bJ 
.:tunci 

b 
lI1(b - :t.) ~ , j(x) dx ~ JI\b - (I) • 

• n 

I.i) Dacil j ~ :<7 . b: -+ r. nte 0 (unctie cOI.tinua ~i F : [(:. b.l-+ R est~ 0 

primili'/u a lui j carl' sc anu\caza ill .Yo e [a. b). al1l1,ci F arc forllUl 

F(x) = r j{:!.) d:x. "Ix c [a, b] . 
• 1. 

H) TCGl"cllla de Hlcdi... Daca j : ~a, b) -+ R este 0 funetie continull. atul~ l ' 
exista C E [a, bJ ell proprklatea 

--1 ~ j(x) dx = I (e).
6-a 

Daca I este contind\. pe [a, b) c: R. iar g cstc Foziti"la lii ir.tegrabilfl re 
[a, b). atur.ci exista 1; E (a., b), astfel incit 

~>(x:g(X) d.l: = j(;) ~: g(.\) dx. 

15) Fe; multi clc illlc,£,I"CI'e prill pcir!i. Dael'L It . t' : [a. b] -+ R sint ft:!lC\I' 
de cl::!a (I, ;\11l1ei a'IIm 

(b u{x) ••'( x) (!.I = lI(x) ,,(x) Ib - \bu'(x) ... {x) dx. 
JG 	 G .a 

16) Fc l"IIlU "I lui Leibll i;-.\"ei('/w . Daer~ j : [0. bJ -+ R estc 0 (Uncti 2 illtc­
grabil~, . care admite primiti'/c pc [a, b: . at unci pentrn oriel' primiti '/a F ~L 
lui j arc lee cgaligatca 

17) FGrml/l" de ulll'lJ!bm'e de variabilci. Daef. 11 : [a , bj -+ I ~i f : 1--+ n. 
ell 11 dE> clasa Cl ~i I contir.t:a , atUl~ ci 

b 	 ~"(b)
j(lI(x)) • ]('(x) d .T = f{ll dt~" 	 "~) 

(8) Exista fllllqii integrabile care nu admit primiti'lc ~i exisla fucq ii 
care 	admit primitive dar nu sint integratilc, 

I IF " . I() {I,daeaXe(o.l]E xemp e, ) ul1etla x =. nte intcgrabila. dar 
IJ, Gacu x = 0 

nu admite primiti're fiiedea nucre ~roprittata h.:i Darl:ollx: j([O. 1;) = 
- {O, I} 11\1 este intcf"lal. 

I x2 sin ~, daea;r e(O, 1] 

1 
22) Fie I(x) = x 

Q, cae1\. .l' = 0 
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Fuoctia 1'. dcri'/ata lu; f. admite ca primiti'lil. pc f. in schimb l' lIU ('stc 
i. lcgrauilJ. ueo<!rcCc fum:tiile integrabile sint 1l1i1.rginite. ia r l' nu este lIlargi-

J!i{aV' (./2~,J = -2./ ~~~~ -(0)' 
19) Formula lui Leib"j;:. Fie [a, b) ~i [c, d) dou1\. intenale compaete ale 

axci r.:ale, f : La, b) X [c, d ] -+ R 0 funqie continul!. ~i eu derivata partiala. 
tft raport cu x continuil. ~i (((x). ~(x) dou1\. funqii continue ~i CU o:'(x}, (3'(x) 
(:d llt inl1c pc [a. b]. Atunci functia 

([3(%) 
F(xJ =, .f(x, t) ct 

"IiZ(%) 

c:.tc derbabilli. pc [a, b] ~i are loc relatia 

. 	 ~(j(X) ef(x, t}
F'{x) = i(x, (3(x)) • W(x) - i(x, o:(x)) • o:.'(x) + -- dt. 

a(x) c.t 

Tabela 5.4. CUeVa integrate dejim:te 

1) 	 ~~ cos mx cos IIX dx = ~~ sjn IlIX sin JlX dx = 

siot numcre intresi pozitive= dacl m ~ II, III ~i III: 
::.. daca III = II 

2 


2) 	 eol't x sin x dx = - 2.. ; 3) (01 __d_x__

) J -+-:r:! 4 ' 


(I 	 2 r­4) 	 )0 x '1/ 1 - Xl dx = 7':/16 

(n/2 (n/2 
+1 2n 15) 	 )0 sin2n x dx =)0 COS + X dx = 

2· 'I' 6 .. . 211 
_ 	 (11 > 0, intreg) 

3· 5· 7 ... (211 + 1) 

(n/2 ('</2

6) )0 sir 2n x dx =)0 cos

2n 
X dx = 


1·3· 5 ... (211 - 1) •
_-'-----'----'- • ..:.. (1/ > 0, intrcg) 

2·1·6 ... bl 2 

7} 	 (V./b dx ;: 

)0 a_+' bx2' = 4./ab ; 


7t 	 "{ 0 (0 < a :Ii; 1);8) In(1 - 2a cos x + a') dx = ~ o 	 2dn a (a> 1) 

,0.;_ , 	 415 



9) ~~ In cos :r dx = ~~ ht sin .t dx = -;-; In 2. 

11) ~~ sin~ m .1: d.t" = ; III E ~. 

5.10.3. A. plicaJii ale t"ntcgralei dejt'1zt"tc 
I) D~ter,.i71area ariilor /igllriior planc . Daci:\ f : [a, bJ -> R i- cstc a fu ne t i 

contlnu1\., atunei subgraficul lui f arc aria 

.4 = ~>(X) d .t" 

2) Dad!. fl' /2 : :a, bj -> R sint doua func!ii continuc ~i fl(x),,:; f 2( X} 
Vx E [a, b) , atunci portiunca de plan cuprinsa intre grafice\c celor doua f\lnct ii 
~i drl'ptcle de ecuatii x = a ~i .t" = b are aria 

3) Delcrmillarea volu-lIlltllli cO/'pl/rilol' de rola/ie. Dad, / : [a, bJ -> R cstc 
o funqie continua, pozitba, atunci corpul dc rota tic generat de / are '/o]ull1 ul 

oi) Dctermillal'ea 11l71gimii gra/iCllllli Wlti jWle!ii. Dad f : :a, bj -> R estc 0 

funqie de clas!!. CI, atunci graficul lui j arc lungiIl1ca 

L =~: ../1 + j'2(x) dx. 

5) DetermiJlarea anet slIpraje!elol de rota!ie. Daci:i. j : [a , bJ -> R ('stc 0 

functie de clasa. 0, poziti',a, atullci suprafata de rotatie generata de j are 
aria 

A = 2;; ~>(x) ../1 + (j'(X))2 d.'\'. 

6) Determillarta coordollatelor !; ~i '1) ale cmtruh,i de grclltate. Fie G(1;, 'lit 
centrul de greutate al unci pHici plane omogene mltrginite pe graficele functii10r 
continue j, g : [a, b] -> R (f(x) .,:; g(x), V.1: e [a, b]) ~i de dreptele de ccuatii 
x = a, x = b. Atunci ayem 

..!. (b (g2(X) _ p(.r)) dol'~: x(g(x) - j(x) dx 
2 )a

"I) = -=-.:-----­
~: (g(x) - j(x)) dx ~: (g(x) - j(x)) dx 

RezulUi. imediat un caz particular interesant cind f = e. 
7) Determinarea momeullllui de iller!ie al ullUi corp de rota!ie omogm ja!ii 

de I'ua de rotalie 
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Dacii. J : Ca, b] - R~c ~stc 0 functic continua, atunei corpnl O11l0i:,'11 d" 
Totlltic (fata de Ox) generat de f arc rnomentul cIe illcrtie fa! 1\. (k a ,~ ,It 
Totat ie 

uwle ,.,. este cIensita!e~ consta nt:' " corpului respecti.,. 

8) Determil!area IIIGnu:ll tut"i de i;zcrjic alwlci placi plallc omogC1lc linri!aft: 
de f?raJieclc JUlle/iilor cOlllinHe j , g : [a, b] -4 R, g(x) ~ J(x), V.~ E [a, b], (ii d~ 
drcpt('le de eeuatii .~ = a, x = b, fap. de axa absciselor, se efeetueaza cu 
formula 

uncle ,.L estc d~l1sitatt'a constanta a pli'lcii respective. 

~) Calcularea limildGI' wlor ~iY1'ri JIltlllcriee. 

a) Daell. J : ~a , b~ ...... R c;;te 0 funetie integrauil[l, atunci 


lim ~ i>(a + k(b - a)) = _1_ (b J(.>:) dx.­
1! - ;"+OO H r. = ! It b - a j" 

I;) Dad, J: [0, IJ ...... R btc 0 lunctie integ-rabila, atunci 

1 n ( k ) ~1lim -:- Ef -.= J(x) dx. 
rl-+7':.IJ 11 1t=-=1 Jt 0 

5.1'.4. 11ltegrarea llumericii a jimctit'lor 

I) FItI'Inula dl'cptlmgJ:i!t l'ilol'. Dadf: [a, b] - R estc 0 functie de elasrl Cl. 
10 - II " (l 1 ~ 

Xi = II -:- - - - 1, Z = .' J _, ••• J )t ~i 
It 

/o-R
S n = -- [((a) -i- J('>:l) + ... -:- j(.'·1I-1)) 

n 

lC'spedi'T 
b -/II

5~ = --=J(x1) -:- J('~2) -:- ... -; - J(xll-1) -1- f(b)], 
II 

atunci Su sau s~ a proximcaza integrala definit~ ~: J(x) dx, cu 0 eroare eel 

(b - .)2.11' , I' Imult cgalrl eu --'-----'--- . unde.11 = max J (~,,) . 
II x era, bJ 

(9 _ 
Exempla. Sa se calcu1eze 1= JI ../6x - 5 dx, di-tizind intef'lalul [I, 9J in 

~ riirti egale. Sa se indice eroarea absolut1t ~i cea relativ1i.. 
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In acest caz (fig . .5.26) a,·.fem a =Xo = I. X8 == b =-= 9, ,,= (b - a) l. 
8 

:ft = 2 •....• x7 = 8. Calcul1im valoril~ lui f in punc•. ae diviziunc:'W 

2 3 .5 6 7 9 

2.6-158 3.60.56 4.3589 .5 .5.5678 6 ,0828 6,557-1 7 

I I 

I I 
I I, 

1i789 

!I 

D
/ "XD x, xl X) x4 X.; x(i x7 Xs 


a b 

Fig. 5.26 

Cu formula ce dll pc S" gllsim I ~ S = 3-1,8183. 

Valoarea exact1\. a lui I sc gasel>te imediat I = 38. 

Acum eroarea absoluta este E/I = I - Sn = 3.1817. iar cea relat iva 


E:r = E" • 100 = 8.37 % . 
38 

2) 	Formula trape::elcr. Dad!. f .: [a, b]-+ 1< ' cste 0 funetie de c\a~a C~. 
b-a 

x, = a + -- i. i = O. 1. 2•...• 11 lii 
II 

b-a 
S" = --[f(a) + 2(/(x1) -i- ... + f (XII-I» + fib) }.

211 

(b
atunci S" aproximcaz1\. integrala delini t1!. )4 f(f) .dx eu 0 eroare eel mult cgala 

(b - a)3M" 
.cu • unde i\I" = max Irex) I. 

12 "t ;; E [a. b] 

ExemplI!. Valoarea lui I ca\culatll· cu aeeas t1\. metoda se g1\.se~·,c a fi 
I ~ 37.8183. eroarea absoluHI. E4 = 0.1817 lii eroarea relati·/1\. E. = O.48 ~~. 

5.11. Ecuatii diferenpale 
Definifie. Se numelite ewa!ie di/£Ten!ialii ordinarll (sau obi~nuit1\.) cu 0 

fUDetie ntcunoseutl!. " 0 relatie de· forma 

F(x. ,,(x). ,,'(x). '''' ,,"(x» = 0, 	 (I) 
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sau de fo.ma 
y(II)(X) = f(x. y(x}. y·(x} • .... y(n-l)(.r}) ( } 

inlre '/a(i;lbila indepelldent~ x. funetia nccunoscuta y{x) ~i derhatelc accslei .L 
riM, la un allumit ordin II. unde F : u c R,,+2 _ R respecti·/ I: J X D c R X 
;-; 	 R" - R. sint funqii contillue. 

Of]seTv«Ji-e: Cu 1, ] noU.m inter\'::de ale axei [rale. ca de obicei. 

Ext1tlple de ecua!ii tlifaclI!iale: y'(x) - y(x) = 0; y"(x) +- (oI2)'(X) = 0; 

L 	di + Ri = E; y" - 3y' + Y = 0; (x -:- 2))''' - (,r - 5)y' - 7)' = O. 
dt 
Defim/ie. Sc nume(ite ordill a.l' eella!iei di/erell!ialc (I) sau (2) ordinul eel. 

Illai inalt al deri-latei lui y care intrn in ecuatie. 
Exemple. Ecuatia diferentialA y' - y = 0 este de ordinul intii. iar ecuatia. 

(I - x~)y" - 2xy' + 6y = 0 cstc de ordinul al doilea. 
Definif;,. Se nume~te solu!ic a ecuatiei (2) 0 functie cp ; Ie J -+ R. CIl 

Ileri-latele cp'(x). 9"(%) ••.•• cp(II)(X) continue pe I. :care inlocuita in rdatia (2) () 
transformi pc aceasta intr-o identitate in .Y E I: 

"Ix E I. <pCII)(%) = I(x. cp(x}. <;>'(x), •..• <;>(n-1)(x}) • 

. Excmplu. Functi<1 t? ; R - R, <pix) = e" este solntie a ccuatiei diferen­
1i;\!e ," - y = O. fiindc1\. inlocuita in ecuatie ne dr. eX - e" = O. "Ix E R. 

Problema lui Cauchy pwlrll cCtla{ia (2): .-\ rezo!-ta problema lui Cauchy 
p c- ntm ec.uatia (2) ir.seamna a determina 0 solutie ? : 1_ R a ecuatiei, care­
hd('plinc~tc condi~iilc (initiale) 

<;>(XO) = )'0 

;>'(-"0) = y~. Xo E j. (Yo' y~ . .... .1'.\"-1») ED. 

9(1.-I)(X ) = )'~Q-l).O

E.rouplll de t"ab!cnui Cauchy. Sa se determine 0 solllti.., ? : [I. Jl- R 
u. 	 l'clla. ~iei y'(x) - y(x) = O. care indeplin('~te conditia: 

y(2) = 2. Se gase~te 9(") = 2e.c-2, <;>: ~I. 3]_ [2t,-I, 2t!]. 

Obsuvalir:: Iu rClolvarca proLlcm('\or lui Cauchy pcntru 0 ('cua~ic dii(I·llt~~i.i fucuJaan<.ntale­
~iJll urm~toan:lc chcstiuni;J, Demonstrarca existcn~ei locale sau ~Iobalc a soluliei; 


2~ Delcrminac(;'J. il1tervalului pe cJ.re exist~ solu lia. 

3) DelIlonstrarea unicili1~ii solutiei. 

4) Dependenta sotuliei de co:tdi\iile initialt'. 


Pentru eCllatiile diferentiale elementarc considerate ill ccle ce nrlllcazii mai­
jos. acestc chestiuni se rezoha U~OT (constructi'/), pe Laza cllno~tintelor de­
ilnalizA matonatica dcuindite in liceu. 

5.11.1. CUeva tipuri de ecuajii dl/erwtiale clemmtare­

1. 	 .1"(.<) = I(x), f : I c R - R. I intcT'lal. I continua. 
2. 	 y'( ... ) = I(x)}'(",), f: Ie R - n. f continu[, (tclla!ie liuiara). 
3. 	 y'(x) =iay(x) -7- b, a. bE R (ewalie afina CII coeficim!i cOl/stan!;)_ 
4. y'(x) ~ f(x) • g(y). f : I c R -+ R. I continur,. g : J c R -+ R. 'Vy E J. 

g(y) -F 0, g continua ({cltalic CII variabilele uparabile). 
5. aoY"(x) - lIU"(X) + a2y(x) -" O. ao. a l • Q! E R (ewa!ie liniara de ordillllf 

III II-lea CI< coeliciellfi COllSIOl/!i). 
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• 5.11.2'. M1tltimea so11ejit'lor unor ecua!£i dijcreli.j/ale §i soluJia problemei lui Caltchy 
o t~ pentr1/, aceste ecuatii 

,Nr. Mu!!i!nea soluliilor sau Inal~le ini!iale I Sol,,!ia prol,leml'i Chanchy ITipul ecualiei,I Ecualia direrenlial~ solulia general:;' crt. 

1 ' Ecnatia cu j " =:= Jr.'f), f ,: j c:: R -+ R. Y (.roJ """ ,1'0 

variabilele 
 " ;V(x) ~ ~f (x) dx .;- C, X E I. )' (x) ~ ' J'o i ~".f (t) ,If,f continul!. XoE I. 

-'"0separate " ,"0 EnGEn .l'ET 

y (0) ~ 1 <p(x) = 2. - ( ' OS x, ~' E R 
sin: R -+ [- I, IJ 
ExemplI(, ~l = sin x y (x) = - cos if- + G. 

xe R. GeR 

Y (xo) ~ )'0y' = g(j'). c:} c:: R -+ R\ {OJ2 Ecuatic cu ~ d" , x ~. Xu -! ~}' ~. y:T-.}g (~,) - if =G, x e I ,\'oE I.g continuavariabilelc J',g(ll.
YoE}separabile GeR 

I 

'P(x) - lang .r,EXflllj 111, j" ~~ 1 + ;1,2 ;I' (0) -~ 0arctg y (,") = x + G. xe I 
y:I<.:R-+R GeR xe(-,z' -~) . 

2 , 

3 ECl1atie Cn ;'(xo) ""'" )'0y' =.1 (x) • g (.1'). .I: 1-+ R. \'~ l (t) !It - • fIx) tlx + G ,,"~ -,-- , ~ ~ chvariabilele xoE'T. g : } -+ R\ to}, continue 
g\)') .. Xdsepara'-ll1e Yo E'./. ' )' tisX ell c:: I. )' E J; C E R = \ --. .1' E II C T. Y F ) 

.Y. g(s) 



4 

5 

6 

~.:I "" .... 

E XC III"III y' 1 'i- y2.. I 111 ( I ,,2) c= -, L'(IS , ·1 Cj • 	 ~ - -- ~lll .r . - ... . - . 

J' 

1 -I- v2 


g(y) ~	 -':"", 
)' 

Ii : (0, (0) -. R 
f (x) .~ - ~ in x, 
i 	: I --> [ - 1. ' IJ 

- 1

", 1 l' (,r) y .. 0, \'(.r) ,_" C' (,, - )l'(.')d .IE !, 
J' : 1--> R, cO lltillua CGR 

BUll/pili. y' -I- __1_ y = 0,\ y(x - 2) = C 
:>:-2 

x E (2, -I ee) 

Ecualie 
Iiniara 

Eeuatie 
afin1\. ell 
eoeficicn!i 
eOllstanfj 

Eeuatie de 
ordin supe­
rior nor­
mal1\. 

y' ~ oy .j. b, n, be R, (/#0 
b 

y:I-->J.:y# -, 
a. 

Vx e I 

1:".1'(111/,/11. y' ,~ y - 2 
y ; R --> (2, -1 00) 

y" = f (xL f : 1--> R, 
f continua 

nx)' (x) • ." C c - !!.., x c-J, 
a 

CeR 

y (x) ,_ 2 C eX 

y(x) = 	 (X (.t' _ I) .f(I) III + 
)'"

+ ("I .' -I- C2, .1;', Xo E I, 
C.' C~ e R 

y (0) ,~ 1 

- ­ - ­

y (xo) --. \'0' I 
.'0 E T, . 

\'0 e R- - ---
Xo = l' 
)'0 = 5' 

9(.\") , ." ~!. . e~ cou-2 ­ 1 

(r--)Ixl ~ 2. arcsin 'ti1~2 

------'----- ­

- ~X P(s)ds,
y(,,) - ­ y(,"o)c I. .• E I 

--------- ­
5 

~(x) = --, XE (2, -J-oo )
x-') 

y(x) '-" (yv -';- .;) la (x-.f.) ­

b 
y:I-.J 

a 

q; (x) = 2 + v"'. x e 1{ 

y (."0) ~ Yo, 
xve I, 
)'0 E J 

y (0) = 3 

y (.1'0) = )'0' 

y' (xo) = .1"0 
-'"oE I, 
)'0' 19 E R 

y(x) = (r (x _ t) ((I) til -; ­
Jrll 

+ )'~ (.• - ·"0 ) ...;' ."Q 



---

---

... 

N 
N 

.' 
.\ . 

Mullimea solu\ii1or sauNr. Ecualia diferenliala Date!e Iniliale I Solu lia problemei Cauchy ert. ITipul ecualiei I 50lu\ia generaldI 
Exe;J ,/IIl. y" ~•.• arc sin x -I­ 2 x~ - 1 2;.2 - 1 .yeO) = 0 

y(x ) " arcsin .l' + «p(.t") = ---' arc~lIl x +y'{O) = ()x 
4 1+-=.J I_:\,2 + -x .J-­1 - .t"~, xE (- I, I)+.::. .J I - x~ +arcs in ; (- I, I) -+ 

i 4 ­
·!· C • . T !. C2 , ;\'e(-I,I);( r. 

-+ -"2' ~) C., C2 ER 

7 Ecuatic y" .f lV 2 I ' ~" (); )I : R -+ R Y (x) = sin !VX .+ y(:rol = ;1'0' Y (.t") :-= Yo .cos It' (x - .1,,1 +C1 
diCcrcntiaii'i ,,'(.rol ""' Yo-I- C~ cos wx; C" C2 e R, :feR + l!. .sin It' (.1: - .l·ul, a oscilatiiior Ko, ),,,. 

IVarmoni cc y'oER 
reR 

E xempill . )''' + 17 y = 0 .1'0 = 0y( .t") =. C. sin.J 17 x + 9(.1') = cos JT7 x + sill .jIT .t", .Yo = I, 
xeR-+- c2 cos.j17 x, x e R, 

y~ = .J17C1, C2 En -

8 ay" -! by' + cy = 0E cuatic " (xoJ = )'0,y(x) .- , C. cr,x + Cil cr':r:, ,,(x) :0 1'.)'0 -.10 (, ... .... ,."" +
)' : R -+ R ; a, b. C E Hliniarii de )"(xo) = '''0'x E R, T. - 1'1 ar2 + b, -I- C = .- 0, ordilllll Itl x,. ;Vo. + ,.~ - 1'.)'0 • t,!-r-.r,lr, , doilf'a Cll Yo 6i R{j. > 0; ". f.-- '2 

codicieTiti ,.~ - 1'1 

constanti , xeR- --. 
Cazul 

4 Xo = (),1:.\''''' '/1" . .1.1 " - 2;v' ­riidlicinilor - - 1& - 8.1' ,.~ 0 )'0 ,. 1: 2 'x :, e'l 'distinct ", y (x) = C. c2:r -I- C! (' l! 9(.\') .., ~ t'· +-­.'\,'u :a::: 0 .5 .5x E R; (')' En].2 _ 2r - 8 = 0 C2 
XE R

I r , = 2, ;-., ~ - 4/ .1 I .. I 

4 



10 

!J Ecuati(' 
iilliar5. 'd c 
ordinul a1 
dcii('a Cll 

codicienti , 
constanti. 
Cazui 
dl.tlClcillilor 
'.ill1.d~ 

Ecl1at ia" 
liniar1i Cll 

co ,~ 1 icil' lIti 
cOI1~ t an'ti. 
Cazul 
r1S.dllcini!o r 
cOlllplcx~ 

ay" -{- by' + Co = 0; 

. )' : R ...... R; a, b, c € H 

ar2 -I- b,. + c =;= 0, CU 


6. = 0, r) = r3 = r 

Excl11plu·, ·Y" + 2y' + ;V-O 

r2 + 2r-pl=O'" 

1'1 = ra = - 1 

. , 

ay" + by' + cy = O. 

)' : R -+ R; a, 1>. Ii E R 

a,,2 + br + c = 0, !l < '0 ; 

1'1 = (1. .+ i(3, ra = C£ - i:l 


Exelllplu. y" +2y' + 2" = 0
,2 + 2r + 2 = 0 
r) = - 1 + i. 1'2 = - 1 - i. 
0', = - 1; 13 = '1. 

. " (x) -~ (C , X I CJ (;""', 

,f E n, e c.. ~ H 


" 


y (xl '-= (~J.r -I- C) c-X, 
.\' E;' H Cl , C~ E It 

Y {xi = (C) sin (h -I­
+ C2 cos ~.r) . (.=, X E R, C). 
CaER 

;0' (xl = c-X(C1 sin ,~ + 
-I- Ca cos ~') 
x E R : C1• C2 E R 

Y (.1'0) _ . • 1'0' 

Y'("-o) ,- )'~, 
~·o· :vo' 

);'0 e R 

,1'0 ~ 0 
)'0 ~ 0 
y'u = 1; 

y(xo) =)'0 
y' (~·o) = y'o. 
,'1'0' Yo,y~eR 

.1'0 = O. 
.'1'0 = 1, 
,.'~ = 0 

j' (X) ~ [(y~ - /)'0) X -I- Yo + 
.+.rXaJ'o - xo)'~l C,(·T-. X,), ;\' e H 

y (x)". ,.c-x, XE H 

"(X) = [ , ~ ~ Cl)'o sill l3(x ­

- xo) + )'0 cos ~(,. ­

- .\'0)] c.tX(.t-.... ), xe R 

'P (il = ( ~ in x -I cos xl c-x, 

,~E R 




Tabela 5.7. Citeva integrale pe intervale necompacte: 
(CO .I. (CO ~_=~ 2. )0 e-X dx ~. 3. ("" ~=.:. 

x2)0 a -i- b;t:2 2../ab )0 1 -i- 2 

CO sin /1X d {~ (/1 > 0) 
"I. -- x = 0 (a = 0) 5 co -"'d .F: . e x=­~ ~o x o 2 

~. (a < 0)
2 

:1J tg X ­
7. -'-d.t:=":':~ ox. 2 

(0 < 1~ < 1) 

~co "n-'-! -ax' d 11.I9. x' . e x= --- (a> 0) 
o 2a1&+1 

pentrn a> b
2r ,;" """' b, 

.. 
10. dx = { 0 pentrn /1 = b 

o x ,. 
pcntru {t < b 

oj 

II. (+00 sin (x~l d;t: = (+00 co~ (x~) dx =1/ 7:

)-:0 )-:1J ' 2 
• 
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